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I. 

Zur  allgemeinen  Theorie  der  Eegelsohnitte. 

Von 

C.  MiTTELACHEB, 

Gymnasiallehrer  zu  Petersburg. 


•    •  . 


Das  anharmonische  VerhAltniss  Ton  vier  Punkten  einer  Geraden  ist 
identisch  mit  dem  ihrer  Polaren  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt.  Dieser 
Satz  lässt  sich  anf lösen  in  einen  andern,  durch  welchen  die  Länge  des  ge- 
radlinigen Weges,  den  ein  Punkt  beschreibt,  zum  Sinus  des  Drehungswin- 
kels seiner  Polare  in  Relation  gesetzt  wird.  Bedeuten  nämlich  A^  B  zwei 
Punkte  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes,  a,  b  ihre  Polaren,  und  nennen 
wir  die  Entfernung  der  gegebenen  Punkte  c,  den  Durchschnittspnnkt  der 
Polaren  C,  ihren  Winkel  g),  die  Normalen  aus  den  Punkten  J^  B^  C  auf  die 
zugehörigen  Polaren  a,  6,  c  bis  zunf  Durchschnitte  mit  der  Hauptaxe  des 
Kegelschnitts  ^«,  ^^,  ^«i  endlich  den  Hauptparameter  der  Gurve  p>  dann 
ist  immer 


*^  c  ""Va/' 


Wenn  ein  Punkt  in  einer  geraden  Linie  fortschrei- 
tet,  während  seine  Polare  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt sich  um  den  Pol  der  Geraden  dreht,  so  ist  das 
Verhältniss   aus   dem   Sinus   des    Drehungswinkels    zur 
Länge  jenes  geradlinigen  Weges,    multiplicirt  mit  dem 
Producte  der  Normalen  der  drei   Hauptpunkte  des  Sy- 
stems, constant  gleich  dem  Quadrat  des  halben  Haupt- 
parameters der  Cnrve. 
Denken  wir  uns  also  2n  Punkte  in  der  Ebene  durch  einen  stetigen  Zug 
mit  einander  verbunden   und  das  entstandene  2i^-Eck  mittels  irgend  eines 
Kegelscbnittei  polarisirt ,  bezeichnen  die  aufeinanderfolgenden  S^lleü  d^% 
einen,  sowie  die  BDtspre ebenden  Winkel  der  Polarfigut  m\l  1)11)\\V.««% 

Ult»eMn  f.  atth0amtlk  a,  Ph  y§ik,  X  VIU,  t .  V 


Znr  sllgeijieiQeii  Theorie  der  Kegelschnitte. 


ini]  sowohl  die  Wiiikef  "iltv  ersten,  als  auch  i 
iRndcrn  Figur  in  liAfs^li^n  Keibenrolgä  mit  1 
ftioaem  Batie  z.S[.'^t'u=3 


sin  III 


e.e.  '>- 


esPe 


ßv  sin  V 


^PfiPi 
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***■'•  Indem  wir  aber  die  einzelnen  Gleicliimgen  mit  einnnder  maltipHcireii 
;>^nd  die  genieinsi-haCtlichon  Factoren  aaf  beiden  Scitnn  unterdrückeD,  er- 
Fgiebt  sich  als  resnltirendo  Gleichnng 

I.III.V      jinl^sin  Iir  .  sin\  _  p, .  pn, .  pv 
II.  IV.  VI"  sin  II.  siiiiV.  sin  VI  "öüTg^'^vi' 
Neonen  wir  zur  Abkürzung  den  Quotienten  aus  dem  Producte  von  je  r, 
irgend  einer  Ordnung  nicht  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Strecken. 
ividirt  durch  das  Product  der  anderen,  das  involuforische  Verh 
i  dieser  Strecken,    ebenso  den  Qnotienleo  ans  dem  Prodncte  dei 
^inQs  von  je  »  in  irgend  einer  Ordnung  nicht  unmittelbar  anfeinanderrol' 
^enden  Winkeln,  dividirt  durch  das  Pioduct  der  anderen,  ein  involuto 
ches  VerhüUnisB  der  Sinus  dieser  Winkel,  an  drückt  die  vor 


ebende  Gleichung  den  Satz  ans: 

Das    involuto 

Tische    Ve 

hlltn 

IS    der    Seilen    eine. 

22V-Ecks,    dividi 

t    durch    d 

olntorische   VerbSlt- 

nisa  aus  denSinu 

>  der  Gols 

|,roch. 

nden  Winkel  der  Po- 

larfigur,  ist  gUi 

ch   dorn  in 

vololo 

rischen   Vor hilltnis.o 

der  Zugehörigen 

Nonn.Ie« 

Fallen  die  durch  einen 

stetigcD  Zug  verhör 

den  gedachten  2n  Punkte 

D  ein  ngd  dieselbe  Gerade, 

so  gehen  ihr 

e  Polare 

n  dnrch  denselben  Pnukt, 

Me  Normalen  werden  einsn 

äer  gleich,  n 

nd  d.he 

ist 

=1              iit 

V          nnl.. 

m  III .  . 

nV 

11.  IV.  VI  «nll. 
Das  invülutoriache  Verbältniss  von  2  ii  Punkten 
>iner  Geiadcn  ist  gleich  dem  ihrer  Polaren. 
9  Theorem,  worin  sich  diese  Identität  aarlösen  lässt  und  wonach 
llgemein  zu  jedem  Satze  von  den  Kegelschnitten,  in  welchem 
^Strecken  oder  Sinus  von  Winkeln  auftreleu,  ein  reciproker  zu  finden  ist, 
t  erweiterte  Form  gebracht  werden.  Es  steht  im  Zusammen- 
[.hnng  mit  zwei  anderen  Lehrsätzen ,  die  ta  einander  rcciprok  sind  und  zwi- 
L  9cheD  denen  jener  den  vermiltelnden  Uebergaog  bildet.  Diese  Sätze  sind 
jcwar  durch  einige  ihrer  besonderen  Fülle  wohlbekannt,  aber  bisher  nie  in 
^e^a/ej'aer  Hedeatang.  sondern  nur  als  Aufgaben  ohne  Anwonduug  behau- 
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delt  worden,  während  doch  ihre  theoretischen «Con^quenzen  wichtige  und 
maonichfaltige  sind.  •'  \: 

Das  vollständige,  der  vorstehenden  Erklärung 4dif<Uge  nach  Art  des 
Chasl  es 'sehen  Satzes  dreitheilige  Theorem  lässt  sicu  f^m^Uebersichtlich- 
sten  nnter  Einfährung  folgender  Abkürzungen  darstellen/ •!^'i)ezeichne: 

I.  das  Verhältniss  des  Sinus  irgend  eines  Winkels  zur 
gegenüberliegenden  Seite  in  einem  Sehnenc[i;eJ''e^ke 
eines  Kegelschnittes;  "!/•',•, 

II.  das  Verhältniss  aus  dem  Sinns  des  Winkels  zweier  be- 
liebigen Geraden  zur  Entfernung  ihrer  Pole,  also  ins*^ 
besondere,  für  ein  in  Bezug  auf  d  ie  Polarisationscurve  ~ 
sich    selbst   conjugirtes   Dreieck,    das   Verhältniss    des 
Sinns     eines    seiner    Winkel    zur    gegenüberliegenden 
Seite; 

III.  das  Verhältniss  des  Sinus  irgend  eines  Winkels  zur 
gegenüberliegenden  Seite  in  einem  Tangentendreieck 
eines  Kegelschnittes; 

X 

entweder  das  Product  aus  den  Centrallinien  der  drei  Haupt- 
punkte vordiefinirter  Liniensjsteme,  dividirt  durch  das  Pro- 
duct der  parallelen  Halbmesser  der  Curve,  oder  das  Product 
ans  den  Normalen  der  drei  Hauptpunkte,  dividirt  durch  das 
Product  der  Normalen  in  den  Durchschnittspunkten  ihrer 
Centrallinien  mit  der  Curve; 

1.  die  mittleren  Pronortionalen  (Reductionsproportiona  • 
len)  der  Abschnitte,  welche  von  der  Curve  auf  drei 
durch  einen  willkürlich  gewählte*n  Punkt  (Reductions- 
pnnkt)  den  Hauptrichtungen  abc  der  Llniensjsteme 
I,  II,  III  parallel   geführten  Sehnen  bestimmt  werden; 

2.  die  Normalen  in  den  Berührungspunkten  der  drei  den 
Hauptrichtungen  abc  der  Liniensjsteme  I,  II,  III  pa- 
rallelen Tangenten; 

3.  die  dritten  Wurzeln  aus  denjenigen  Parametern  der 
Cnrve,  welche  den  drei  Hauptrichtungen  abc  der 
Liniensjsteme  I,  II,  III  entsprechen. 

Unter  Einführung  dieser  Symbole  lässt  sich  das  ganze  Theorem  in  die 
Fassung  bringen : 

A)  (if)  r«  rtrc  .  k  =  (Ä^,)  r«,  n^r^^ .  Ar, , 

wo  die  mit  Indices  versehenen  Symbole  die  gleiche  Bedeutung  haben  für 
irgend  ein  anderes  nach  J,  II,  III  oonsfrulrtes  Linionsystem.    Bex  Coch^^- 

\» 
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^P  cient  h  erscheint  claran^-iq  Rlnoimern  eingeschlossen,  weil  derselbe  für  alle 
H  Kegelschnitte  in  Beadg  ivif  «Ins  System  I  und  nuch  in  Ueziig  nur  die  Systeme 
■  n  uud  III  für  dep-^T^nzfall  der  Parabel  coiistnnt  =  I  wird. 
H  Haben  die Äjatibole  r„,  r»,  r,  die  Bedentnng  1,  2,  nnd  verlogen  wir  im 

H  ersten  Fslle  ^fg|*ällg(^ meinen  R<>iluctionspankt  in  den  Brenniiuukt  des  Ke- 
H  gelacliniueij'&o'siod  die  cnnstaiiten  Werthe  jener  geometriscbcn  Aggregate, 
B  wenn  ;f t^en  Hanplparnmeter  der  Curve  bezeichnet: 

r  I      11     in 


/;./0ahen  aber  die  Symbole  r„,  r^,  r„  die  Bedeulnng  3,  so  nehmen  die  Con- 
•.    '.'atanten  der  Gleichung  die  Werlhp  an: 

I     II    in 

I.      2.      4. 

Ist  insbesondere  der  Kegelschnitt  eine  Mittelpnnktscurve  nnd  sind  r,,  rj,  r^ 
BalbmessoT  derselben,  so  werden  die  Constanlen,  wenn  a,  b  die  halben 
Hanplasen  der  Curve  bezeichnen: 

I      II     TU 

— ,      ab,     2ab. 
2 

Die  im  Eingange  gegebene  Formel  a.  ist  ein  specieller  Fall  der 
11.  Form  des  Theorems  A.  Eine  Anzahl  FnndamentaJsatze  der  neueren 
Geometrie  lassen  sich  auf  dieses  Theorem  nicht  nur  zurückführen,  sondern 
anch  sammt  ihren  reciproken  in  derselben  Art,  wie  an  dem  Boispide  des 
anharmoniscben  Verhältnisses  von  vier  Punkten  einer  Geraden  gezeigt 
wurde,  einerseits  darin  anf lösen,  andererseits  dadnrcb  erweitern.  Wählen 
wir  zur  Erklärung  den  Chasles'echen  Satz.-  Dieser  besteht,  voUatändig 
serlegt,  aus  drei  Tbeilen: 

1.  das  anharmonische  Verbältniss  von  vier  Punkten  eines  Kegelschnit- 
tes iNt  conslan!; 

2.  des  anbarnioniscbe  Verh&ltniss  dieser  vier  Punkte  ist  identisch  mit 
dem  ilirer  Taugenten; 

3.  das    anharmonische  Verhältniss  von   vier  Tangenten    einea   Kegel- 
achnittps  ist  crinslant. 

In  derselben  Reihenfolge  sind  nun  diese  Gesetze  erstens  in  die  resp, 
Formen  I,  11,  III  des  Theorems  aufzulösen,  wie  oben  (b),  zweitens  dahin  zu 
erweitern,  dass  an  Stelle  des  nnhannonischen  Vcrhtltnisaes  von  vier  das 
involuiorische  von  2n  Elementen  tritt.  Gleichzeitig  liefert  dasselbe  Theo- 
rem die  Werlbe  der  Constanten  je  nach  der  Bcdeutiy g  der  Symbole  Tg ,  r^, 
r*  in  dreifacher  geometrischer  Interpretation. 

Ein  Gleiches  leisten  die  Formen  I,  111  für  die  Ratze  von  Pappus 
iffaj  Carnot  udA  deren  reciproke.    Anah  der  erweiterte  8ats  des  Me 
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laus,  dass  nämlich  das  involatorische  Verhältniss  der  Abschnitte,  welche 
Ton  einer  Geraden  auf  den  Seiten  eines  iV-Ecks  bestimmt  werden,  constant 
=  1  ist,  lässt  sich  nebst  anderen  verwandten  durch  die  Form  II  auf  eine 
elementare  trigonometrische  Betrachtang  zurückführen.  Dadurch  treten 
aber  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon  mit  dem  Carnot 'sehen  in 
Verbindung  und  lassen  sich  dahin  erweitern,  dass  n  Durchschnittspunkte 
gewisser  Geraden  eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  2iV-  Ecks 
wiederum  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  n  Verbindungslinien  gewisser 
Punkte  eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  2iV-Ecks  wieder  einen 
Kegelschnitt  berühren. 

Endlich  ist  auch  das  ganze  Sjstem  von  Sätzen,  welche  sich  um  den 
für  alle  Kegelschnitte  erweiterten  ptolemäischen  Lehrsatz  als  Mittelpunkt 
gruppiren  lassen,  aus  demselben  Theorem  abzuleiten,  zu  dessen  Beweis  ich 
nach  dieser  kurzen  Orientirung  in  Bezug  auf  den  Zweck  desselben  nunmehr 
übergehe. 

§2. 

Das  Theorem  A)  hat  seinen  Ursprung  in  der  Unveränderlichkeit  der 
Discriminante  einer  Gleichung  zweiten  Grades  jeder  linearen  Transforma- 
tion gegeuüber,  also  wenn  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes  in  einem  Sy- 
steme cartesischer  Coordinaten ,  deren  Anfangspunkt  auf  der  Curve  liegt, 

io  der  Form 

Ay*  +  2  Bxy  +  Cx* +  2  Dy +  2  Ex  =  0 

gegeben  ist,  und  tv  den  Coordinatenwinkel  bezeichnet,  in  dem  Gesetze,  dass 
jede  Coordinaten-Transformation  das  Aggregat 

A£''-2BDE+CD* 
sin^w 
angestört  lässt,  vorausgesetzt,  dass  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  auf 
der  Curve  bleibt.  Ich  wiederhole  zunächst  den  geometrischen  Beweis  dieses 
Gesetzes,  weil  ich  die  dabei  auftretenden  Relationen  in  der  Folge  gebrauche 
und  mich  auf  irgend  eine  Form  derselben  berufen  mnss. 

Erstens  lässt  jede  Parallelverschiebung  mittels  der  Transformations- 

fonneln 

X  =  Xi+u,     y  =  y^+v 

die  Coefficienten  A^  B^  C  der  allgemeinen  Gleichung  unverändert  und  er- 
theih  den  anderen  die  Werthe 

I     D,=^Ayy  +  Bx,  +  D, 
^  \     E,  =  By,+  Cx,+E. 

Daraus  folgt 

AEt*'^2BJ)^Ei  +  CD*  =  {AE*--2BDE+CD*)  +  {AC-B')Fi, 
wo 

Fj  =  Ayi*  +  2  Bxt  y,  +  CXt*  -f-  2  Z>y,  +  2  Ex^. 

l0t  AC—E^  =  0,  so  bleibt  das  Aggregat  AE* —  2  BD^^  CD^  \xii- 
{•lodert  fdr  jede  ParaDelrerscbiebüng,  aber  im  Allgemeinen,  ^enn  AC— 1^ 


fl  Zar  RllgemoiDeo  Tbeoii«  der  KegelBchoitle- 

nlcht  =A  ist,  so  lange  F,  =  0,  A.  h.  dpr  Anraag»:pnnkt  der    Coordionteii 
x,!/i  auf  der  Cnrve  bleibt, 

ZireiteDS  ertbeill  eine  Winkclverschielimig  der  CoordinaleDBxi'n  mit- 
tels der  Tranfiformalioasformelii 

l  =  n,..  +  »„t,      S  =  ß,U  +  ß„V. 
WO  a, ,  ßj  die  RiclitiiogscompDaenteri  der  I.äagoueintieit  der  neuen  I/-Äxe, 
"ni  Ph  die  Rieb tiingscompniicn Ich  der  neuon  F-Axe  beKoicbaen,  den  Coeffi- 
cieaten  der  allgemeinen  Gleichnng  din  Werthe 

iA  =  .1ß'n  +  ^Btt„ß„  +C«',|,      C,  =  .1ß,'  +  -ZBa,ß,-i-Ca,', 
ll,  =  Aß,ß„  +  ß  (a,  ß„  +  ß, a„)  +  Ca,  «,. , 
ß,  =  Dß„-\'Ea„,      E,  =  Da,  +  Ea,. 
Also  ist 

^,  E,'~2B,D,E,+  C,D,^^{AE'  —  2BJ}E+  CD*)  (a^ (J,,  —  ß, a,,)'. 
Bringen  wir  damit  die  andere  Gleichheit  In  Verbiaduug: 

{"ißii  — /Siaii  )*«'"«'=/»  =  sin  Wi. 
wo  p  die  Enirernung  des  Pnnktes  a„  ß„  von  der  Gerndea 

oder  der  Sin.iBdea  Winkels  der  Ricblnnjien- (o,/J,)  («,,  |3„),  d.  h.  dos  Dciicn 
Courdinatenwinkirls  i',  iat,  so  eigicbt  (Jicb 

A,  E,'  —  2B,  D,  E,  +  Ci  ß,"  _  AE'  —  2BDE+C0* 
iin'm,  ~~  iiin'iv 

Interpreliren  wir  dieses  Gesetz  geometrisch.     Bekanntlicli  findet  man 
die  Länge  der  Abscbnilte,  welche  von  einer  Linie  zweiten  Grades  &uf  irgend 
einer  duri'b  den  Pnnkt  xi/  gezogenen  Secante  mit  den  Kichtungscomponen- 
ten  oß  benlimmt  werden,  unter  Einfülirnng  der  Abkfiiznngen 
P  =  Aß'  +  2Saß  +  Ca\ 
Q  =  {Ay+Bx  +  D)ß  +  (fiy  +  Cx  +  E)a, 
a  =  Aff'  +  2Bxi/  +  Cx^  +  2j)y  +  2  Ex-ifF 
aus  der  Gleicbuug 

Das  Qandrat  der  mittleren  Proportionalen  pj  zu  diesen  Abbclinittuu  ist 

und  wir  bemerken,  dass  das  Aggregat  Af  —  iBD  E-\-  CD'  die  Form  P  hat. 
Denken  wir  uns  also  einen  Kegplsuhnilt,  welcher  darch  den  AnTangs 
puukt  der  Coordlnatou  geht,  und  die  Axen  des  Coordinalensjatoois  znaam- 
uionfalleiid  mit  den  Seiten  ac  eines  der  Curve  eingeschriebenen  Dreiecks 
nbc,  so  ist  für  die  Richtnng  der  A'-Axe  (o):  «=1,  ß=Q,  und  für  die  KicU- 
tiing  der  7Axe  (c):  n^O,  ^^=1.  Folglicli  ^illd  die  Quadrate  der  mittleren 
Proportionalen  *u  den  Abschnitten,  welche  von  der  Cnrve  auf  zwei  dorch 
einen  beliebigen  Pnnkt  x  t/  pnrnllpl  zu  a  c  gezogenen  Sehuen  bestimmt 
weräBD : 
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Die  Richtangscomponenten  der  Seite  6,  welche  dem  Coordinatenwinkel  m 
gegenfiberliegt ,  sind  abfer 

WO  a  nnd  c  die  in  Coefficienten  der  allgemeinen  Oleicbnng  ausgedrückten 

Werthe  haben: 

E  D 

Also  ist  das  Quadrat  der  in  Bezug  auf  denselben  Punkt  xy  genommenen 
mittleren  Proportionale  zu  den  Abschnitten  einer  der  Seite  h  parallelen 
Sehne 

Hieraus  schliessen  wir 


AE?  —  2BDE+CD*  _  6« 

'  '  strrtv  (toOjc^stnrw 

und  wenn  a(^  b(^  C(^  R^  die  wie  oben  definirten  analogen  Elemente  für  ein 
zweites  dem  Kegelschnitt  eingeschriebenes  Dreieck  f  i  b^  c^  in  Bezug  auf 
einen  andern  Punkt  a:,^,  bezeichnen : 

ög ^0  ^0  ^''^  ^  *"*  *"  "üi  ^Oj  <^04  stn  w, 

Ziehen  wir  also  durch  ein  und  denselben  festen  Punkt  x^  y^  parallele 
Sehnen  zu  den  Seiten  a6c,  a, ^jC,  irgend  zweier  dem  Kegelschnitte  ein- 
geschriebenen Dreiecke,  nennen  die  mittleren  Proportionalen  flo^o^o»  ^V^o^ 
der  Abschnitte  dieser  Sehnen  die  Reductionsproportionalon  der  Sei- 
ten jener  Dreiecke  nnd  bezeichnen  die  für  jedes  Dreieck  festen  Verhält- 
nisse  der  Sinus  eines  seiner   Winkel  zur  gegenüberliegenden  Seite  mit 

=  k , =  Atj  ,  so  resultirt  der  Satz : 

a  a, 

All)  flo^O^O  •  ^  =  «Oi^Ox^Oi  •  ^i. 

Das  Verhältniss  aus  dem  Sinus  des  Winkels  irgend 
eines  einem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Dreiecks 
zur  gegenüberliegenden  Seite,  multiplicirt  mit  dem 
Product  au«  den  Reductionsproportionalon  der  Seiten 
des  Dreiecks,  ist  in  Bezug  auf  denselben  festen  Re- 
ductionspunkt  eine  constante  Grösse. 

Der  Satz  bleibt  unverändert,  wenn  eine  der  Seiten  des  Dreiecks  un- 
endlich klein  wird ,  also  das  Liniensjstem  in  eine  Sehne  -der  Curve  und  die 
Tangente  in  einen  ihrer  Endpunkte  Übergeht.  Nennen  wir  in  diesem  Falle 
die  der  Sehne  s  und  einer  zugehörigen  Tangente  i  entspTecVi^iid^ii  l^^di^i^* 
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tioDsproportioDalen  »,f,,  den  Winkel,  welcben  die  TangeDte  mit  der  Sehn) 
bildet,  m,  nnfl  aetzen  wieder  =*)  so  ist 

■    T.  j  7 

All«)  <o'^-*  — s*o,.'o,.ft,.    . 

Je  nachdem  mtui  im  einen  oder  andern  Falle  die  Liniensysleme  wühlt 
—  es  können  ein  Paar  Seiten  [Sehnen)  einander  gleich  bein  oder  ein  Paar 
Peripherie  -  (Tangeulea  -)  Winkel  in  ihren  Siuns  Qbereinstiin 
dem  entsprechend  nimait  der  Satz  natürlich  einTachere  Fori 
ich  aber  hier  anzuzeigen  nnlerlnsKe,  da  sie  mit  Leicbligki 
gemeinen  Oleiuhnngen  aufgefunden  werden  können. 

Ich  wiederhole,  das»  dieser  erste  Fall  des  allgemeinen  Theorems  A), 
anf  welchen  aher  alle  anderen  zurlickzuftiliren  sind,  derKelalion  a)  safolge 
nichts  Anderes  ist,  als  eine  genmeiriücbe  Interpretation  des  Gesetzes 


A]i:'  —  ißDE+  CD* 


Comf. 


Solche  Sätze,  wie  die  von  Carnol,  Pappus  üher  die  Chasles'sch» 
Transformation  des  letzteren  stoben  dazu  in  eecnndärer  Beziehung,  denn 
sie  lüsen  sich  darin  auf.  Wenn  z.  B-  I,  II,  III,  IV  die  Seiten  eines  einem 
Kegelschnitte  eingeschriebenen  Vierecks  sind,  die  Ecken  desselben  in  glei 
clier  Reibenfolge  njit  irgend  einem  Punkte  der  Cnrve  durch  die  Strahlen 
a,b,  c,d{a  nach  I,  II)  verbunden  werden,  und  I,  2,  3,  4  die  den  resp.  Sei- 
nkel  dieser  Strahlen  bedenten, 


te»  1, 

II, 

m, 

IV  seg. 

nübeiliegend 

n  Wi 

Dkel  i 

so  ist 

..'^■  = 

..^5 

11     ' 

» 

III,jin3 

,  IV„si«4 

'^      III       - 

Tv 

also  durcli  Mal 

i|,liCHtiu 

a  und  Unterdrücku 

Bd., 

r  gemeinschafilicben  Fac 
loren  auf  beiden  Seiten 

ir>il.g»i3_  l.lll     II.  IV 
sin2.J"i4~I„.III,'lI„.IV; 
Dies  ist  der  erste  Tbeil  des  Chasles'scben  Salzes,  und  zwar  mit  Erklll- 
rnng  der  geomelriscben  Bedeuliing  seiner  Oonscante. 

Ich  werde  apfitei  alle  hierher  gebürigen  Sätze  im  Zusammenhang  dar* 
stellen.   VorUnfig  halte  ich  in  der  weiteren  Entwickelung  des  Fundamental' 
tbeoremu,  weli-hes  ohne  eine  andere  Voraussetiung  am  Eingänge  aur  Lehra 
von  den  Kegelschnitten  stebl,  einrn  Augenblick  an,'  um  die  Verwcndun 
desselben  auf  einem  andern  Gebiete  zu  zeigen, 

§3. 
Wenn  drei  feste  Punkte  A,  B,  C  eines  Kegelscbnitlos  mit  zwei  helii 
big  gewühlten  anderen  Punkten  im  Umfange  der  Curvo  verbunden  werdet 
und  wir  denken  nns  xnei  Dreiecke  constniirt,  deren  Seiten  je  drei  zosan 
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mgtliSrigeo  8trti)ikn  dieser  projectivischeu  Strahlenbilachel  parallel  sind, 
iinn  «ollen  solche  Dreiecke  zwei  proj  ecti  viacbe  Dreiecke  in  Bezug 
■Bf  deo  gegebenen  KegeUcbuilt,  und  das  lÜeäem  eingescbricbeDo,  von  den 
DnnlucbaitlspnDkten  je  zweier  entsprecbendeo  Strahlen  der  projeclivi- 
itbcD  .Slrahlenbüsctiel  gebildete  Dreieck  ABC  soU' ein  Jenen  comple- 
BtDtilcas  Dreieck  genannt  werden. 

Snta    1.     In    projee  ti  viacben    oder   compleai  entitren 

Dreiecken    sind    die    Verbältoiase  je    zweier    entsprr- 

ebenden  reducirten  Seiten  einander  gleich. 

Beweis.     Werden   die   Seiten    zweier   proj  ecti  viscben    Dreiecke  mit 

t,h,(i,o„b„e,,,    die  Seiten  des  ihnen  complcroenfireD  Dreiecks  mit  abc 

Md  Jie  resp.  gegenüber!  legen  den  Winkel  mit  o,ß,y,,  «(i('ii)'iii  "ßy  be- 

KichnM,  und  zwar  sa,  dnss  die  je  zwei  entsprechenden  Seiten  n,,  a,,  der 

projecti vischen  Dreiecke  pnrallen  Strahlen  sich  in  der  der  Seite  a  des  coro* 

pleiuttDtiren  Dreiecks  gegenüberliegenden  Ecke  darchschneiden,  dann  ist 

uehAII) 

«0,  C(^  sin  ß,  =  a„  c,,  sin  ß  =  no„  Co,,  sin  ß, , ,' 

ao,bo,  iin  y,  =  Og b^  iitt y  =  "n,/!!,,  sin  y„  , 
'•Itoiodem  wir  je  zwei  dieser  Gleichungen  dnrch  einander  dividiren  und  an 
des  SinnaverhaitnUaeij  der  Winkel  dns  VerhSItnias  der  gegenüber- 
tt^den  Seilen  seuoii: 

u«, '  to, '  Cfl,      ao'öo  Co      Oo,i    ^1    fo,, 

Datine  ziehen  wir  auch  den  Schluss,  dass  die  FlÄohen  proj  ecti  vi  8  eher 

äer  coiDpleinenlärer  Dreiecke  eich  zu  einander  verhallen  wie  die  reducir- 

Ud  Quadrate  irgend  zweier  entsprechenden  Seilen.    Natürlich  können  nach 

der  theo  angegebenen  Definition  zwei  ganz  beliebige  Dreiecke  alet.s  zu  pro- 

jectivitcben  oder  coinplementSren  In  Bezug  auf  eini>n  Kegchchnitt  gemacht 

videa.    Denn  n'enn  die  Seiten  zweier  Dreiecke  in  irgend  einer  Ueihen- 

ialg«  mit  ir,h,e,,  "nl'uCn  bezeichnet  werden,   und  mnn  zieht  durch  awei 

»aiVlItlicb  gewählte  Punkte  A1,IH„  parallele  Strahlen  s«, s*,  c^, ,  »«^ »a,, s,,,  zu 

du  Seilen  dieser  Dreiecke,  so  bestimmen  die  Durchscliuittepunkle  ABC 

Je  «»(irr  enlsprechenden  Strahlen  «a,*B.,,  «*,*»„.  *r,'c„  '"i'  den  Miltclpunk- 

iBn  Jr,.V„    der  beiden  Sirahlenbilscbel  einen  Kegehchnitl,  in  Bezug  anf 

ilchfD  die  gegebenen  Dreiecke  pmjectivisch  sind. 

litt  Batst  I   bleibt  angeUndert,  falls  irgend  zwei  Strahlen  projectivi- 

Khtt  Strahlen bllschel  parallel  werden  oder  ein  Strahl  mit  der  Tnngente  im 

jfiltelpankle  de»  betreffenden  Uüschcls  zusamnienfüllt,  oder  ein  Strnhlou- 

>dei  die  Ecke  dos  complemontüren  Dreiecks  zum  Mittelpunkte  hat,  d.  b. 

SUahlen  mit  don  in  dieser  Ecke  sich  durchschneidenden  Seiten  zu- 

wjthrcnd  der  dritte  zur  Tangente  an  der  Cnrve  in  derselben 

Jedes  einem  Kegelschnitte  eiogesohriebeno  DvoifttVi  \a\.  a\%a 
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insbesondere  complementär  za  allen  Dreiecken,  deren  Seiten  je  ewei  Seiten 
des  gegebenen  Dreiecks  und  der  Tangentö  in  der  zagehörigen  Ecke  pa- 
rallel sind.  Letztere  Dreiecke  sind  dann  unter  sich  projectiviscti.  In  einem 
gewöbniichen  recbtwinkligeu  Dreieck  sind  nacb  dieser  Definition  die  dnrch 
die  Höhe  abgescbnittenen  Dreiecke  unter  sieb  projectivigcb  io  Bctug  «nf 
deu  iitDscbriebencn  Kreis,  aber  jedes  complementär  dem  Ganzen. 

Satz  2.  Die  algebraiscbe  Somme  der  reducirten 
Prodncte  aos  den  Strablen  eines  einem  Kegelschnitte 
eingeGcbriebenen    Strahlenbiiachels     in     die    entspre- 

jccli  viscben  oder  complem  enlären  Dreiecks  ist  con- 
slant  gleich  Null. 
Beweis.  Man  verbinde  die  Ecken  eines  Sebnondreiecks  ABC  mit 
awci  willkürlichen  Funkten  M,JV„  im  Umfange  der  Curve  durch  die  reap. 
zusammengehörigen  Strnblen  s^^s^^s^^,  Sa„fii„5c„  nnd  construire  zwei  Drei- 
ecke .^,  £,  C, ,  ^„i7„  <;„,  deren  Scit«-n  diesen  Strahlen  parallel  sind,  so  tat 
irgend  eines  der  Dreiecke,  z.  B.  a,  b,  c,,  dem  parallelen  StrahlenbOscbel 
■*•,"»,*(,  zugeordnet,  dem  «ndern  Dreieck  a„b,iC„  proj  ecti  visch,  and 
das  gegebene,  dessen  Ecken  auf  der  Curve  liegen  nnd  dessen  Seiten  abc 
sein  sollen,  beiden  complementär.  Ziehen  wir  nun  durch  eine  Ecke  ^, 
des  Dreiecks  J,B,Ci  znr  Miltelpunktslangente  des  conjugirten  Strahlen- 
büHchels  So,**  *c,  eine  Farallelo,  welche  die  gegenüberliegende  Seite  «,  in) 
Punkte  D,  entweder  innerlich  oder  äusserlicb  in  die  Abschnitte  B,  D,  und 
C,D,  theilt,  so  ist 

A-**,  C compl.  AA,B,0,,     A -J ai,  B  compl.  A  A^  C,  Z», , 

B,  [>,  .  Sa,      Ci .  *,,        C,  B,  .  s„,      6,  .  s'i, 

Co,'  C(i,'  üo,'  *o,' 

Diese  Gti'ichuagon  sind  zu  addircn  oder  zu  snbtvahiren.  je  nachdem  die 

'l'heihing  eine  innerliche  oder  änseerliche  war,  nnd  dann  crgiebt  sich 

Die  Vorzeichen  der  einzelnen  Prodncte  sind  ganz  allgemein  dadurch 
zu  bestimmen,  dass  wir  uns  die  Seiten  des  Dreiecks  in  irgend  einem  steti- 
gen Zuge  und  die  Strahlen  des  parallelon  Büschels  jeden  in  der  Hichlung 
vom  Mittelpaukte  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  Curve  dnrchlaufen  denken. 
Alsdann  ist  denjenigen  Producten,  deren  so  delinirtc  Factoren  gleich- 
gerichtet sind,  ein  positives,  den  mit  eatgcg.engesetzt  gerichteten 
Factoren  ein  negatives  Vorzeichen  zn  erlheilen  und  die  entstandene  al- 
gebraische Summe  =^0  zd  setzen. 

Weiter  ist  das  Dreieck  a,  ft,  c,  dem  Dreieck  n,,  b„  r„  projectivisch, 
daher  vorhält  sich  nach  Satz  1 
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nnd  wenn  wir  nun  in  a)  die  Verhältnisse  mit  dem  Index  (1)  durch  die  mit 
dem  Index  (11)  ersetzen,  so  geht  jene  Gleichung  über  in 

b)  r -. r~^^ • 

«Ou-^O»        t^Ou'OO»        ^Oa'^Oi 

Drittens  ist  auch  das  Dreieck  abc  complementSr  dem  Dreieck  a|&|Ci, 

daher  verhält  sich 

a«     &i     Ci       abc 

• •      .     ___  •  __  •  ^ 

and  dem  entsprechend  transformirt ,  wird  die  Gleichung  a) 

Dies  ist  der  für  alle  Kegelschnitte  erweiterte  ptolemäische  Lehrsatz, 
welcher  aber  auch  in  dieser  Gestalt  wiederum  einer  Verallgemeinerung 
Hibig  ist 

Eis  seien  zwei  beliebige  Systeme  cartesischer  Coordinaten  XT,  UV  und 
ein  Kegelschnitt  gegeben.  Das  den  Coordinaten  xy^  uv  eines  Punktes  P 
parallele  Strahlenbüschel  M^  s^^SySySp  bestimmt  im  Umfange  der  Curve  ein 
Viereck  JICFÜF  mit  den  Seiten  ÄV=^a,  yV=b,  Xü=d,  ¥ü==e\ind  den 
Diagonalen  ÜV=:c^  ÄY^f.  Je  drei  aus  irgend  einer  Ecke  dieses  Vier- 
ecks, z.  B.  r,  nach  den  anderen  Ecken  XYÜ  gezogenen  Strahlen  sollen  die 
den  resp.  Coordinaten  xyu  entsprechenden  Strahlen  des  com- 
plementären  Vierecks  genannt  werden.    Dann  gilt  der  Satz: 

Satz  3.     Die    algebraische    Summe    der   reducirton 
Producte    aus    je    drei    Coordinaten    eines    Punktes    in 
Bezug  auf  zwei   beliebige  Coordinatensysteme,  multi- 
plicirt  mit  den  entsprechenden  Strahlen  des  comple- 
mentären  Vierecks  ist  constant  gleich  Null. 
.    Beweis.   Nennen  wir  den  gemeinsamen  Anfangspunkt  beider  Coordi- 
natensysteme A^  die  Durchschnittspunkte  der  Coordinate  y  mit  den  Axen 
A'  ü  resp.  B  E^    die  Durchschnittnpunkte  der  v   Coordinate  mit  denselben 
Axen  resp.  DCy  dann  finden,   indem  wir  zur  Abkürzung  jede  Reduction 
einer  Strecke  durch  den  Index  (r)  andeuten,  die  Proportionen  statt: 

^ACDcomi^X.AXüV,     ABD Pcom^l  AXVV, 

ADr  _Ur__CDr  BDr_yr^BPr 

Cr     ^ar'^    dr    '  br     ~'  ar^     fr     ^ 

AABEcom^^lAÄYV^     AC EP compl  AYÜV, 

^^_^__BEr  CEr  _Vr  _EPr 

fr  ^r  dr     '  br  Cr  Cr 

Darch  passende  Combination  dieser  Proportionen  ergeben  sich  die  Gleich- 
ungen 
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rf„V< 


+„-■£^=7 


und  dnrln  liegt  der  Sats.    Die  Be Stimmung  der  Vurzeicben  ist  wie  o 
Mau  durchläuft  das  Dreieck  der    drei  betreffenden  Coordinalenriclitungen* 
iu  einem  stetigen  Zuge,  vergleicht  mit  der  Hicblnng  der  pRrallelen  Strahten] 
und  übirträgt  deren  Vorzeichen  auf  die  entsprechenden  Strahlen  des  c 
plementSren  Vierecks. 

Je  nachdem  der  Punkt  P  auf  einer  der  Äxen  t/FAT  gewählt  wird, 
gehen  die  Gleichungen  3)  einzeln  in  2c}  iiber._ 

Nimmt  man  zum  Mittelpunkte  M  des  irgend  drei  Coordinatea  xyv 
rallolen  Strahlenbüschels  s,  Sj  *„  den  Berührungspunkt  einer  der  viertelt^ 
Coordinate  v  parallelcü  Tangente  an  dit  Carve ,  so  fallen  die  entsprecl 
den  Strahlen  des  complemenlären  Vierecks  abc  mit  SxS^s,  zusammen  und  | 


1  +  - 


Weun  also  die  Coordinaten  x^y^  irgend  eines  Punktes  einer  Geraden 
in  einem  beliebigen  Coordinatensysteme  XV  oder  desf^en  Entfernung  p  yam 
Anfangspnnkte  dieser  Coordinaten  bekannt  sind,  nnd  man  zieht  durch 
einen  Punkt  M  im  Umfange  eines  Kegelschniltes  sowohl  zu  den  Coordina- 
tenaxen  XY,  wie  zu  p  und  der  Richtung  der  Geraden  parallele  Strahlen,  so 
entsprechen  den  drei  ersten  Richtungen  die  von  der  vierten  Ecke  V  des 
complemenlüren  Vierecks  auslaufenden  Strahlen  abc  und  es  erfüllen  die 
zusammen  geh  ürigen  Coordinaten  xy  aller  Punkte  der  gegebenen  Geraden 
die  Gleichung 


falls  der  Pnnkl  M  beliebig  i 
sie  erfüllen  die  Gleichung 


Umfange  der  Cnrve  gewählt  ' 
nx      hii      cp 


wenn  jener  Punkt  in  den  Berührungspunkt  piner  der  gegebenen  Geraden- 
parallelen  Tangente  Rillt. 

Auch  die  Formen  a)  und  b)  des  Satzes  2  lassen  sich  erweitern,  nur  in 
anderer  Weise.  Dofinirffn  wir  aSmlich  projecti vische  JV-Ecke  aU 
solche  ^-Ecke,  welche  sich  von  einem  Punkte  aus  in  projectivischo  Drei- 
ecke Kerlegen  lassen,  dann  ist  leicht  zu  erweisen,  dass  für  projectivlsche 
iV-Ecke  die  den  obigen  durchaus  analogen  SSIze  gelten. 

Satz  4.  In  projecti  vischen  iV-Ecken  sind  die  Vor- 
haltnisse Je  zweier  cnti^prechendeu  rcdiicirten  Seiten 
einander  gleich. 
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Satz  5.  Die  Flächen  projectivischer  iV-Ecke  ver- 
halten sich  zu  einander  wie  die  redncirten  Quadrate 
irgend  zweier  entsprechenden  redncirten  Seiten. 

Satz  6.  Die  algebraische  Summe  der  redncirten 
Prodncte  aus  den  Strahlen  eines  einem  Kegelschnitte 
eingeschriebenen  n-strahligen  Büschels  in  die  ent- 
sprechenden Seiten  eines  zugeordneten  oder  diesem 
projectivischen  iV-Ecks  ist  constant  gleich  Null. 

In  diesem  Falle  sind  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Prodncte  wieder  in 
der  mehrfach  definirten  Art  zu  bestimmen,  dass  die  Seiten  des  iV-Ecks  in 
einem  stetigen  Znge  durchlaufen  und  ihre  Richtungen  mit  den  Richtungen 
der  parallele^  Strahlen  des  zugeordneten  Büschels  verglichen  werden.  Die 
allgemeinste  Form  des  betreffenden  Satzes  ist  hiernach 

.  a  .  Sa  ,h  .  St      c  .  $e  n  .Sn      . 

**o  ''O  *'0  ''o 

Und  wenn  n  Punkte  eines  Kegelschnittes  ABCD ,,.  N mit  einem  beliebigen 

(ii-{-iy^°  S  verbunden   werden,  und  man  construirt  ein  diesem  Strahlen- 

bfischel  SaS^Sc'-'Sn  zugeordnetes  iV-Eck  abc^n,  so  erfüllen  die  durch 

dieselben  Punkte  ABC.N  bestimmten  Strahlen  XaXiXe*»*Xn  eines  bo- 

liebigen  andern  Punktes  X  auf  der  Curve  stets  die  Gleichung 

a     Xa  .  b     xit       c     Xc  n     a?„ 

D)  — . rT» 1 — • — "!"•••""•  —  =ü. 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  ein  Dreieck ,  dessen  Hypotenuse  c  die 
Richtung  eines  Durchmessers  einer  Ellipse,  resp.  Hyperbel  hat  und  dessen 
Katbeten  a,  b  irgend  zwei  Sehnen  parallel  sind,  welche  einen  Punkt  im  Um- 
fange der  Curve  mit  den  Endpunkten  jenes  Durchmessers  verbinden,  als 
ein  elliptisches,  resp.  hyperbolisches  Dreieck,  hingegen  ein  Drei- 
eck, dessen  Hypotenuse  c  die  Richtung  des  Durchmessers  einer  Parabel 
hat,  während  seine  Katheten  a,  b  ganz  beliebig  gerichtet  sind,  als  ein  pa- 
rabolisches Dreieck.  Dann  iHsst  sich  ebenso,  wie  für  das  rechtwinklige 
Dreieck  mittels  ähnlichen,  so  für  das  elliptische;  resp.  hyperbolische  durch 
complemectäre  Dreiecke  der  dem  pythagoräischen  analoge  Satz  erweisen : 

2!  4-  ^^sL 

"0  '^O         *'0 

welcher  für  das  parabolische  Dreieck  in  die  weiter  unten  erklärte  Gleichung 

l  —  L 

tibergeht.  Construiren*  wir  also  über  den  Seiten  eines  elliptischen,  hyper- 
bolischen oder  parabolischen  Dreiecks  projectivische  iV-Ecke  in  entspre- 
chender Lage  (in  Bezug  auf  die  Parabel  als  Reductionscurve  verschwindet 
daa  N'Eck  über  der  Hypotenuse) ,  so  ist  nach  Satz  5: 
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a)  für  diiB  elliptische  Dreieck:  die  Summe  der  ^-Ecke  über 
den  Katheten  gleich  dem  A'-Eck  über  derHypotennsc; 
]V.  +  Ni  =  Nc; 

ß)  fSr  das  hyperboliscbe  Dreieck:  die  Differenz  der  fl-Etke 
über  den  Katheten  gleich  dem  N-Eck  über  dar  Hypo- 
tenuse: 

y)  far  das  parabolische  Dreieck:  das  iV-Eck  über  der  einen 
Katbete  gleich  dem  JV-Eck  Über  der  andern: 

^.  =  ;f^. 

Endlich  will  ich  noch  bemerken,  dass  alle  in  diesem  Paragraphen  vor- 
genommenen Roducrionen  von  Slrecken  auch  durch  Normalen,  oder  die 
dritten  Wiirseln  ans  den  betreffenden  Parametoru  bewerkstelligt  werden 
kennen  ,  worauf  ich  später  zuriickkomue. 

Ich  gebe  nach  dieser  Abschweifung  in  der  Enlwickeinng  des  Haopt^ 
theorems  A)  weiter  und  unterwerfe  zu  dem  Zwecke  die  Grundgleicbung  o) 
do>i  S2  einer  ausführlichen  Discussion.  Um  festzuslellen ,  welche  Bedeu- 
tung die  Grösse 

1  h     <■     k=  R'''.»inni 

°>  ""'    "'    "'         ■2{Af  —  -i  Bß£+CD'y 

welche  nur  vou  der  Lage  des  Rndnctionspunktes  abhängt,  für  den  betref- 
fenden Kegolschuitt  hat,  führe  man  an  Stelle  von  H  seinen  Werlh  nach  3\ 
S2,  ein  und  setze  das  Aggregat 

i.4E'  —  2ßDF.+  CD')'i 

so  ist  in  Uezng  auf  eine  ganz  beliebige  Hilfsrichlung  q{oß)  immer 

Wenn  nun  insbesondere  eine  Seite  a  des  dem  Kegelschnitte  ein- 
geschriebenen Dreiecks  der  gegebenen  Uitfsricbtnng  ^  parallel  wird,  und 
wir  verlegen  den  Redactionspunkt  in  den  Mittelpunkt  einer  der  anderen 
Seiten  b,  so  gebt  diese  Gleichung,  indem  wir  den  Winkel  der  dritten  Seite  c 
mit  der  Uilfsrichlnng  <p  nennen,  iiber  in 

c„  «in  qt 

Diese  Relation  bleibt  onvorSodert,  wenn  die  der  Richtung  f  parallele  Sebno 

zur  Tangeute  wird  nnd  wir  den  Rediiclionspunkt  in  den  Mittelpankt  einer 

beliebigea,   darcb   deren   Berührungspunkt   gezogenen  Sehne   c  verlegen, 

welche  mit  der  Tstigeatei  den  Winkel  <p  bildet.    Nenne»  *»  vs  dsa  i-iuir 


bcstinmien  Ricbtnng  e(o(3)  eBlsprcchenden  ParRmeter  dee  Kcgelsclioit- 
tM,  m  kann  ein  solcher  ParoiDCler  nach  j-)  georactriscli  consiruirt  werden. 
Wühlen  wir  aUo  den  allg<>ineiDen  Keductioaspankt  im  Miltelptiuktß  einer 
SeÜKe  der  Cnrve  von  dieser  Grösse  und  Richtung,  so  wird  2e„=Pf,  und 
die  Gleichnng  l)  geht  über  in 

9 

F  Kot  Aaffin'lacg  der   so  ilefinirteo  ReductioDüpuoktc  aber  idüsscd  wir  die 
pttelpuukt^cuiven   von   denen,   deren  Mittelpunkt  im  Unendlidien  liegt, 

Wird  im  ersten  Falle  die  beliebige  Sehne,  in  deren  Halblrnngspunkt 

r  den  Bedactionspankt  verlegten,  ein  Durchmesser,  so  geben  die  Reduc- 

lonsproporliaualen  der  Seiten  jedes  Über  ihm  bescbiiebenen  Dreiecks,  ins- 

Miondere  desjenigen,  dessen  Seite  das  unendlich  kleine  geradlinige  Ele- 

neot  ist,  welches  die  Tangente   im  Endpunkte  des  Durchmessers  mit  der 

Cnrve    gemein    hat,    in   conjngirte   Ualhmesser  des   Kegelxchnittes   über. 

1      Neooen  wir  also  den  Winkel,  welchen  p^  mit  seinem  coujugirten  Ualbmea- 

Fr  «,  bildet,  t.  so  ist 


Pe- 


Nbd  mnss  aber  der  Mittelpunkt  der  dem  Halbmesser  fu  parallelen  Pa- 
rametersehne pfi  auf  a,  liegen,  folglich  haben  wir  auch  nach  3),  $2,  die 


Cj,«'. 


I      Glvicbnog 

^^benn    V|0|i    die  Abschnitte   bezeichnen,   in   welche   der  Durchmesser  2ff„ 

^^Borch  die  Paramelersehne  getbeilt  wird.     Zur  Bestimmung  der  Lage  des 

Mttlelponktes  dieser  Sehne  anf  ihrem  eonjugirten  Durchmesser  ergieht  sich 

also  durch  Combination  beider  Oloicbangen  die  Constrnctionsformel 


Ihrmd  die  Ginzelwertbe  derselben  Abschnitte  für  die 

Ellipse;  Hyperbel: 


^^■bd.    Oareacb  kßnnen  die  in  2)  gerordertcn  Rcductiouspui 

^^Bcbige  Kiditnng  ^  geometrisch  gcrunden  werden. 

^H  Per  ItlT  den  Parameter  p^  in  eonjugirten  Halbmessein  der  Curve  und 

dem  Sions  ihres  Winkels  gegebene  Ausdruck  S)  ist  einer  Umformung  fähig. 

Verlegen  i^ir  nämlich  den  Reduclionspunkt  in  den  Mittelpunkt  der  tSeite  a 
^einr«  LeIieUgrn ,  rinem  Kegelschnitt  eingeschriebenen  Dt eiecks  «6c,  flo  ist 


tj/';- 


-y7: 


-  +  '. 

inkto  für  eine  be- 
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eine  Tür  dieselbe  Seline  a  conatante  Grösse,  yia  man  den  Scheitel  dee  ge- 
genäberliegenden  Perl pheriewinlf eis  a  im  Umfange  der  Curve  auch  ifiiblen 
mAg.  Geht  aber  die  Sehne  in  einen  Darchmesser  über,  so  ist  für  den  Mittel- 
pankt  als  KeductioDspunkl  dasselhi^  Frodnct  eine  abaolnt  couBtante  GrGese, 
weil  jeder  DurchmeGeer  in  diesem  Mittelpunkte  halbirt  wird,  und  man  kann 
sie  gleich  dorn  Prodncle  der  beiden,  anf  piuaoder  senkrechten  conjugirten 
Halbaxen  der  Curve  seticen: 

Darnach  ist 

Wenn  wir  also  den  allgemeinen  Reductionspankt  in  den  Mittelpnnk 
des  Kegelschnittes  verlegen,  so  ist  nach  2)  immer 

3)  =.l.c.-»-y. 

Ferner  wird,  je  nachdem  n^  den  Werth  b  oder  den  Wcrth  a  annimmt 

b'  a' 

n  =  2-^,     P.-2-. 

Der  dem  sogenannten  UauptpaTameter  pi  =  p  entsprechende,  in  3)  ge- 
forderte Reductionspnnkt  ist  einer  der  Brennpunkte  der  Curve,  nnd 
findet  die  Grösse  des  einer  beliehigen  andern  Richtung  p  entsprechendes 
Parameters  ans  dem  Hauptparameter  durch  die  Gleichung 

r  Richtung  q  conjugirten  Halbmesser  und  f  den  CoQi 


jugatiu 


inkel  bezeichnet. 


Für  die  Ellipse  geben  pa  nnd  Pi  gleichzeitig  deu  grossten  nnd  kleii 
stcn  Werth  des  Parameters  pg  an;  dagegen  wird  bei  der  Hyperbel  pg^=a 
wenn  g  die  Richtung  einer  Asymptote  hat,  also  seine  Componeoten  aß  der 
Bcd'mgoxte.4ß^  +  ^Baß  +  Ca'=0  Genüge  leisten.  In  diesem  Falle  sind  di« 
unendlich  entfernten  Funkle  der  Curve  die  geforderten  Reductionspunkte 
Andererseits    werden    für    die    Ellipse    diese   Keductionspnnkte    imaginSr, 

wenn  e^<.    .--  ist  nnd  dem  Parameter  der  Richtnng  g  aach  keine  reell«^ 

Faramete'rsehne  entspricht.    Alsdann  müNsen  aber  immer  die  der  conjugir- 
ten Richtung  a  entsprechenden  Reductionspunkle  reell  sein. 

Bei  der  Hyperbel  sind  natürlich  die  den  imaginären  Durchmessern  der 
Hauptcurve  entsprechenden  I'arametersehnen,  also  auch  die  zngehörigea« 
Rednctionspunkte  in  der  conjngirten  Curve  zu  suchen.  Für  diese  giebt  es 
auch  ausser  dem  Mittelpunkte  noch  vier  andere  RednciionspunLte,  in 
zug  auf  welche  die  Gleichung  gilt: 
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Wenn  uämlich  Oq—  — t^  wird,  so  muss  auch 

stne 

sein.  In  B^zug  anf  die  Ellipse  liefert  dies  kein  nencs  Resultat,  weil  als- 
dann <r,  =  ao3=(r,,  ist,  d.h.  der  Reductionspunkt  in  don  Mittelpunkt  der 
Curve  fällt.    Aber  für  die  Hyperbel  ergiebt  sich 

Beschreiben  wir  also  mit  der  mittleren  Proportionale  der  beiden  Ualb- 
axen  aus  dem  Centrum  der  Hyperbel  einen  Kreis,  so  geben  die  den  Dnrch- 
schnittspunkten  mit  der  Cnrve  entsprechenden  Radien  des  Kreises  gleich- 
seitig die  Grösse  der  ihren  Richtungen  entsprechenden  halben  Parameter 
an,  und  die  vier  gesuchten  Reductionspunkte  liegen  auf  den  conjugirten 
Darchmessern  dieser  Radien  so,  dass  sie  dieselben  äusserlich  im  Verhältniss 

Ton  (J^  +  1)  :  (y^— 1)  theilen.  Wird  die  Hauptcurve  von  der  mittleren 
Proportionale  nicht  geschnitten ,  so  gilt  dasselbe  für  die  conjugirte  Curve. 
Bei  der  Ellipse  trennen  die  wie  oben  gefundenen  Halbmesser  die  Rich- 
tungen mit  reellen  von  denen  mit  imaginären  Reductionspunkten.  Wenn 
die  Ellipse  in  einen  Kreis  übergeht,  so  muss  für  jede  Richtung  von  q 
p^  =  p^  sein,  und  wenn  die  Hyperbel  eine  gleichseitige  wird,  so  fallen  die 
▼ier  charakteristischen  Rednctionspunkte  zu  je  zweien  entweder  mit  den 
Brennpunkten  der  conjugirten  oder  der  Hauptcurve  zusammen. 

Ich  will  noch  hinzufügen,  dass  die  Bedingung  -^  =  ^0,  weil  für  den 

Mittelpunkt  als  Reductionspunkt 

iat,  nach  3),  $2,  und  d),  S4,  dann  erfüllt  wird,  wenn 

^    '^  ^  '  svvrv 

also   das  Quadrat  des  Polynoms  der  Componenten  von  q  gleich  der  In- 
▼ariante  der  allgemeinen  Gleichung  ist. 

Im  Grenzfalle,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  ins  Unendliche 
rückt,  können  wir  allerdings  diesen  Mittelpunkt  nicht  als  Reductionspunkt 
benutzen;  jedoch  bleibt  die  Bestimmung  von  p^  eine  durchaus  analoge. 
Denken  wir  uns  dann  die  Gleichung  der  Curve  auf  ein  Coordinatensystem 
transformirt,  dessen  X-Axe  ein  Durchmesser  ist ,  so  muss  in  der  transfor- 
mirten  Gleichung  der  Coefficient  von  j?'  und  wegen  AC — ß*  =  0  auch  B 
verschwinden.  Bezeichnen  wir  also  wieder  die  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Punkt  genommene  Reductionsproportionale  einer  beliebigen  RlcVilww^  q  m\\. 
^,  und  den  endJicben  Abacbültt,  welcher  von  der  Curve  auf  em^xa.  Ölmx<A\ 

Z^tßdM/t  f,  ßUthewsiiä  a.  PhygJk,  Will,  l,  c^ 
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denselben  Reductionspunkt  gezogenen  Dnrclmeaser  bcslimcnt  wird,  mit 
so  wird  für  ein  dernrtigas  CoordinateDs^slem 

nnd    wenn    t    dou    Winkel    bezeichnet,    welcben   p    mit  ff  bildet,    wrgi 


'  "         {.4  ß'Y'f  sin  m         A  sia'  t       a  sin  t ' 

Bringen  wir  mit  dieser  Gleichung,  weiche  den  einer  beliebigen  Hilfsrid 
lang  Q  entsprechenden  Ptirameter  pg  geometrisch  bestimmen  lehrt,  nach  j 
die  nnilerc: 

Qo'         " 
in  Verbindung,  wo  a,  den  endlichen  Abschnitt  eines  durch  den  Mitlelpaa] 
der  I'nramelersehne  p^  geztJgeueu  Dnrchmessera  bezeichnet,  so  resnltirt  si 
geometrischen  Constmction  dieses  Mitielpunktea  die  Formel 

c)  4öö,  =    .  ,  . 

Ana  derselben  Gleichung  J)  erkennen  wir  noch,  dass 

für  jeden  Reductionspunkt  R  und  jode  Kichiung  q  einen  absolnt  constant^ 
Werth  hat,  weil  zufolge  der  Relationen  1,2,  S  2,  bei  jeder  Coordinatea 
transformation,  welche  die  Richtung  der  S-Axe  ungeSndert  lässl,  auch 

und     .  ,-   nnverSndert  bleiben.     Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Cob- 

stanten  crgiebl  sich  ans  derselben  Gleichung.  Sie  ist  der  einer  Senkrechten;: 
züT  Hniiptiichlung  ents|)rPchende  Farameler  der  Curve,  weil  für  eine  nolcbtt 
Sitlilnng  sin  i  =  1  wird.  Bezeichnen  wir  wieder  diesen  Haupiparameter  mit 
p  und  nennen  die  Reductionsproporlionale  einer  Senkrechten  zur  HanptaU 
in  Bezug  auf  dou  allgemeinen  Reductionspunkt  p„.  so  ist 

e)  So  S'"  £  =  ;»o  =  (//>. ö  =  Po,  Sin  t, 

eine  für  denselben  Reductionspunkt  constnnte  GrösBe.  Wenn  man  a 
diesem  Pnnkle  auf  beliebigen  Richtungen  Senkrechte  von  der  Grösse  ihr^ 
Rednclionsproportionalen  errichtet,  so  liegen  die  Kndpnnkte  aller  dies«% 
Redncliunsproportionalen  auf  einer  -Senkrechten  zar  Hanptsxe,  welche  tom 
Rednctionspnnkte  den  angegebenen  Abstand  hat.  Darin  liegt  nun  auch  du 
in  S  3  benutzte  Satx  vom  parabolischen  Dreieck.  Denn  wenn  g,  «,  die  Seiten 
eines  Dreieck«  sind ,  dessen  Grundlinie  die  Richtung  des  Durchmesaera 
einer  Favabei  hat,  und  f,  t,  deren  resp.  Winkel  mi(  dieser  Richtung  bedea- 
/ea,  an  geUeo  die  Oleichntig.'ii 
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■^Wm^^^V 


Q  sin  s  =  Qi  stn  f , , 

^0  sin  B  =  ^oi  *«"  «1 » 
woraos  folgt 

Die  Formel  y  darch  welche  man  den  einer  beliebigen  Richtung  q  ent- 
sprechenden Parameter/?^  aus  dem  Hauptparameter  findet: 

^      sirr  B 
weicht  darum  von  der  bekannten  ab,  weil  man  bisher  mit  —  =  pmSins  den 

0 

Ptrameter  desjenigen  Durchmessera  6  bezeichnete,  welcher  mit  seiner  con- 
jofirten  Richtung  den  Winkel  £  bildet.  Ich  glaube  aber,  es  ist  durch  die 
illgemeine  Bedeutung  des  Aggregats  ß)  hinreichend  begründet,  wenn  wir 
diese  Bezeichnung  fallen  lassen  und  vielmehr 

<••'  -p 


a  sine 

den  einer   gegebenen  Richtung   9(«|3)   entsprechenden  Para- 
meter nennen. 

Der  Werth,  welchen  ein  so  definirter  Parameter  der  Parabel  mit  den 
Sichtnngscomponenten  a ,  |3  in  einem  ganz  beliebigen  Coordinatensystem  an- 
nimmt, ist,  indem  )/^  =  a,  y C'=^c  gesetzt  wird,  nach  ß) 

_  aE—cD 

^         (aß-\-cay  sinw' 

Ich  verfolge  diesen  Gegenstand  hier  nicht  weiter,  sondern  wende  mich 
DBB  cor  Ableitung  der  anderen  Formen  desselben  Theoremes  A). 

§5. 

Ans  der  ersten  Form  des  Theorems  All)  ergiebt  sich,  dass  die  Sinus 
irgend  zweier  Peripheriewinkel  Über  derselben  Sehne  eines  Kegelschnittes 
rieb  umgekehrt  zu  einander  verhalten,  wie  die  Producte  aus  den  Reductions- 
proportionalen  ihrer  Schenkel : 

a)  b^  Cq  sin  a  =  ^Oi  ^(h  *"*  <*i  • 

Hieraas  schliessen  wir  weiter,  dass,  wenn  man  den  Mittelpunkt  der  Curve 
tb  Reductionspunkt  wählt  und  durch  diesen  Punkt  zu  zwei  Paar  conjugir- 
ten  Richtungen  des  Kegelschnittes  parallele  Halbmesser  zieht,  so  ist  das 
Dreieck,  welches  durch  irgend  zwei  dieser  Halbmesser  bestimmt  wird, 
gleich  dem  Dreieck  unter  den  beiden  anderen.  Wenn  also  a^b^  und  CgCfo 
irgend  zwei  Paar  conjugirte  Halbmesser  einer  Centralcurve  sind,  so  ist 
nicht  nur  ,     .  ,    . 

voi,  f,  die  resp.  Conjugationswiakel  bedeuten,  sondern  auc\i 


Zar  ftllge meinen  Theorie  der  Kegelschnitte. 


b) 


=  a^iln  s 


f  Of^Ca  sin  ip  =:  l/fjägSinlf),  , 
wo  93,  q>, ,  i^,  ^1  immer  die  von  ilen  betreffeüden  Hnlbmeiisern,  mit  deren  Pra*| 
ducl  iiircSiiiQs  muItipUcirl  ersclieinen,  eingeschlossenen  Winkel  beacichnea: 
Uieruach  findet  man  die  Länge  dei'  Normnle  q^  irgend  eines  PQnktes  G 
in  der  Ebene  einer  Miltelpunklscurve  auf  seine  Polare  e,  wenn  r  die  Cen-I 
trallinie  des  Punktes,  1^,  ifi,  die  Winkel  von  r  nnd  Pf  resp.  mit  der  lianpl^ 
und  Nebenaie  und  a,  b  die  LKngen  dieser  halben  Axen  bedeuten,  a 
Gleichung 

a  r„  sin  ^  =  6  f ^  sin  ^, , 

indem  mim  an  Stelle  von  -: das  Verhältniss  —  einführt: 


Liegt  der  PuDct  C  ant  der  Curve,  so  wird  —  =  I  nnd  demgemaaB 


Wenn  nach  dieser  Formel  die  den  Halbmessern  Og,  b„  c,  enlsprechendenNor 
malen  fg^,  p*,,  ^^  in  die  Gleichung  3),  §4,  substituirt  werden,  so  rosultirt 
die  zweite  Form  des  Theorems  AI): 


ÄI2) 


9-hQhQ'.- 


wo  die  Constante  p  den  Hauptparameter  des  Kegelacfauitts  bezeichnet,  at 
dass  dreselbo  Gleichung  anch  für  den  Grenzfall  der  Parabel  ihre  Giltigkeil 
beibehalten  mtiss. 

Fübrt  man  aber  an  Stelle  von  a^,  bg,  c^  ihre  nach  £),  S  4:  • 


=  ©^.^ 


in  Parametern  ausgedrückten  Werthe  eiu,  so  beben  sich  die  Prodncte  i«t 
Halbnxen  fort  und  die  Gleichung  3),  S  4,  gehl,  wenn  p.  ,p«,  pt  die  den 
Seiten  abc  entsprechenden  Parameter  bezeichnen,  über  ii 

ÄI3)  j>a^pi^pj^.k=l. 

Dieselbe  Relation  kann  nnmittelbar  ans  ß,  S  4,  gefnodett  werden,  indem 
darnach,  wenn  der  Abkürzung  halber  das  Aggregat 

^£«-2  BDE+CD*=R, 
gesetzt  wird: 


Pt  —  '^r 


Ä> 


fia'* 


~iJt,\.tinH>- 
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üt  Das  Prodnct  der  dritten  Wurzeln  dieser  Parameter,  maltiplicirt  mit 
-T- =  Ar,  ist  constant  =:!. 

0 

Die  vollständige  Form  I  des  Theorems  A)  lässt  sich  darnach  in  die  Fas- 
nmg  bringen : 

AI)  ranr^  .  ^  =  ra,r^rc^ .  Ar,, 

▼0  die  mit  Indices  versehenen  Factoren  (r)  entweder  Kedactions- 
portionalen  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  oder  Normalen  an 
den  Berührungspunkten  der  den  Seiten  parallelen  Tangenten  oder  die  dritten 
Wurzeln  aus  den  diesen  Seiten  entsprechenden  Parametern  der  Curve 
bedeuten. 

Um  den  zweiten  Theil  desselben  Theorems  zu  erweisen,  denke  man 
sich  durch  einen  willkürlich  gewählten  Punkt  C  in  der  Ebene  einer  Central- 
car?e  unter  irgend  einem  Winkel  (p  zwei  beliebige  Secanten  gezogen  und 
eonstruire  deren  Pole  Ay  B,  Ist  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  iK/,  der 
Durchschnittspunkt  von  AB  mit  CM\  Ey  und  setzen  wir  zur  Abkürzung 

AB^Cy     CM^r,     BM  =  $,     AM=^t,     EM  =  r^, 

oennen  die  resp.  parallelen  Halbmesser  der  Curve  c^,  Tq,  ^q,  ^o«  die  den  ge- 
gebenen Secanten  parallelen  Halbmesser  Oq^  6^,  die  halben  Hauptaxcn  ab 
and  die  Winkel  bei  j?|  M  resp.  e,  t/;,  so  l|lsst  sich  in  diesem  Polarsystem  der 
Inhalt   des   Dreiecks  A  M  B    auf   doppelte   Weise   ausdrücken   durch   die 

Gleichung 

cr^  sin s  =3 $ i  sin (p. 

Wenn  wir  aber  mit  dieser  Gleichung  die  anderen  in  Verbindung  bringen : 

öq6q  sin  g>  =  äq^o  sin  g) ,     c^r^  sin  $  s=^  a  b , 

?on  denen  die  letztere  eine  Anwendung  der  Formeln  b)  auf  ein  elliptisches 
(hyperbolisches)  Dreieck  ist,  so  ergiebt  sich 

,.  rsi     üob^CoSing) 

1)  -. ^=ao. 

Setzen    wir    wieder    das    Verhältniss    — —  =  Ar,    den   Coefficienten 

c 

rsi 

— 7=iA  ond  gehen  nun  rückwärts  von  den  Halbmessern  öq^o^o  ^^^  Ke- 

geUchoittes  auf  Reductionsproportionalen  derselben  Richtungen  in  Bezug 
•af  einen  beliebigen  festen  Punkt  über,  bebalten  aber  daftix  die  gleiche 
Bezeichnung  a^b^c^  bei,  so  ist  nach  3),  §2,  und  d),  §4: 

vo  p,  die  Reductionsproportionale  einer  beliebigen  Hilfsrichtung  q  und  pq 
.    deo  entsprechenden  Parameter  der  Curve  bedeutet. 
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Für  den  Greuafall  der  Parabel  verschwindet  der  Coofficient  X,  weil 
sein  Werlh  cnnstnnt  gleiuli  I  wird,  und  die  ganze  Gleichung  kann  nach  «) 
nnd  J)  oder  y),  S4,  «iich  geschrieben  werden: 

2)  OoVo-*  =  2p'*-ö*". 
wenn  p  der  Uaiiptparnraeler  und  a  der  endliche  Absclinitl  ist,  welcher  voä 
dem  gegebenen  Rednctinnapunkte  auf  dem  durch  ihn  gezogenen  Durchmea- 
ser  bestimmt  wird.  Wfihlt  man  dpn  Heductionspunkt  am  Mittelpunkte  einel 
Pnrn  meterseh  De,  z.  B.  im  Brennpunkte,  so  ist  fäc  alle  Kegelschnitte  übei^ 
eioKtimmend 

3)  (l)i„6„c„.A=:^'.  ' 

Filhren  wir  in  der  Gleichnng  1)  an  Stelle  der  Halbmesser  a^h^c,  ihn 
nach  c)  nnsgedriickien  Wcribe  in  Normalen  ein,  so  nimmt  sie  die  Form  an 

AII2)  pae*ec.*  =  ^-, 

und  dies  ist  der  im  Eingange  gegebene  Satz  a)  des  S  ).  Wird  aber  die  an» 
Inge  SubstitDtion  millelt.  Parametern  nach  d),Si,  Ausgeführt,  so  ist 

AUS)  (l)  .pa'ipi^Pc^.k=2.  , 

Darnach  IHsst  sich  das  ganse  Theorem  All  in  die  Fassung  bringen: 

A  U)  (1)  r„rtre  .  k^(E,)  r,,n,r,,  .  k, , 

wo  r^riTc  die  dreifache  Bedeutung  von  Kednctionsproportionalen,  Nor- 
malen oder  drillen  Wurzeln  aus  Parametern  hnLen  können  und  der  Coefi 
cient  i  für  den  Grenzfall  der  Parabel  =  1  wird. 

Wenn  insbesondere  von  den  drei  Punkten  A,  B,  C  jeder  der  Pol  di 
Verbindungslinie  der  beiden  anderen ,  aUo  das  Dreieck  ABC  ein  in  Best] 
auf  den  Rpei-Ischnilt  sich  selbst  conjagirtes  isl,  so  knnn  man  auch 

setüen,  wo  X  den  Gehalt  des  Dreiecks  und  a.  h,c  seine  Seiten  beKcichnen, 
Dasselbe  gilt  für  einDreieck,  welches  von  zwei  Tangenten  einesKegelschnit- 
tes  und  ihrer  Berührungssehne  gebildet  wird;  nur  redueirt  sich  in  diesem 

Falle  der  CoL-fflcient  l—  '' —  auf  -   und   die  Normalen  0,9,,  werden    su 

Vb.?*.P'..  ^-  ''•  '*"■  P'iisBpnnfe'  liegt  auf  der  Onrve. 

Fallt  einer  der  Punkte  A,  B.  C,  i.  B.  f.  in  die  Hauptaxe,  so  gebt  die 
ihm  entsprechende  Normale  in  die  Subnormale  irgend  eines  Punktes  seiner 
Ordinate  über,  welche  man  nach  der  atlgeoieinon  Formel 

^^— (;;)-(ir(¥r 

findet  aus 
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wo  wieder  —  für  die  Parabel  verschwindet.  —  Mit  Hilfe  dieses  II.  Theiles 
a 

des  Theorems  A)  werden  wir  nun  leicht  vom  Sehnendreieck,  für  wel- 
ches Theill  galt,  auf  das  Tangentendreieck  eines  Kegelschnittes  über- 
gehen können.  Bezeichnen  wir  zu  dem  Zwecke  die  Seiten  (Winkel)  eines 
Taogentendreiecks ,  sowie  die  Winkel  (Seiten)  des  zugehörigen  Sehnen- 
dreiecks  mit  ^i  ^,  c  (o,  j3,  /),  und  der  Kürze  halber  die  Verhältnisse,  aus 
denen  der  Coefficient  k  besteht,  nach  den  vorhandenen  Ecken  mit  an  ßn  yr 

dann  ist  nach  .  j  ^ 

AI : 

r^  Vß  Ty  $m  a  ^  r^^  r^^  r^  sin  a^ 
ra  n  re  sin  a  ra,  n^  r^^  sin  a, 

CCr  .  —  ftr.  •  


a  •  '  a.  * 


») 

und  wenn  man  die  Gleichungen  2),  3)  mit  einander  multiplicirt  und  durch 
die  1)  dividirt: 
AIII)  (A)  Tanvc  .  Ar=^  (Ai)  ra.nje, .  Ar,. 

Specialisirt  und  mit  den  correspondirenden  Sätzen  vom  Sehnendreieck 
insammengestellt,  ist  für  das 

Sehnendreieck :  Tangentendreieck: 

1)  a,b,c,k  =  ^(^^,  1)  W««Vo*=2«6(^), 


2) 

2) 

») 

Pm^Pb^Pe^  k=\, 

3) 

WPa^Pi'^Pc^       4, 

WO  in  den  1)  Gleichungen  der  Kednctionspunkt  entweder  im  Mittelpunkte 
einer  Centralcurve  oder  allgemein  im  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  liegen 

aoll.  Natürlich  kann  in  allen  Fällen  an  Stelle  von  k  auch  2—--  eingeführt 

abc 

werden,  wenn  £  der  Inhalt  des  Dreiecks  abc  ist. 

Wenn    man    insbesondere   eine   Seite   des   Sehnendreiecks   unendlich 

klein  werden  lässt  und  darauf  zur  Polarligur  übergeht,  so  resultiren  für  das 

▼on  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnittes  /,  (^  und  ihrer  Berührungssehne  s 

gebildete  Dreieck  $tt^  (gji/;tp,)  die  Sätze: 

S  8  '  ^  ^    ^  i^  2 


Zur  allgemeinen  Theorie  der  Keg«]sebnitte. 


wo  al>er  uai)  K- 
genten  bezieht. 


f  den  Durclischnittspankt  der  beiden  Tan 


§6, 


Anwendang  des  TheoremB  Ä)  anf  einige  Fondamentalsätze  der 
neueren  Geometrie. 


littclbft 


SatK  des  Pappos.      Wenn    man  je  n  nicht  n 
nnreinandorrolgende    Ecken     eines    beliebt' 
gen,    einem    Kegelsclini  tt    eingescbrie  bcnen    aJV-Ecki 
mit    einem    Punkte    im    Umfange    der   Citrve    verbindet, 
so  ist  das  involutortflclie  Verbal tnisB  aus  den  Sinns  dec 
Winkel,    welche    diese    Strablen    mit    doo    Seiten    dBd> 
2^-EckB  bilden,    für  jode  Lage    des  Punktes    auf  den 
Kegelschnitte  constant. 
Bewpis.     Nelimon   wir   der  Kürze   wegen   an,   das  2iV-Eck  sei  > 
Sechseck .  bczoichDon  dif  Seiten  desselben  mit  1 II III  IV  V  VI,  die  Stn 
len  nach  Heu  Ecken  mil  «  6  c  rf  f  /"  (i  nach  I  II) ,  die  Winkel  je  dreier  ni 
unmittelbar  auf'-tnnud erfolgender  Strahlen    mit  den  Seilen  durch  aioit 
«iiClVvi-  BO  ist  zufolge  dfs  allgemeinen  Theorems  AI)  iusbe^ondcre 


f.rw 


inevii 


l) 


-  =  ».. 


»■«  »In  *»'"^  = ''o  ni «"  "n . 
r,  ry  sin  Cy  =  r,  r\Y  tin  et  \, 
n  diese  Gleichungen  mit  einander  maltiplicirt: 
swo[.gi>tC|||  .sinen  _  m  riv.rvi_ 
sin  an  .  iin  Ci\- .  sin  (vi       rj .  rm . . 
wo  die  mit  den  Indicea  der  Seiten  i-ersebenen  Symbole  (r)  die  bekannti 
dreifache  Bedcninng  haben  können,   nnd   die  Conataote  l,  darnach  gec 
metrisch  zn  intnrpretiren  ist. 

2.     Der   reciproke   Satz.     Wenn   man  je  n   nicht  ati' 
mitlelbar    anfeinand  erfol  gend  e    Heilen    eines    beliebt' 
gen,     einem     Kegelschnitte     nmschriebeuen    2JV-  Eck* 
mittels    irgend    einer    Tangente    an    die    Cnrve    do 
schneidet,    so    ist    das    i  nvotutorische   VerhKltniss    der 
Abschnitte,  welche  diese  Durchachnitlspunk  le  aufde 
betreffenden    Seilen     bestimmen,     für    jede    Lage    de^ 
Tangente  couslant. 
Ue weilt.     Bezeichnen  wir  z.  S.  die  Ecken  eines  TnngenteuGechs< 
mit  IIIIIIIVVVI,    aeiue  Selten    in   derselben  Keihcnfotge    mit    133450 
(I  11.-=  I),  nennen  die  Durchsohutttspnnkte  der  willkürlich  gewählten  Tan- 
gente mit  den  Seilen  nbr.def,  die  Abschnilte  auf  je  drei  nicht  nnmittelbai 
nufeinandcrfolgendcn  Saiten  135,  resp.  ).  IllfV,,  IlalV^VI«,  endlich  dif 


Von    C.  MiTTELACHBR.  26 


Verhaltnisse  des  Coefficienten  k  ans  den  Centrallinion  dnrch  die  parallelen 
Halbmesser  nach  den  zugehörigen  Ecken  Ir  ^^r  i^r  •  •  • »  arbrCr  *  >  »y  so  ist 
infolge  des  Theorems  ^m,  nachdem  die  ühereinstimmenden  Glieder  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichungen  unterdrückt  worden  sind ,  inshesondere : 

Kir)^=(erf'/r)^, 

WO  wenn  man  diese  Gleichungen  multiplicirt: 

Ig.Ilh.Ve     _(    Ir.lIIr.Vr    \         .     . 
^  lIa.IV,.Vh^\lIr.lVr>Vlr)        ^'^' 

ond  für  den  Grenzfall  der  Parabel  die  Constante  At  =  1  wird. 

3.  Der  Satz  von  Chasles.  Wenn  ein  Punkt  im  Um- 
fang eines  Kegelschnitts  mit  den  Ecken  eines  ihm  ein- 
geschriebenen 2iV-Ecks  verbunden  wird,  so  ist  das  in- 
volntorische  Verhältniss  aus  den  Sinus  der  Winkel, 
welche  diese  Strahlen  mit  einander  bilden,  für  jede 
Lage  des  Punktes  auf  der  Curve  constant. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  die  von  den  Strablen  a  6  c  (/ e /*  gebildeten 
Winkel  den  Seiten  /  //  ///  IV  V  VI  eines  dem  Kegelschnitte  eingeschriebenen 
Sechsecks  entsprechend  mit  1  23456,  so  finden  nach  A{  die  Gleichungen  statt: 

r\  sin  1  rii  sin  2 

rill  sin  Z  nv  sinA 

Tb      jjj      ""''*'      iF      ' 

ry  sinb  rwsinQ 

Durch  Multiplication  ergiebt  sich  also : 
.  sin \  .  sinZ  .  sinb  ^         1 .  III .  V 

sin2.sinA.  Sinti  ~"    '  "  II .  IV .  VI' 

wo  der  Factor  A,  der  Constanten  derselbe  ist,  wie  in  1).  Hieraus  folgt, 
dass  die  Verbindungslinien  von  irgend  zwei  Punkten  eines  Kegelschnitts 
mit  n  festen  Punkten  im  Umfang  desselben  zwei  projcctivische  Strali- 
lenbüschel  sind,  weil  insbesondere  das  Doppelschnittverhältniss  von  je 
▼ier  Strahlen  eines  Büschels  constant  ist. 

4.  Der  reciproke  Satz.  Wenn  eine  beliebige  Tan- 
gente eines  Kegelschnitts  die  Seiten  eines  ihm  um- 
schriebenen 2iV-Ecks  durchschneidet,  so  ist  das  in- 
volutorische  Verhältniss  der  Abschnitte  auf  dieser 
Tangente  für  jede   Lage  derselben  constant. 
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Beweis.  NenaeD  wir  die  Seiten  eines  Tangentensechaecks  133499, 
die  Ecken  in  derselben  Reibenfolge  1 11 III IV  V  VI  (I  II  =  I)  und  ebenso 
die  re^p.  diesen  EL:ken  gegenüberliegenden  Abscbnitte  auf  der  Tnngenie, 
aber  deren  Durch  seh  nitta  punkte  mit  den  Seilen  Te&j;i.ahcdef,  so  finden 
nach  Am  mit  Unterdrückung  der  übereinstimDienden  Glieder  auf  beiden 
Seiten  die  Gleichungen  statt: 


III 

•.linV 


-  =  (d,iy,y± 


=  (A-Vi,)^ 

Durch  Multrplication  derselben  ergiebt  sich: 
I.ITI.V 


«) 


II. IV. VI 


=  (Ä'.) 


sin\ .  siolll .  sin\ 
siiiiY.  «nlV  .«in VI' 


I 


wo  der  Factor  Ai   der  Constsnten  derselbe  ist ,  wie  in  2)  and  für  die  Parabel 
verschwindet, 

DierauA  siehen  wir  den  SchluüB,  dass  ii  feste  Tangenten  eines  Kegel- 
schnitts anf  swei  beliebigen  anderen  Tangenten  projecti viache  Punkt- 
reilien  bestimraen,  weil  insbesondere  das  Doppelschniltavetbäliuiss  von  je 
vier  Punkten  einer  Reibe  conslaot  ist. 

5.  Wenn  man  2n    Punkte  in  der  Ebene  durch  einen 
steligen  Zug    mit    einander  verbindet  und  das  entstan- 
dene 2J\'-Eck  mittels  irgend  eines  Kegolschnitta  pola- 
risirt,   so    ist    das    invel  u  toriscbe    VerbflUniss    der    re- 
ducirlen  Seiten  des  einen  gleich  dem  invotutoriacben 
Vcrhältuisä  aus  dem  Sinus  der  enlsprechcuden  Winkel 
des    anderen    in    die    redncirteu     Ccnlrallinien    ihrer 
Scheitel. 
Dewpis.    Bezeichnen  wir  die  aufeinanderfnlgcnden  Seiten  dereinen, 
sowie  die  Ecken  der  anderen  Figur  mit  I II III  IV  V  VI,  nnd  die  Ecken  der 
ersten,   sowie   die    Seilen   ihrer   Polarfigur   in   derselben   Hcibenfolga  mit 
12  34  51»  (12  =  1),  so  ist  zufnige  des  Theorems  An  nach  Wegwerfnng  der 
übereinstimmenden  Facti 


]  auf  beiden  Seiten: 

r.r„„-,.III^ 
'     ''  III 

"  =  (I,VI,) 

,lli,,Iki 


(5,V,)    '• 
1  die  G.'eicl:ii\ 


ill 


IV 
r,  ryi  stn  VI 
VI         ' 
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rfv#.lv<  ^•»^--«■'«i'- 


X         rnriyryi    I .  III .  V  _  IrHIrVr       st>i I .  stn III .  sin  V 
ri  rin  ry  *  II .  IV .  VI ""  II,  I V, Vir  '  5^IlT$i^IV  .  sin  VI' 

Dieser  Satz  bleibt  nun  insbesondere  auch  für  den  Fall  giltig,  dass  die  beiden 
Polarfignren  demselben  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  umschrieben  sind, 
d.h.  es  ist,  indem  wir  wieder  die  in  3)  und  4)  gebrauchten  Abkürzungen 
einfuhren,  wenn  I II III IV  V  VI  sowohl  die  Seiten  eines  Sehneu-,  als  auch 
die  Winkel  des  zugehörigen  Tangenten  •  Sechsecks  bezeichnen : 

I .  III .  V        ,,  ,    sinl .  sinlll .  sinV 

^»  •   TT       T\T     \TT  ""    \At) 


n  .  I V .  VI      ^  '^  Sin  II .  sin  IV  .  sin  VI* 

Bringt  man  von  den  drei  Formen  des  Theorems  ^n  ^i®  einfachste  mit 
Nonnalen  in  Anwendung,  so  geht  der  Satz  5)  über  in  b)  §  1. 

6.  Der  Satz  von  Carnot.  Wenn  die  Seiten  eines 
beliebigen  iV^-Ecks  von  einem  Kegelschnitt  durch- 
schnitten werden,  so  bestimmt  dieser  auf  den  Seiten 
desselben4n  Abschnitte,  unter  denen  das  Productaus 
n-mal  zu  je  zwei  von  einer  Ecke  auslaufenden  und  im 
Sinne  eines  stetigen  Zuges  der  Seiten  genommenen 
gleich  ist  dem  Product  der  anderen. 
Beweis.  Der  Carnot*sche  Satz  lässt  sich  auflösen  in  den  ein- 
facheren : 

Für  alle  Ger  ade,  die  durch  ein  und  denselben  Punkt 

gehen,  ist  das  reducirte  Product  derAbschnitte,  welche 

durch   irgend   einen  Kegelschnitt   auf  ihnen   bestimmt 

werden,  constant. 

Und  dieser  Satz  ist  wiederum  zu  zerlegen  nach  j4i.     Denn  wenn  ai^ti 

^6|  die  Abschnitte  auf  irgend  zwei  Secanten  bezeichnen,  ca  die  resp.  Ver- 

bindongslinien  der  Kndpunkte  von  b^a^  und  Oj^,  auf  der  Curve,  ajat,  |3i/?t 

die  den  Seiten  a,a2,  bibf  in  den  Dreiecken  a^b^d^  b^a^c  gegenüberliegenden 

Wmkel,  so  ist: 

r«  Vc  sin  /?,  =  r^  r^  sin  «, , 

Ta  Tel  SfVl  /?,  =  ^6  ^c  Siu  a, , 

oder  durch  Mnltiplication  ,  und  indem  an  Stelle  der  Sinusverhältnisso    .   ^  , 

stn  p, 

'Woj  ,  (i.     bt 

- — ,  die  Verhältnisse  der  Seiten  —  ,  -  eingeführt  werden: 

Nennen  wir  also  z.  B.  die  Seiten  irgend  eines  Vierecks  abcd,  die  Ecken 
in  derselben  Reihenfolge  ABCD[AB  =  a)^   die  Durchscbnittspunkto    der 
Seiten  ab  cd  mit  irgend  einem  Kegelschnitte  12,  34,  56,  78,  und  die  Ab- 
schnitte auf  den  Seiten  von  den  Ecken  AB  CD  aus  A^A^A^A^^  BvB^B^B^^ 
^i5^4/  ^5^6^7^8f  ^o  'St  nach  a): 
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J,  A,      A^^  C^C^  _  C^^ 

ud  WC11U  wir  tliesG  Gleicbangeu  mit  etnaoiler  multipliciren : 
A,AtBtB^C^Cg  Oil>s__ 
'  B,B,C,C^D^D^AjA^~^^' 

UierJurcli  ist  hIso  die  Bedingung  ausgedriicki ,  unter  woloLer  ifi-ruokte 
(n  =  3,  J,  5. . )  auf  einem  Kegelscbtiitt  liegen. 

7.   Der  reciproke  Sau.     Wenn  hus  den  Euken  eines 
beliebigen  iV-Ecks  Tangenten  gezogen  werden  an  cineo 
KegelschDilt,    so    bestimmen  diese    mit    den    Seiten    4n 
Winkel,  unter  denen  fi-mal  an  je  zwei  von  einer  Seita 
im  Sinne    einer    stetigen  Ueibenfnige  der  Eckeugebil- 
deten  ein  Sinusprodact  liefern,  welcbes  gleich  ist  dem 
l'roduct  ans  dem  Sinns  der  anderen. 
Beweis,    Auch  dieser  Satz  lltsst  sich  eaflünen  in  einen  einfacheren: 
FQr  ftllo  Punkte  ein  und   derselben  Gernden  isldaa 
Product    ans   den    Sinns  der  Winke),    welche  diese   Ge- 
rade   mit    den     aus    dem    gegebenrn    Punkte    an    irgend 
einen  KogolBcbnitt  gezogennn  Tangeni  en  bildet,  mnl- 
tiplicirt     mit    dem    Prodact    der    Hednctionsproportio- 
naten  dieser   Tangenten    und  dem    roducirton    Qaadrit 
der  Centrftllinie  des  Punktes,  constant. 
Derselbe  ist  aber  weiter  zd  zerlegen  nach  Am.     Denn  wenn  aß  zwei 
Pnnkte  einer  Geraden ,  arßr  ihre  redncirten  Centrallinien,  a,at,  ß,ßt  die 
ihnen  zngehärigen    Winkel    mit   den  resp.  Tangenlcn  o,ir,,   l>,b,,   endlich    i 
''a,''a,i  >'t,''i,  die  dreifach  zu  iuteipretirenden  Keductioneprnporlinnalen  dnr 
entsprechenden  'I'angenti'u   bedenlen,  und  man  nimmt  die  Länge  der  Tan- 
genten  II, n,   von   n  aas    bis  zum  Durchschnitt  mit   resp.  A,6, ,   die   Lfinge 
von  b,bt  von  ß  aus  bis  tum  Durubschnitt  mit  rcsp,  a,(i,  und  bezeichnet  deo 
Winkel  ii,b,  mit  i,  Htb,  mit  (,  so  ist: 


(". 

ä,)^ 

=  (.§,<. 

''.  ' 

(«, 

"'^ 

=  {ßri. 

GleicIliiDge 

n  mit 

inandc 

mnltipl 

I  an  Stelle  doi 

Seitenverhäitniasc  p,  ^  die  Sinuäverbältnisse  der  gegenüberliegenden  Win- 
kel   -,  3"  eingeführt  werden: 

(",)' .  r,.n,  sm  „,  *:>, «,  -  Iß,}'  -  r»,r*,  sinß 
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Nennen  wir  nun  die  Eeken  irgend  eines  iV-Ecks,   z.  B.  eines  Vierecke, 
^  abcd^  die  Seiten  aßy^  (a6  =  a),  den  Tangenten  aus  den  Ecken  abcd  an 
irgend  einen  Kegelschnitt  12,  34,  56,  78,  der  Winkel  der  Seiten  aßyö  mit 
diesen  Tangenten  aiOtCiia^,  ßißißbßßy  ^bYerirs^  ^t^s^i^»»  so  ist  nach  ß): 

(6r')  .  r,r^  .  5m /3,  51/1  ß^  =  (c^')  •  r^  r^  .  51«  ß^  sin  ß^ , 
(^r*)  -r^r^.  sin  y^  sin  y^  =  ((//)  .  r^Tg  .  51«  y^  sin  yg, 
(rfr*)  .  r^  fg  .  5m  ö^  sin  ö^  =  (a,.*)  .  Tj  r,  .  5m  ^,  5m  5, , 

and  wenn  man  multiplicirt: 

.  sin  a^  .  sin  er,  .  sin  /?, .  sin  ß^  .  5m  y^  .  sin  y^  .  5m  6^  .  5m  dg 

sm  9t  .  5m  5,  .  sin  «3 .  5m  «^  .  sin  ß^  ,  sin  ß^  .  sin  y^  ,  sin  y^ 

Hierdurch  ist  also  die  Bedingung  ausgedrückt,   unter  welcher  2n  Gerade 
(fi  =  S,  3,  5..)  einen  Kegelschnitt^  berühren. 

8.    Der   Satz    des   Menelaus.     Wenn    ein    beliebiges 
iV*Eck  von  irgend  einer  Transversale   durchschnitten 
wird,   80  bestimmt  diese  auf  den  Seiten  desselben  Ab- 
schnitte,  deren   involutorisches   Verhältniss    constant 
=  1  ist. 
Beweis.     Verbinden  wir  einen  Punkt  Pin  der  Ebene  eines  iV-Ecks, 
z.  B.  eines  Vierecks,  mit  den  Ecken  desselben  und  bezeichnen  die  durch 
diese  Strahlen  an  den  Ecken  gebildeten  Winkel  in  irgend  einer  Reihenfolge 
mit  in  in....  VIII,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Satz:  die  Seiten  eines  Drei- 
ecks verhalten  sich  zu  einander,   wie  die  Sinus  der  gegenüberliegenden 
Wiukel,  dass  das  involutorische  Verhältniss  der  Sinus  jener  Winkel  =1  ist: 

sin  I .  sin  III  .  sin  V .  sin  VII    _ 
sin  II .  sin  IV .  sin  VI .  sin  Vlfl ""  * 

Polarisiren  wir  alsdann  das  Liniensystem  mittels  irgend  eines  Kegelschnitts 
und  beseichnen  in  der  Polarfigur ,  die  ein  iV-Eck  darstellt,  dessen  Seiten 
simmtlicb  von  einer  Geraden  (der  Polaren  des  Punktes  P)  durchschnitten 
werden,  die  Abschnitte  auf  den  Seiten  den  Winkeln  I II III  ....VIII  ent- 
sprechend mit  I II III VIII,  so  verwandelt  das  Theorem  All  die  vorher- 
gehende Relation  in: 

'  8^  I.  III.  V.  VII   _ 

^     .  II.IV.VI.VII^ 

Wird  ferner  ein  beliebiger  Punkt  Q  in  der  Ebene  des  neuen  Liniensystems 

mit  den  Durchschuittspunkten  der  Transversale  verbunden  und  bezeichnet 

man  die  Winkel  dieser  Strahlen  über  den  Abschnitten  III III... VIII  resp. 

mit  1  2  3 ...  S ,  so  führt  wieder  ein  einfacher  trigonometrischer  Schluss  zu 

der  Gleichung : 

sin  I  .  sin  3  .  sin  5  .  sin  7 


sin  2  .  5m 4  •  sin  6  .  sinS 


=  1. 
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Die  Polarfigur  eothUlt  den  ursprCinglicIien  Paukt  P  und  die  Polare  von 
Q.  Nennen  wir  also  die  auf  dieser  Polare  den  orsprüDglichen  Winkeln 
I II III . .  VIII  gegenUlJCrli(>gondpn  Absclinitle  resp.  1 23. .  .8,  so  verwandele 

wietleruiD  das  Theorem  Aji  die  vorhergehende  Relalion  ans: 

1.3.5.7 
8  a)  —  =  1 . 

Wenn  ein  Punkt  in  der  Kbene  eines  A'-Ecks  mit  den 
Ecken  desselben   verbunden  wird,   so  bestimmen  diese 
Strahlen    mit    den    Seiten    des   iV-Ecks   auf  einer  belie- 
bigen    Transversalen      Abschnitte,      deren     involnto- 
■    risches  Verhaltnisa  constanl  =1   ist. 

üninittolbar  aufeionnder  Tolgeud  heissen  liier  Abschniite,  welche  Win 
kein  in  den  Ecken  gegenüberliegen,  den  von  zwei  aufeinender  folgern 
Strahlen  mit  ein  und  derselben  Seile  uml  von  zwei  Aufeinander  folgenden 
Seiten  mit  ein  und  demselben  Strahl  gebildet  nerdeo. 

Ist  insbesondere  das  gegebene  JV-Eck  ein  Dreieck,  so  geht  dieser  Sats 
über  in  den  von  Desargues,  weil  er  für  6  Transversalpunkte  gicichieilig 
die  notbvendige  und  hitireichendc  Bedingung  zu  einer  vollständigi 
InvoInlioD  zweiten  Grades  liefert. 

9.    Erweiterung  des  Salzes    von    Pascal.      Wenn 
Pnnkt^   auf  einem   Kegelschnitt    liegen,    so    müssen 
iwei  Seiten  des  durch  sie  bestim  mten  2  ^.  Ecks,  welche 
nur  durch   zwei    aufeinanderfolgende   Seiten    von    ein 
anderge trennt  sind,  sich  ebenfalls  in  2r  Punkten  eine 
Kegelschnitts  durchschneiden. 
Beweis.     Werden  z.  B.  8  auf  einem  Kegelschnitt  liegende  Punkte 
l  2  3  ...  8  durch  einen  stetigen  Zug  verbanden ,  die  Durchschniltspunkte  der 
dnrch  eine  einaige  andere  gelrennten  Seilen  12  —  78,  12  —  34,  34  —  &6^ 
56  —  78,  reep.  mit  ABCD  und  die  Durcbschnittspunkte  der  durch  aw 
andere  getrennte  Selten  12  —  67,  12—45,  34  —  18.  34—67,  66  —  5 
5ß-18.    78-4  5,  78-23  resp.   mit   I,   II.   III .   IV,    V,   VI,   VII,   VIII 
bezeichnet,  so  bextiramen  die  4  Seiten  18.  2  3,  4  5,  «7  auf  den  Seiten 
Vierecks  ABCÜ  Abschnitte,  deren  involnlorische  Verhältnisse  nachdem 
erweiterten  Satz  ^on  Menelnus  =1  sind: 

A,BmOnP»  =  ^nB,C^i>vu  _  ^ 

B,  Cm  Dyt  -4,        '       Bu  f.  Ö5  -^^^ 

J,ß,CvDvm ^  Ai  S,v  C^  J>, _ 

B,CtDvAvm  '  BiCrfüfA, 
Multiplicireo  wir  diese  VerhälUiisse  mit  einander,  so  sind  in  dem  resnitiren- 
den  Quotienten  die  mit  arabischen  Indices  versehenen  Symbole  nach  dem 
Carnot'schen  Sat»  zu  nnierdrücken,  weil  die  Ponkto  123  ..9  anf  einem 
Kegehchnitt  liegen.     Also  ist  auch: 
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d.  h.  die  Pankte  I II III . .  .VIII  liegen  wiederum  auf  einem  Kegelschnitt. 

Wenn  n  >3  ist,  so  gehören  za  jeder  Seite  des  2  iV^-Ecks  ein  Paar 
lodere  Seiten,  welche  von  jener  durch  je  zwei  Seiten  getrennt  sind,  und 
daon  liegen  auf  jeder  Seite  des  2iV-Eok8  zwei  Punkte  des  secundären 
Kegelschnitts.  Wenn  aber  insbesondere  ;i  =  3  ist,  so  gehört  zu  einer  Seite 
des  gegebenen  Sechsecks  nur  eine  einzige  andere  Seite,  welche  von  jener 
durch  zwei  Seiten  getrennt  ist.  Alsdann  fallen  die  im  Allgemeinen  zu  zwei 
tof  jeder  Seite  liegenden  Punkte  des  secundären  Kegelschnitts  in  einen 
einzigen  Doppelpunkt  zusammen  und  der  Kegelschnitt  geht  in  eine  Gerade 
aber,  auf  welcher  die  Durchschnittspunkte  je  dreier  gegenüberliegenden 
Seiteb  des  Sechsecks  liegen.    Das  ist  der  Satz  von  Pascal. 

10.   Erweiterung   des  Satzes  von  Brianchon.     Wenn 
2n-6erade  einen  Kegelschnitt  berühren,  somüssendie 
Verbindungslinien  je   zweier  Ecken    des  durch  sie  be- 
stimmten 2iV-Ecks,  welche  nur  durch  zwei  aufeinander- 
folgende Ecken  getrennt  sind,  wi  ederum  einen  Kegel- 
schnitt berühren. 
Beweis.    Werden  z.  B.  8  einen  Kegelschnitt  berührende  Gerade  mit 
123... 8,  die  Verbindungslinien   der  nur  durch  eine    andere  getrennten 
Ecken  12  — 3 4,  34  —  5  6,  66  —  78,  78  —  12  resp.  mit  aßyö  und  die  Ver- 
bindnogslinien  der   nur  durch   zwei   andere  getrennten  Ecken   12  —  6  7, 
12-4  5,  34—18,  34  —  67,  5  6  —  23,  56  — 16,  78  — 45,  78  — 23  resp. 
mit  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  VII,  VIII  bezeichnet,  so  bilden  die  aus  den 
Ecken  12,  2  3,  4  5,  67  nach  den  Ecken  des  Vierecks  ^xßyö  gezogenen 
Strahlen  mit  den  Seiten  desselben  Winkel,   deren   involutorische  Sinus- 
▼erhiltnisse  =3  l  sind :  • 

sin  Ut  .sin  ßm  .  sin  yyj .  sin  dg  sin  au  •  sin  ß^  .  sin  y^ .  sin  dyn 

iin  d, .  sin  am .  sin  ßyj  .  sin  y^  *      sin  du  .  sin  a^  .  sin  ß^ .  sin^yu 

sin 02 .  sin  ß^ .  sin  y\   sin  ^vm *''*  <^\ »  sin  ßiy  .  sin  y^  .  sin  d^ 

sinÖfSina^  .  sin  ß\  .  sin  y vin  '       sin  d\ .  sin  «iv .  sin  ß^  .  sin  y^ 

Moltipliciren  wir  diese  Verhältnisse  mit  einander  und  unterdrücken  nach 
dem  reciproken  Carnot^schen  Satz  in  dem  resultirenden  Quotienten  die 
Sinus  der  mit  arabischen  Indices  versehenen  Winkel,  so  bleibt: 

sin  ai .  sin  au  •  sin  ßui .  sin  ßiy  .  sin  y y  •  sin  yyi  •  sin  dyu  .  sin  dvm 

sin  öl .  sin  öu  •  sin  auL  .  sin  ajy  .  sin  ßy  .  sin  ß\i .  sin  y\u-  siny\ui        ' 

d.h.  die  Geraden  III III...  VIII  berühren  wiederum  einen  Kegelschnitt. 

Ist  /i  ^  3,   so  gehören   zu  einer  Ecke    des   gegebenen  2iV-Ecks  ein 
Paar  andere  Ecken,  welche  von  jener  durch  je  zwei  Ecken  getrennt  sind. 
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also  gehen  auch  von  jeder  solchen  Ecke  zwei  Tangenten  an  den  secun- 
dären  Kegelschnitt  aus.  Wenn  aber  n  =  Z  wird,  so  gehört  zu  jeder  Ecke 
des  Tangentensechsecks  nur  eine  einzige  Ecke,  welche  von  ihr  dnrch 
zwei  andere  getrennt  ist.  Alsdann  fallen  die  im  Allgemeinen  zn  je  zwei 
von  einer  Ecke  ausgehenden  Tangenten  in  eine  einzige  Doppeltangente 
zusammen  und  der  Kegelschnitt  reducirt  sich  auf  einen  Punkt,  in  welchem 
die  Verbindungslinien  je  dreier  gegenüberliegenden  Ecken  des  Sechsecks 
sich  durchschneiden.     Dies  ist  der  Satz  von  Brianchon. 


n. 

üeber  Strahlensystemey  welche  die  Tangentenschaar  einer 

Fläche  bilden. 

Von 

Dr.  Geisenheimer  , 

Lehrei  an  der  ProYinzial- Gewerbeschule  zu  Schweidnitz. 


In    den   letzten  Jahrzehnten   haben   sich    die  Mathematiker  vielfach 
mit  Strablensystemen,  ako  mit  Gebilden  von  Geraden,  deren  jede  durch 
einen    beliebigen  Punkt   des  Raumes    geht,    beschäftigt.     Um   eine   dex 
hervorragendsten  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  zu  nennen,  brauchen  wir 
nar  an  des   berühmten  Pluecker's  Werk  „über  Linien -Complexe*^  zu 
erinnern.     Derartige  Untersuchungen  waren  schon   in  weit  früherer  Zeit 
f&r   einen    besonders   wichtigen   Fall,    für    die   Normalen    einer  Fläche, 
durchgeführt  worden.     Ein  Ergebniss  dieser  Untersuchung  ist  der  Satz, 
dass  sich  sämmtliche  Normalen  einer  Fläche   in  zwei  Systeme   abwickel- 
barer Flächen  vereinigen  lassen,  deren  Rückkehrkanten  die  Mittelpunkte 
der  grö88ten«und  kleinsten  Krümmung  enthalten.     Die  Normalen  lassen 
sich  hiemach  als  eine  Tangentenschaar  der  Krümmungsfiächen  auffassen. 
Diese  Eigenschaft  der  Normalen  legt  die  Frage  nahe,    welchen  Beding- 
ungen   ein    beliebiges    Strahlensystcm    zu    genügen    habe,     damit    seine 
Linien  sich  als  die  Tangenten  einer   oder  mehrerer  Flächen    conätruirou 
lauen.     Vorliegende   Arbeit   sucht   die   hierauf   hinzielenden   Fragen    zu 
löwn.    Zuvor  mögen  jedoch  die  entsprechenden  Untersuchungen  für  die 
Ebene    gemacht,    also    die   Bedingungen    gesucht    werden,     welche    ein 
f-benes    Strahlensystem    erfüllen   muss ,     damit   sämmtliche    Strahlen    die 
TiDgenten  einer  Curve  seien. 


Mtwlirifl  t  tUihemstJk  a.  Ph/ttk,  XVIII,  1.  '^ 
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Die  Gleichung  einer  Geraden  des  Systems,  welche  durch  den  Punkt 
X  y  geht,  sei 

1)  y  —  v^fp  '  {x—  m), 

wo  u,  V  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden,  ip  eine 
stetige  Function  von  x  und  y  bedeutet.  Untersuchen  wir,  unter  welcken 
Bedingungen  die  Geraden  des  so  bestimmten  Systems  als  Tangenten 
einer  Curve  dürfen  betrachtet  werden.    Die  Gleichung  dieser  Cunre  laute: 

/•(l,  V)  =0. 

Die  Gleichung  einer  Tangente  an  diese,  welche  durch  den  Funkt  x  y 
läuft,  ist 

Soll  diese  Tangente  mit  der  erwähnten  Geraden  des  Systems  zusammen- 
fallen ,  muss  sein : 

dt, 

Diese  Gleichung  muss  stattfinden  für  jeden  beliebigen  Punkt  der  Gie- 
raden. Wählen  wir  statt  xx  -|-  rf  .r,  statt  yy  -|-  rfy,  bleiben  aber  in 
der  betrachteten  Geraden,  so  folgt: 

drp  =  0 
oder 

2)  ^V^I'^-^^^O. 

d  X       d  y      dx 

Da  wir  iu  KicLtung  der  Geraden  fortsckritten ,  ist 

dy 

4 

also  muss  der  partiellen  Differentialgleichung  genügt  werden: 

o^  d(p  dq> 

2)  +  g,  -     =  0. 

d  X  d  y 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  eines  Systems  können  im  Allgemeinen 
beliebig  viele  Strahlen  gehen;  denn  bedeuten  uv  die  Coordinaten  dieses 
Punktes,  xy  diejenigen,  durch  welche  sich  die  Richtung  einer  Geraden 
bestimmt,  so  laufen  alle  Linien,  für  welche  xy  der  Gleichung 

y  —  V  =  (p  {x,  y)  .  {x  —  u) 
genügen,    durch  diesen  Punkt  m,  v.     Diese   Gleichung  liefeit   im   Allge- 
meinen beliebig  viele  Werthe  für  .r  und  y,  daher  durch  einen  beliebigen 
Punkt  beliebig  viele  Strahlen  gehen. 

Ist  jedoch    die   Gleichung   2)    erfüllt,    so    schneiden   sich   in   einem 

Punkte  nicht  mehr  Strahlen,  als  g>  Werthe  besitzt.     Aus   der  Entwicke- 

lung  der  Gleichung  2)  geht  hervor,  dass  g>  für  /alle  Punkte  eines  Strahls 

Jenselhen   Werth    besitzt,    daher   die   Kichtungeu   sämmtlicher   Strahlen, 

welche  sich    in    einem  Punkte   schneiden,    sicVi    AuicXv  d\e  Coordinaten 
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dieses  Durchschnittspanktes  bestimmen  lassen.    Daher  finden  sich  nur  so 
viele  Strahlen,  als  Werthe  für  (p  {x^  y). 

Ist  ein  Strahlensystem  so  beschaffen,  dass  sich  in  einem  Punkte 
nar  eine  endliche  Zahl  von  Geraden  schneidet,  so  heisse  dasselbe  ein 
„endlich  bestimmtes*^  —  Die  Gleichung  der  die  Geraden  tangi- 
renden  Curvc  Vird  gefunden,  indem  der  Berührungspunkt  £,  rj  einer 
Geraden  als  Durchschnittspunkt  derselben  mit  der  nächstfolgenden  au- 
gesehen wird.     Die  Gleichung  eines  Strahls  ist: 

1)  y  —  V  =  ^  '  {^  —  i)' 

Setzen   wir    hier    statt  x   und   y   die   um   ihre   Differentiale    vermehrten 
Wertbe,  so  erhalten  wir,  da  £  und  rj  constant  bleiben: 

dy       ^   ,    (dq>    .dcp      dy\ 

Ans  der  Gleichung  1)  folgt: 

d(p  dq> 

dx  dy 

Dies  eingesetzt,  giebt: 

dy  .    dtp  (dy  \ 

oder 


(2-){>-^:('-o}-»- 


Da  die  Gleichung  der  tangirenden  Curve  von  dem  willkürlichen  Werthe 

-=^  unabhängig  sein  muss,  folgt: 
dx 

3)  l-^?(.-0  =  0. 

Die   Gleichung  —  —  ©  =  0  liefert  die  Gleichung  eines  Strahls. 

dx 

Die  Gleichungen  1)  und  3)  liefern  eine  Gleichung  zwischen  \  und  % 

da  bei  der  Elimination  von  y  gleichzeitig  x  wegfällt.     Um  sich  hiervon 

SU  überzeugen,  differentiire    man,    nachdem  alle  Glieder  auf  eine  Seite 

gebracht,    1)  partiell  nach  o:,   indem  man  y  als  eine  durch  3)  gegebene 

Function  von  x  ansieht.     Man  erhält,  wie  oben 


(h  -)  {- ;'  (' 


Dieser  Ausdruck  ist,  infolge  von  3),  identisch  Null. 
Diese  Entwickeluug  liefert  den  Satz: 

Die   Strahlen    eines    endlich    bestimmten    ebenen    Öy 
Sterns  bilden  die  Tangenten  einer  Curve. 
Die  Bedingung,  welcher  das  System  zu  genügen  hatte,  war: 

dtp  dtp 

t/a:  d  y 
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Die  allgemeine  Auflösung  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ist 

4)  ^  (9)  +  9  •  ^  =  y  +  Const, 

Wir  dilTereutiiren  partiell  nach  x  und  y;  so  folgt: 


dx  dx  dx  ar-f-^'(9>) 


d  y   *  dy  d  y       x  +  F'  (ip) 

Hieraus  ist  die  Richtigkeit  der  Lösung  ersichtlich.  Setzt  man  in  4)  9 
constant,  so  erhält  man  die  Gleichung  eines  Strahls,  die  auch  in  fol- 
gender Weise  gefunden  wird. 

Die  Gleichung  eines  Strahls  lautete: 

y  —  p  =  9  .  (x  —  m) 

V  =  q>  .ti-|-y  —  g)a;, 
und  4)  berücksichtigend,  folgt 

5)  r  =  9>  .  M  +  /*  (ff). 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  (p  für  einen  Strahl  constant  bleibt. 
Die  durch  4)  bestimmte  Function  ist  also  die  allgemeinste,  für  welche 
ein  System  endlich  bestimmt  bleibt.  Wie  die  Gleichung  5)  zeigt,  kann 
jede  Gerade  des  Systems  als  abhängig  von  nur  einer  Variablen  g>  dar- 
gestellt werden,  welche  für  diese  Gerade  constant  bleibt.  Die  ein- 
hüllende Curve  kann  alsdann  gefunden  werden,  indem  man  die  Gleich- 
ung   5)    partiell   nach    q>    differentiirt,    ergiebt   sich   also   als   Kesultante 

der  Gleichungen: 

v  =  (p  .  u  +  F((p), 

Die  entwickelten  Sätze  mögen  auf  ein  Beispiel  angewendet  werden. 
£s  sei 

y-l/y^  —  2px  ' 

9>=       s » 

•  2  X 

wo  p  eine  Constante.     Man  findet 

dtp  _y^  "P^  —  yj/y^'—  2  px  _  d^ 

dx~        2  x^  j/y^  —  2  px         ~        ^      ^y 
Die  Gleichung   2)  ist   demnach    erfüllt  und  das  System   ein   endlich   be- 
stimmtes.    Die  Gleichung  eines  Strahls  ist 


oder 


y—yy'^'-2px,  . 

y-.=  '\^^-  {^-u) 

y  —  l/y^~—-2px        ,  y—}/u^—2px 

"=     — 2x         •«  +  y-  2  


Es  .8t  y-  2       -       =2',,' 

^(•P)  -  2  ^  • 
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.  -     -  • 

Die  Gleichung  des  Strahls  wird 

I      P 
''  =  ''•  "  +  29* 

Um  die  Gleichung  der  einhüllenden  Ciirve  zu  finden,   differcntiiren  wir 
die  letzte  Gleichung  nach  q>  und  finden 

Die  Elimination  von  q>  liefert 

Die  Strahlen  des  Systems  hilden  also  die  Tangenten  einer  Parabel. 


Die  Gleichungen  einer  beliebigen  Geraden  eines  Liniensystems  im 
Sanme  seien: 

^^  x  —  u      y  —  v 

WO  xyz   die  Coordinaten  des   die   Linie   bestimmenden  Punktes,    u  v  w 
die  eines  beliebigen  Punktos  derselben  sind. 

Unter  gewissen  Bedingungen  gehören  die  durch  Gleichung  1)  be- 
stimmten Geraden  einer  Fläche  als  Tangenton  an.  Die  (xleichung  der- 
selben laute 

F  (I,  n,  t)  =  0. 

Die  Gleichung  einer  Tangente  an  diese  Fläche  ist: 

*a:  — I      y  —  n      2  — t 


—  -  •    • 


rf|  dri  dt 

Setzen  wir  die  partiellen  Ableitungen 

und  den  variablen  Werth  der  totalen  Ableitung  tx  =  ^i  so  folgt  aus  der 

Differentialgleichung  der  Fläche,  indem  17  als  Function  von  £  und  i  be- 
trachtet wird: 

Die  Gleichung  der  Tangente  wird 

2  —  s;  =  =  "■  i 

£  p+  qe 

Soll   die  Tangente   mit  einer  Geraden    des  Systems   ziißaramenfallon ,    so 
musB  sein: 

2)  (f  =  e. 

3)  ^  =  p^qF. 
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Das  System  ist  nun  endlich  bestimmt  oder  nicht.  Die  Gleichung 
1)  zeigt,  dass  im  Allgemeinen  durch  jeden  Punkt  u  v  w  beliebig  viele 
Strahlen  g<;hen,    deren  Richtung   sich    durch  die  Punkte  o:  y  z  bestimmt, 

welche     der    Gleichung    1)    2  —  w  =  -^- =   :     gentigen. 

Diese  Strahlen  bilden  die  Kanten  eines  Kegels,  dessen  Spitze  der 
Punkt  u  V  tv  bildet,  und  welcher  Kegel,  wenn  eine  die  Geraden  be- 
rührende Fläche  existirt,  diese  tangiren,  also  mit  dem  zu  uvw  gehörigen 
Tangentialkegel  zusammenfallen  muss.  Da  jede  Tangente,  die  von  uvw 
sich  an  die  Fläche  ziehen  lässt,  in  diesem  Tangentialkegel  enthalten  ist, 
folgt,  dass  das  System  im  Allgemeinen  jede  beliebige  Tangente  der 
Fläche  enthält. 

Soll  das  System  endlich  bestimmt  sein,  d.*  h.  durch  einen  Punkt 
nur  eine  bestimmte  Zahl  von  Geraden  des  Systems  sich  l"gen  lassen,  so 
muss  die  durch  Gleichung  1)  bestimmte  Curve  mit  der  durch  den  Punkt 
u  V  rv  bestimmten  Geraden  zusammenfallen;-  xyz  sind  also  Coordinaten 
der  Punkte  dieser  Geraden,  deren  Gleichung  lautet 

X  —  u     y  —  V 

cp  (m,  r,  w)         t/;  (m,  v,  w) 
Daher  muss  sein  : 

9  (^»  yy^)  =  ff  (w,  r,  w),  ^  {x,  y,  2)'=  i/;  (m,  v,  w). 

Die  Functionen  97  und  \lf  haben  also,  falls  das  System  endlich  be- 
stimmt ist,  für  alle  Punkte  einer  dem  System  angehörigen  Geraden  den- 
selben Werth. 

Umgekehrt  genügt  die  Bedingung,  dass  gp.und  t^  längs  einer  Ge- 
raden des  Systems  constant  bleiben,  dass  das  System  endlich  bestimmt 
bleibe,  da  sich  alsdann  nur  so  viele  Geraden  in  einem  Punkte  schneiden, 
als  q>  mehrdeutige  Werthe  besitzt. 

Untersuchen  wir  zunächst  ein  nicht  endlich  bestimmtes  Sy- 
stem: nehmen  wir  an,  die  Tangentialfläche  sei  gefunden,  in  dieser  der 
Punkt  §  ?/ f  markirt,  an  diesen  die  Tangentialebene  gelegt,  und  in 
dieser  variire  x  y  z.  Da  für  sämmtliche  Tangenten  dieser  Ebene  ^t/f 
constant  bleibt,  ändern  sich  auch 


(JD-^-CD- 


nicht.     Die   Differentiation   der  Gleichungen   2)  und  3)  liefert  daher 

drp  =  de^     d-tl)  =  gds. 
dcp  und  d%if  bedeuten  die  totalen  Incremente.     Hieraus  folgt 

(l  rp 
p]s   ist 

d-ii)  =       -  dx  -{-  ---  dy  +  ---dz  • 
^         dx  ^    dy     "^    ^    dz 
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.  ■  '  ■      ^  ....    ^....■ 

Da  vir  ory  £  in  der  Tangential-Ebenc  variiren  lassen,  müssen  rf.r,  dy,  dz 
deren  Gleichung  gentigen,  also  sein 

Ebenso  d^==(^^  ^J ?)  rf^  +  (^  +  p  i?)  rf,. 

\dx  dy  J  *    \d  z  dyj 

Xach  4)  folgt : 

/dq>  d(p\  (^^    \       d(p\dz 

nd"r+'^-dV+'^Vdz+^dy)d-x  = 
d^  d'ilf  _.     /dp  d^lA  d  z 

dx'^  ^  dy         \dz'^  ^  dy)  dx  ' 

In  dieser  Gleichnng  bedeuten  p,  q^  wie  die  partiellen  Ableitungen  feste 

dz 
Grössen,   während    -—    für    einen    Punkt    beliebige   Werthe    annehmen 

dx 

kann.     Daher  muss  sein: 


(d(p    ,       dq)\         drp    .       dTjj 

(dcp  d(f>\         dil)    , 

ndx  +  Ty)  =  dz-^P 


dil> 
Endlich  folgt  aus  den  Gleichungen  2)  und  3) 

Diese  Gleichungen  geben  geordnet: 

^^  ry"^    +\dx^  dyj'^-'dx^^^ 


d-\\j        dcp 


6)  p  =  - 


dz        dz"^ 


\  ==0. 


dg>  dl/;' 

■    d^'^~dy 
7)  xj,  =p  ^  q  ,  (p^ 

Diese   drei   Gleichungen    dürfen   sich   nicht   widersprechen.     Setzen 
wir  den  Werth  von  p,  der  aus  6)  folgt,  in  7)  ein,  so  erhalten  wir: 

dp 

^// 

Damit  also  eine  tangirende  Fläche  existire,  müssen  5)  und  8)  oino 
Wurzel  gemeinschaftlich  haben. 

Damit  dies  der  Fall,  muss  sein : 

r/t/;  dp  dH' 

_   ^  Jx  "^  ^   dy  "^  dz 

'  ^  drp    .  d(p     .  dcp 

(ix~    ^   dy  ^  d  z 


,^.  dq>    ^         (      dp    ,        dcp    .    d(p\         ,     fr/«/;    , 
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Diese  Grösse  mnss  beiden  Gleichungen  genügen,  ist  also  gleich  q. 
Dieser  Werth  von  q  stimmt  mit  dem  ans  Gleichung  4)  gezogenen  über- 
ein.     Vermittelst  der  Gleichung  6)  erhält  man: 


10) 


(dq>  d^        dq>d  t/;l  \dq>  d^        dq>  drlf\ 

—  ^_ii.?  Il  ~  dz  dx\  "^  *  jrfy  dz~  dz  Ty\ 

idq>  dtl)        dg>  d^\     ^.      (dq>  d^r        dtp  d^\ 

^  \dy  dx~  dx  dy]    "^    \d^  dz  ~  Tz  dy\ 


Ans  den  gefundenen  Gleichungen  lassen  sich  noch  mehrere  Gleichnngen 
für  p  und  q  ableiten.     Die  Gleichung  7)  lautete: 

7)  1^  =  p+5rg0. 

Wir  differentiiren  diese  Gleichung  partiell  nach  or,  y  und  z  und  finden: 

^=    -^4-  g,^^  +  <7^^. 
dx        dx  dx  dx 

dy        dy'^  ^  dy'^^  dy' 

~dz~  d'z'^  ^  dz"^  ^  Tz' 

Man  multiplicire  die  erste  Gleichung  mit  9?,  die  zweite  mit  ^  und  addire 
dann  die  sümmtlichen  Gleichungen;  so  folgt 

l^^^  +  ^l^f+M^/^^'P  +  ^rfP  +  M 
[^  dx^^  dy  ^  dzf         [^  dx^^  dy  ^  dz} 

^^  \^  dx^  ^  dy^  dz)  ^^  [^  dx^  ^  dy^   dz} 

Aus  Gleichung  0)  folgt: 

dr^f  dr^f        dr^f  j      dq>  dtp        dq>\ 

''Tx  +  '^dy+Tz  =  ^'Vdx'^'^dy  +  -diy 

Daher  wird: 

Die   Gleichung    der   Tangentialebene  am  Punkte  ^r^^  der  fangirenden 
Fläche  ist: 

12)  y-n  =  p{z-^t)  +  q{x--  l). 

Die  totale  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert: 

dy  —  d^  =  pdz  —  pdl  +  *1^^  —  (7^1 

^(^.^.^^[^P.^^^^^dy  +  'j'dz] 
'^        ^\dx        ^  dy    -^  ^  dz       J^  ^'  \dx        ^  dy    "^  ^  dz} 

Da 

dr}  =  pdi+  qd^, 
folgt : 
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\.^\  0^^       ^N.  ' 


13)  dy  =  pdz  -{-  gflJC  +  {^ 


-»{s- 


+  '=?''  +  r^4 


dy 


+  i--^){P,ä.  +  'Aäy  +  '' 


!-}• 


rfy  d 

Diese  Gleichnug  würden  wir  ebenfalls  erhalten,  wenn  wir  ^ri^  als 
den  Dnrchsclinittspnnkt  zweier  unendlich  nahen  Tangentialebenen,  also 
bei  der  Differentiation  als  constant  betrachten. 

Soll  12)  wirklich  als  Tangentialebene  einer  Fläche  angehören,  so 
müssen  alle  durch  unendlich  kleine  Znnahmon  von  xyz  erhaltenen  Ebe- 
nen den  Berühmngspunkt  £i}^  als  gemeinschaftlichen  Dnrchschnittspunkt 
besitzen.  Da  das  Verhältniss  der  Zunahmen ,  dx,  dy,  dz  ein  willkür- 
liches ist,  muss  die  obere  Gleichung  in  die  drei  zerfallen: 


14) 


15) 


16) 


^^-«+^:(-^)+^"=o. 


'i(^-^>+g(-^)-» 


0, 


dp 


dg 


(z-J)  +  ;j^(a:-|)+p  =  0. 


dz  dz 


Damit  diese  drei  Gleichungen  sich  nicht  widersprechen,  muss  ihre  De- 
terminante Null  sein,  also: 

iE  ij 

dx'  dx'        ^ 
dp     dg    _ 
dy'   dy' 

d_p   ig 

dz'  dz'        ^ 

Bezeichnen  wir  den  Werth  der  Determinante  mit  Ä;  wird  die  erste 
Horizontal -Reihe  mit  9),  die  zweite  mit  ilf  multiplicirt,  so  erhält  man 
durch  Addition  der  Horizontalreihen: 


=  0. 


I 


'  ^  ^x'  ^  dx' 


dp        dg 


_         \      dp        dg 
^  dy        dy 


gv 


dp    .        dp   .   dp 


dp 

dz' 
dq 


dq 
dz' 


dz'^  dx^  ^  dy^  dz'    ' 


dp 
^  dy' 
dp 
dz' 


dq 
dy 

dz'        P 
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Mnltipliciron  wir  die  zweite  Vertical  -  Colonne  mit  q)  und  nddiren  als- 
dann die  erste  hinzu,  so  erhalten  wir,  indem  wir  Gleichung  1 1)  berück- 
sichtigen : 

(ix  di/        dz 


^ 


Aus  den  partiellen  Ableitungen  der  Gleichung  7)  folgt 

Die  nicht  geordnete  Gleichung  6)  lautete: 

(dtp    ,       dq>\         diU    ,       d*p 

ndz  +  ^'d);)-  d,  +  ^"inj' 

Folglich:  Ä  =  0. 

Der  so  gefundene  Punkt  S,  i?,  ?  liegt  in  der  Geradon  des  Systems. 
Denn  setzen  wir  .r  —  J  ==  qp  (r  —  f)^  so  folgt  aus  Gleichungen  14),  15) 
und  16),  dasB  sein  ronsste: 


dx'^^dx         d'z'^^dz 


^P    , 


^4 


'7  P 

oder  Gleichung  7)  und  ihre  partiellen  Ableitungen  benutzend: 

dijf  d(p  (d^f  d(p 

dx   "  ^  dx  ^  ~  '^  |r/,/  "~  ^  iüj 


dUf 


dq>  id-i^)  drp\ 


dz 

Die  erste  dieser  Gleichungen  roducirt  sich  auf  5),  die  zweite  auf  6). 

Wir  finden  demnach  keine  weitere  Bedingung,  als  dass  der  für  q 
in  9)  gefundene  Ausdruck  der  Gleichung  5)  oder  8)  genüge;  diese  Be- 
dingung genügt  zum  Aufsuchen  der  Fläche  der  Punkte  |,  ^,  ?,  wie  zum 
Beweise,  dass  die  Tangenten  dieser  Fläche  mit  den  Geraden  des  Sy- 
stems zusammenfallen.  Eliminiren  wir  aus  Gleichung  12),  14)  und  15) 
oder  16)  zwei  der  Variablen,  etwa  x  und  y,  so  fällt  auch  z  weg.  Sehen 
wir  nämlich  z  als  eine  durch  14)  und  15)  bestimmte  Function  von  x 
und  y  an,  bringen  Srämmtliche  Glieder  von  12)  auf  eine  Seite  und 
nehmen    das   totale   Differential    dieser   Seite,    so   zeigen  Gleichung   14), 
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15)  und  16),  dass  das  Differential  dieser  Seite  gleich  Null,  der  Aus- 
druck daher  von  X  und  y.frci  ist.  Wir  erhalten  demnach  die  Gleichung 
der  Fläche  zwischen  |,  i/,  f,  indem  wir  aus  Gleichung  12),  14),  15) 
oder  16)  die  Variablen  x,  y,  z  eliminircn.  —  Die  Difforentjalgleichung 
dieser  Fläche  ergiebt  sich  durch  totale  Differentiation  von  12)  und  wird 
infolge  der  Gleichungen   14),   15)  und   16): 

dri  =  /)</?+  qdt 

Die  Tangentialebene  der  Fläche  wird  also  durch  Gleichung  12) 
ausgedrückt.  — 

Von  einem  beliebigen  Punkte  .r,  //,  z  kann  in  dieser  Tangential- 
ebene stets  eine  Tangente  an  die  {"lache  gelegt  werden,  für  welche 

<.  X  —  t 

also  deren  Projection  in  der  A'Z-Ebene  bestimmt  ist.  Da  nun,  in- 
folge der  Gleichung  der  Tangentialebene,  die  zweite  Gleichung  dieser 
Tan^nte  lautet: 

ferner  nach  Gleichung  7)  />  -|-  gqp  =  i^,  folgt,  dass  die  Gleichung  dioset 
Tangente  mit  derjenigen  der  durch  den  Punkt  x,  y,  z  bestimmten  Ge- 
raden des  Systems  übereinstimmt.  Unsere  Entwickelung  liefert  dem- 
nach  den  Satz: 

Die  Geraden  eines  nicht  endlich  bestimmten  Systems 
tangiren  eine  Fläche,  wenn  der  in  9)  für  q  gefundene 
Ausdruck  der  Gleichung  5)  genügt. 

Bei  Herleitung  dieser  Fläche  aus  der  Gleichung  12)  ihrer  Tangential- 
ebene gingen  wir  von  der  Annahme  aus,  dass  sich  die  Tangential- 
ebenen, welche  sich  durch  die  unendlich  kleinen  Zunahmen  von  x,  //,  z 
bilden,  alle  in  einem  Punkte  schneiden.  Soll  die  Fläche  abwickelbar 
sein ,  so  schneiden  sich  diese  Tangentialebenen  sämmtlich  in  einer  Ge- 
raden.    Die  Gleichungen,  aus  welchen  sich  die  Fläche  bestimmt,  lauten: 

12)  y^n  =  p(z-^-S)  +  g{x-^), 

Die  Gleichungen  14),  15),  16)  sind,  wenn  Gleichung  9)  erfüllt  wird, 
▼on  einander  abhängig,   so   dass  bei   der   folgenden  Entwickelung  stets 
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^-^'^>'-»  ^  •  ^  A 


eine  derselben  unberücksichtigt  bleiben  kann.  Damit  sich  nnn  ans 
Gleichung  12),  14)  und  15)  kein  Darchschnittspnnkt,  sondern  eine 
Durchschnittslinie  ergebe,  müssen  die  Unterdoterminanten  der  dritteB 
Ordnung  dieser  Gleichungen  Null  sein;  also: 


d  q    dq 
^'  dx"  dy 

dq       dq 

^'  dx'   dy 

—  1,    0,0       =0, 

,      -  1  ,      0,  0 

dp     dp 
^'  dx'  dy 

»                                                     1 

0,      q,-l 

Die  eiste  Determinante  giebt: 

dq    dp 
dx    dy 
oder : 

dq     dp        ^ 
dy    dx 

dp 

1? 

dx 
dp 

dx 
dq 

dy 

dy 

Die  zweite  Determinante  liefert: 

dq 
dx"^ 

dy 

=  0. 


Diese  beiden  Gleichungen  lassen  sich  zusammenfassen  in  der  Form: 

dp        dq 
.  dx        dx 

'^^  d-p  =  7q=-"^ 

dy        dy 
Von    diesen    beiden    Bedingungen    folgt   jedoch    eine   aus    der    andern. 
Denn  aus  beiden  ergiebt  sich: 

dp    n        dq 

dx"^  ^  dx  _  _ 

.   dy^^  dy 
Differentiircn   wir   Gleichung    7)   t/;  =  />  +  ^9   partiell    nach   x  und  y, 
so  folgt: 

dp  _.       dq        dilf  dtp 

fix  dx        dx  dx 


Demnach  muss  sein: 


dp    1^      dq  d'^  dtp 

dy'^'^  d~y  dy^'^dy 

dtlf  dq) 

d  X  dx 


di\)  d<p 

dy~^dy 


oder 
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dfp 

dy 

Diese  Gleichang  ist  jedoch  die  schon  früher  entwickelte  Gleichung  5). 

Die  Gleichungen  17)  zeigen,  dass  Gleichung  14)  durch  Multipli- 
cation  der  Gleichung  15)  mit  q  entsteht.  Damit  Gleichung  16)  in 
diesem  Falle  mit  14)  oder  15)  ühereinstimme,  muss  sein: 

dp      dp      dp        da      da      da 

*-^^^»     •     ^^™^»     •     ^m^mm^       S^^S    ^M*^—     •     «^v^»     •    ■ 

dx  '  dy  '  dz        dx  '  dy  '  dz^ 

dy        dz 
Diese  letzte  Gleichung  folgt  vermittelst  der  früher  bewiesenen  Gleichung 

^  rfy    '    dz^^Vdy^  dz) 
aus  der  vorhergehenden  Proportion.     Diese  Proportion  wird  nur  erfüllt, 

wenn  9.^=^  f  (p)- 

Aus  Gleichang  11)  folgt  ferner,  dass  in  diesem  Falle: 


Der  Gleichung 


dp   ,       dp    .    dp        „ 
dx^  ^  dy 


wird  genflgt  wenn 

■ 

F(q,z)-\-q-x=^y  +  G[z) 
oder,   da  9  — •  f[p),  wenn 

F{p,z)  +  x.f{p)=y-\-G{z).      ■ 

Die  Auflösung  der  Gleichung  -p  -|-  p  -^  =  0 

i«t  H(p.x)+p.z^y  +  K(x). 

Ans  beiden  Auflösungen  folgt  die  allgemeine  Auflösung: 

y—p.  z  —  xf(p)  +  F{p)='0. 

Die   gefundenen  Auflösungen    der  partiellen  Differentialgleicliungen 
sind  die  für  abwickelbare  Flächen  geltenden  Gleichungen. 


Die  Gleichungen  5)  und  8)  des  vorigen  Abschnitts  lauten: 
*^  rfy*   +W        dy)^       dx       ^- 
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Nachdem  die  erste  dieser  Gleicbnugen  mit  9,  die  zweite  mit  ^  mul- 
tiplicirt  ist,  addiren  wir  dieselben  znr  dritten;  mit  Rücksicht  aaf  Gleich- 
ung I)  und  U)  findet  sieb: 

4. ^^""^'y en*^+i 

Jedes  Glied  der  Coefficienten  der  n^^^  Potenz  liefert  in  der  letzten 
Gleichung  drei;  die  drei  Glieder  der  «****  Potenz: 

k!U[n  --[k'^l)]!  dx^dy^dz"-^'''^^^  ^' 
w- w/ d^y  _       /,^'i^ 

(^  +  1)  /  (/  —  1)  /  [n  —  (k  +  /)]  /    rfx*  +  ^(fy'->^rfz''-^^  +  ^'^^       *^ 

liefern  in  ihrer  Entwickclung  stets  ein  Glied,  welches  mit  gp*  +  ^  ^  mul- 
tiplicirt  ist,  so  dass  wir  die  letzte  Gleichung  auch  schreiben  können: 

2:1—   -^-    -    -   + :.      -±^ 

^  {k+i)!{l'-l}![n—(k  +  lj]!j     dx^-^^di/dz'"^^'^')^         ^ 

n!  _        •         (w  +  1)/  k_+  1 

kuVln  —  (A:  +  /)]/  ~  (k  +  1}  ///  [n  —  {k  ^  /)]/  *  n  +1' 

[k  -f-  iy.'  //T«  —  (^  +  ^  -F^)] '  "~  (^+  1)' ^•'1«  —  (^  +  ÖF'     ^  +1     ' 

n!  _  {n  +  1)/  /_ 

{k  +  1)/  (/  -  1)/  [n  —'[k  4-^/)]  /  ~  (k  +  1)/  //[«  --  "(A-  +  /)]/*«  +  !* 

Diese  Werthe  eingesetzt,  geben: 

(A-  +  l).'7.'[n-(Ä  +  /)].'*</i*  +  'rfy</i"-<*+')'^         ^ 


Von  ür.  Geisenheimbr.  '        47 


^  dx~  ^  dy  ~  dz 

dtb    ,        d-ib    ,     dtb 
dx  dy         dz 

Dieses  sind  die  Gleichungen  I)  und  II);  sie  genügen  zum  Beweise,  dass 
alle   Coefficienten  gleich  Null  sind. 

JDifTerentiirt  man  I)'  partiell  nach  x,  y  und  ;,  so  folgt: 

dq>    dq>  j.        d^  (p         dg>  d^  d"^  q>  d^  q>    

dx'  dx'^  ^  dx'^    "^  dy  Jx^  ^  dxd'y  "*"  dx  dz  ~    ' 

dx' dy"^  ^  dxdy'^  dy  dy  '^  ^    dy^'^dydz  * 

dtp     dq>  j^       rf'  9    j^  dq)  d^f  •,  d^  q)  d'^  tp 

dx'Tz'^  ^dxdz"^  dy  Jz   "^  ^  dydz'^     dz^    =     • 

Wird  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  cp,  die  zweite  mit  if;  multiplicirt 
und  werden  alsdann  die  drei  Gleichungen  addirt,  so  folgt,  unter  Be- 
nutzung der  Gleichungen  I)  und  II): 

(p^  -— ^  +  2  (p^f  -— ^  +29?  ^— ^    +  2  1/;        ^ 


da:^  dxdy  dx  dz  dy  dz 

Die  liuke  Seite  dieser  Gleichung  ist  der  Coefficient  der  zweiten  Potenz. 
Der  Coef&cient  der  r^^^  Potenz  der  Entwickelung  für  qo  lautet: 

„  n\  d^'tp  ^    , 

k!l!  [n  —  {k  + /)p     dx^  dy'  rfz"  -  (^  +  0  ^  *  ' 

Dieser  sei  gleich  Null;  so  erhalten  wir,  diesen  Coefßcienten  partiell  nach 
X,  y,  z  differentiirend : 

^  rfx*  dx/dz^  -  t^  +  ')  \dx  ^    ^ 
'^dx^  +  '  dy'dz'*-^^-^'^'^    ^    |  — 0, 

~  rfa;^  rfy  rfz'»  -  (Ä  +  0      dy  ^    ^ 


+  ,.„;t  .../l  ,  ..^-  ik  4-  /,  y^'  vi  =  0. 


d"-^^  (p 
dx^  dy^  +  ^  (/z«  -  ^^  + 
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it/'/ /  [n  —  (^  +  /)]  /  \(ix^  dl/  dz''  ~~<^  +  'J       rf z  '^         ^ 
^  dx^  dt/  dz'^-^^  +  O  '  dz  ^  ^ 

"*"  dx^  dyÜ?  +  '^-  (^-'»  ^   t/j  =  0. 

Nachdem  die  erste  dieser  Gleichnugen  mit  9,  die  zweite  mit  ^  mul- 
tiplicirt  ist,  addiren  wir  dieselben  zur  dritten;  mit  Rücksicht  auf  Gleich- 
ung I)  und  II)  findet  sich: 

2 ^•--  / ^^-^ «*  +  I  ^ 

+      ,      //-'-^^y «,*,^+i 

"'"rfa:*rf7rft«"+^-cAr  +  7)  9>   ^    |  —  0. 

Jedes  Qlied  der  Coefficicnten  der  n^^^  Potenz  liefert  in  der  letzten 
Gleichung  drei;  die  drei  Glieder  der  n^^  Potenz: 

nj d*"  <P  .. 

kill  [n  — >'+  /)]  /   dx''  dy^dz"  -  (*  +  0^   ^' 

(k  +  i)  /  //  [n  -^  +  Jy]~l  dx^  +  ^  dt/  rfl"'^  (*  +  ' +~i>  ^         "^  • 

(;t  +  1)  /  (/  —  1)  /  [n  —  [k  +  l)]  !    </x*  +  1  dy'  -  ^dz^  -  (^-  +  Ö  '^       ^ 

liefern  in  ihrer  Entwickelung  stets  ein  Glied,  welches  mit  gp*  +  *  tf/  mol- 
tiplicirt  ist,  so  dass  wir  die  letzte  Gleichung  auch  schreiben  können: 

^/ ^1 + :.-       ""^ 

^  {k+ \)l  {1  —  1)1  [n—(k+lj]!j     dx^-^^dt/dz**-^^-^^)^         ^ 

nl  _  _  •         (w  +  1)/  Ä_+  1 

kl  II  [n  —  [k  +  l)]l~  (^  + 1}  /  //  [n  —  {k  ^  /)]/  '  n  +1' 

«/  __  ('*  tLL^'  n—k  —  l 

[k  +  ij/  //X«  —  (A:  +  T-Pl)]"/  ""  (A-  +~l)r7/  [^—  \k  +  Ö]/ "  "  n^i~^ 

nl  _  («  +  1)  /  /_ 

(A:  +  1)/  (/  -  1)/  [«  -  (Ar  + /)]  /  ~  (^  +  1)///  [n  -- (A-  +  /)]/•„+  1* 

Diese  Werthe  eingesetzt,  geben: 

(«  +  !).'  d'  +  'v  ^  +  i-^_0 
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Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  den  Coofficienten  der  (n  4~  1)^^" 
Polens  dar;  da  nun  der  Coefficient  der  ersten  Potenz  Null  ist,  folgt, 
daas  anch  alle  folgenden  verschwinden.  —  In  ähnlicher  Weise  folgt, 
das8  mit  ip  anch  ^  constant  hleiht. 

Die  Gleichungen  I)  und  II)  sind  hinreichend  undnoth- 
wendig,  damit  die  Functionen  q>  und  tf;  constant  blei- 
ben, wenn  sich  die  Variablen  um  den  Functionen 
proportionale  Werthe  ftndcrn. 

Obgleich  die  Gleichungen  5),  6),  8)  nicht  mehr  in  derselben  Weise 
wie  bei  einem  nicht  endlich  bestimmten  System  sich  ableiten  lassen, 
bleiben  doch  ihre  Richtigkeit,  wie  die  Folgerungen  bestehen.  Durch 
jede    Gerade    des   Systems    Iftsst    sich    also    eine    Ebene    legen,    deren 

Gleichung 

y  —  iy  =  p  (2  _  f)  -f  ^  (a:  —  J). 

Diese  Ebenen  tangiren  eine  Fläche,  welche  sich  durch  Verbindung 
der  Gleichung  der  Tangentialebene  mit  ihren  partiellen  Ableitungen 
nach  üc,  y,  z  ergiebt.  Da  sich  für  q  zwei  Wertlie  finden,  erhalten  wir 
swei  verschiedene  Flächen,  finden  demnach  den  Satz: 

Die  Geraden  eines  endlich  bestimmten  Systems  tan- 
giren zwei  verschiedene  Flächen. 

Zur  Erlangung  dieses  Satzes  lässt  sich  ein  zweiter  Weg  einschlagen, 
welcher  die  Natur  eines  endlich  bestimmten  Systems  deutlicher  zeigt. 

Mit  Vernachlässigung  der  unendlich  Kleinen  zweiter  Ordnung  lassen 
rieh  stets  zwei  Gerade  des  Systems  finden,  welche  sich  schneiden.  Be- 
dentet  x,  y,  z  den  die  Richtung  bestimmenden  Punkt  einer  Geradon, 
i»  fh  t  den  Dnrchschnittspunkt  mit  einer  unendlich  nahen,  so  können 
wir  ihre  Gleichungen  schreiben: 

(«  —  1)  —  (« —  f)  9>  (a:,  y,  0»  y  —  n  =  (.^  —  0'^  (^»  y>  -)• 

Um  die  Gleichung  eines  unendlich  nahen  Strahls  zu  erhalten,  setze 
man  statt  x,  y,  z  ihre  um  unendlich  kleine  Incremente  vermehrten 
Werthe.  Soll  der  Punkt  §,  17,  i  gemeinsam  sein,  so  müssen  die  Gleich- 
ongen  gelten: 

Aas  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

dx  —  (pdz 


III)  z-?  = 


dx  ^   dy     *^    '    dz 


S«iUcliriA  f.  M Athemttik  n.  Physik,  XVIU,  1. 


5()  lieber  Strablensysteme  etc. 

Aus  der  zweiten  folgt: 

dy  —  ilfdz 


r-t  = 


d^  ,^    i_dr^   ,      idif 
-     rfa:  +  T-  rfy  +  -     dz 
dx  '   dy  dz 


Da  diese  Werthe  übereinstimmen  müssen,   ergiebt  sich  als  Bedingnn] 
gleicbnng: 

d<p  dtlf  ,■ 

Ersetzt  man  --  nnd  —  durch   die   sich  ans  Gleichung  I)   and  TT)  < 

gebenden  Ausdrücke,  so  folgt: 

(rfa:  -  g)  d?)  (^  (dar  -  v  dz)  +  ^  (dy  -  ^  dz)) 

=  (dy  -  t(;  dz)  (^1  (da:  -  ,.  de)  +  g  (dy  _  ^  rfj)). 
''?  (dy  -  n,  dzy  +  (^1  -  Jp  (dy  -  1»,  ds)  (dx  -  7  dz) 


dy 


--£(dx-ipdzy  =  0, 


dq>   Uly  —  ^Mf  l^     I     (d<p        di^\      dy  —  ^dz        dip 
dy   \dx —  (pdzj  \d.v        dy)      dx —  q>dz         dx 

Aus  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  5)  folgt: 

dy  —  i\)  dz 
dx  —  (p  dz 

Wir  erhalten  demnach,  da  q  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Wert 
besitzt,  zwei  Differentialgleichungen  als  Bedingung  des  Durchschni 
zweier  unendlich  nahen  Geraden.  Die  letzte  Gleichung  für  q  gie 
geordnet : 

IV)  dy  —  p  dz  —  q  dx'=  0,   da  qq>  —  if;  =  —  p 

eine  totale  Diflerentialgleichiing,  wenn: 

Pdx  +  Qdy  +  Rdz  =  0, 
i«t  ingrabel,  wenn 

AVondeu  wir  dies  auf  Gleichung 

IV)  q  dx  —  dy  +  (tf'  —  qqi)  dz  =  0 
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•  -- ^ ^^-^^^--^-^.^^^rf"  -^  * >•  ^^-.•'.^ ^^  " ^ ^ *^.^^ ^  •--  ,'-.-^'-''. 


an,    8o   folgt,    dafis  zur  Integration  sein  muss: 

V-     dy~^dy^^dy)       \dx      ^  dx      ^  dx      dzj^^^      ^    '  dy 

\dy^^^\dx        dyj        dx\^  \^  dx^^dy^  dzj 
Die   erste  Parenthese  ist  nach  Gleichung  5)  Null.    Demnach  mtisste  sein: 

'^dx'^'^dry+  d'z-^' 
Die    Differentiation  der  Gleichung  5)  nach  x,  y,  z  giebt: 

dy^da:~\dx       dy  J  dx^  dx  dy  ^    ^  \dx^       dxdy)^       dx'      / 

<ly^rfy"^Vrfar       dy)dy^dy^^'^\dxdy        dy'^y       dxdy 

dy^dz^\dx       dyJ  dz^  dydz^  ~\dxdz       dydzj^      dxdz 

Nachdem  die  erote  Gleichung  mit   ^,    die   zweite  mit  tf;  multiplicirt   ist, 
werden   dieselben  zur  dritten  addirt  und  wir  erhalten: 

y  dx~^ dy~  dz)  \    ^dy^dx        dy ) 

^  V  dxdy^  ^  dy^  ^  dy  dz)  ^ 

^\j  dx^~  ^  dxdy~  dxdz        V  dxdy^^  dy^^  dy  dz)  \  ' 

y  dx^  ~^dxdy~  dx  dz) 

AiM  den  partiellen  Ableitungen  der  Gleichung  I)  nach  x,  y^  z  folgt: 

cP^  d^fp  d^q)  /dg>  d<p  _.    dq>  d^\ 

^dxdy'^^Tp    '    dydz'^  ""  \dx  ly^  dy  dy)' 

dPfp  d^ip      ,      c/^g)  /dq>  dq>    ,     d(p  dHf\ 

m — f-  tu — f-   =s  -^  I  —     —  -4-    —    l« 

dx^  dxdy        dxdz  \dx  dx        dy  dxj 

Entsprfichend  folgt: 

df*^    i_       ^^    _L    *^^^ Z^'*''  ^^  _L.  ^.^-  <^^\ 

dx'  '^      dxdy        dxdz  \dx  dy         dx  dx) 

Die  obere  Gleichung  wird  hiemach: 


4* 


c 


Uiibcr  Strahle  11  sysl^me  etc. 

X^dx^^dy^  dz)    V    '  dp^  dx        dy) 

dtp  \dv    1    I    (dtp ii^\     __  dv\ 

~  dx\d~!f^    "*■  War  ~  di)^        äx] 

_  "f  (l5e ,» +  (rf.?  _  ^\  „  _  ^ }  =  0. 
fiy  \<i<j  Vrf'c      du)  ^      dx] 

Nach  Gleichung  5)   folgt  liieraiis; 

dff     ,         da    ,     dg 

"d  +  ^Ty+A-" 

Nnch  Gleichung  11)  dcB  vorigen  Abschnitts  ist  also  aach: 

Demnach    int  Gleichung  IV)    iiitegr*ljel.     Die   Glnicbang   einev   Geradw 
des  Systems  genügt  der  Gleichung  IV);    folglich    fällt,    nnuh    einei 
kannten  Satze  iilier  totale  Diffcrcntialgleichiingen,     diese  Gerade  i 
dnrclf  IV)  aasgedriickto  FlÄihe.     Da  jedoch    »wei   aufeinander  folgend«  ~" 
Geraden  dieser  Fläche  sich  schneiden,  so  ist  dieselbe  abwickelbar. 

Zur  Lüsnng  der  totalen  Ditferentialgleichuug  kann  man  in  fol- 
gender Weise  verfahreu  :  Man  denke  die  aufeinander  folgouden  Strahlen 
bin  zn  einer,  auf  der  Z-Axe  seukrechteu  Ebene  verlängert,  und  saciM : 
iu  dieser  Ebene  die  Curve,  filr  demi  Punkte  die  durch  sie  hestimmtea 
Strahlen  sich  schneiden.  Da  jetzt  ;  conslant,  ist  die  Gleichung 
Curve: 

dy  —  g  dx  ^  0. 

Legen  wir  durch  die  Cnrve   die  Linien,  deren  Gleichungen 

,  _  ,  =    ^  ~  "    ^    y  —  " 

V{x.  y.  z)         %•  {X.  y,  zy 
wo  H,  P,  «t   die    Coiirdinaten    eines    beliebigen  Punktes,    so  {erhalten 
eine   Fläche,    für  welche    die    durch   zwei    unendlich    nahe   Punkte    be- 
stimmten Geraden  sich  schneiden,  welche  also  mit  der  oben  gefundeni 
znsammeufallen    ninss.      Diese   FUche    wird    gefunden,    indem    ans    d 
Gleichung  liTer  Cuno  und  den  beiden  der  Linie  die  Variablen  x  and  J 
eliminirt  werden. 

Da  sich  für  q   im  Allgemeinen    zwei    verschiedene  Werihe,    und    i 
auch  zwei  verschiedene  Flächen  ergehen,  findet  sich  der  Salz: 

Die  Strahlen  eines  endlich  bestimmten  Systems  bildn 
die  Kanten  je  zweier  Systeme  abwickelbarer  Flachen. 
Ein    Beispiel    der   Anwendung    dieses    Satzes   bieten    die    Nonnaleo 
einer  Fläche,  welche  sich  in  den  abwickelbaren  KrümnuingsflScIien    ver* 
neiigon  lassen. 
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»,<*   '*■/-->  f^*^* 


Die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichung  IV)  ist  in  der  Form  ent- 
halten: 

i^(«,  y,  «)  =  c; 

soll    die   hierdurch  ausgedrückte  Fläche   durch   einen  Punkt  .T| ^  y\t  Z\ 

laufen,  so  ist  c  =  F  {x^y  ^p  z^). 

Die    Oleichung    der    Tangentialebene    dieser     abwickelbaren 

Fläche  ist: 

»  —  p  •  w  —  uf{j^,  c)  =  H  (p,  c), 

da     nach    den    bekannten    Sätzen    über    abwickelbare    Flächen    q    und 
y  —  pz  —  qx  Functionen  von  p  sind. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  dieser  Fläche  finden  sich,  indem  man 
die  der  Tangentialebene  nach  p  diiferentiirt ;  es  wird: 

fv + rip)  u = -  B' ip). 

Die  Gleichungen  der  Geraden  lassen  sich  auf  die  Form  bringen: 

w+ur(p)  —  s'ip), 

V  +  « [pf  (p)  -  f(p,  c)]  =  B[p,c)-  pH'  ip). 

Falls    die   Gerade  durch  den  Punkt  x^,  y^,  Z|  geht,    lassen  sich  diese 
Gleichungen  umwandeln  in: 

r(p) 


w  —  z,  =  —  f  [p)  [u  —  a:i)  =  — TT,  V        ^/       X 

1  I    XHJK  V  pf  (p)—f(p,c) 

Da  diese  Gleichung  mit  der  der  Geraden  d6s  Systems 


[v  —  yy)' 


u 


X 


w 


1 


» —  yi 


übereinstimmen  muss,  so  folgt: 


^  (^lyViy  2|) 


9>(«i.yi.«i)  =  — 


^(a^pyi,  «i)  = 


pt(p)-f{P^o) 


Eliminirt  man   aus  diesen  beiden   Gleichungen   c,   so  findet  sich  p  als 
eine  Function  von  q>  und  t^.     Hieraus  ergiebt  sich  sofort  der  Satz; 

Bei  einem  endlich  bestimmten  System  sind  die  Winkel 
der  Tangentialebenen,  welche  sich  durch  die  Ge- 
raden legen  lassen,  Functionen  der  Winkel  dieser 
Geraden. 

Der  Beweis   dieses    Satzes   ist   auch   mit  Hilfe   der  Functionaldcter- 
minante  der  Functionen  97,  t/;  und  p  zu  führen. 
Diese  Determinante  ist: 

d(p  ^.        dtp  j^  dq>    dq>    dq> 
^dx'^^d^'^d'z'  dy'  d^ 


dg>    dtp    dtp 

dx'  dy'  dz 

dfff    d^    diff 

1 

dx'  dy'  dz 

9> 

dp     dp     dp 
dx'  dy'  dz 

rftf;  j^      d'^  ^^  di^    d'^    dtff 
^dx'^^dy'^  dz'  dy'  d~x 

^  dx  ~  ^  dy  ~  dz'  dy'  dz 


=  0. 


54  lieber  Strahlcnsystomo  otc. 

Die  Geraden  des  endlich  bestimmten  Systems  geboren  den  Rüek« 
kehrkanten  der  Flächensyst^^^me  als  Tangenten  an.  Der  Ort  dieser  Bück- 
kehrkanten  eines  Flächensystems  findet  sich  als  Ort  der  Durchschnittg- 
pun([te  aufeinander  folgender  Geraden.     Es  war 

(ix  —  q>dz 


UI)  r~J:  = 


dtp   ,       1^9,      I    ^^  j  ' 


-  dx  —  (p  dz 

g  (dx  -<pdz)+y^idy  —  i,dz) 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichnung  5)  seien  q^  und  ^39  welchen  die 
Werthe  P]  und  p^  entsprechen  mögen.  Wählen  wir  das  abwickelbare 
Flächensystem,  dessen  Tangentialebenen  die  Gleichung  befolgen: 

7,  dx  —  dy  —  ;>,  dz  =  0, 

80  (olgt  für  den  Ort  der  Kückkehrkanten: 

~  djp  d^ 

dx'^^^dy 

Dieselbe  Gleichung  erhalten  wir  bei  Bestimmung  der  Fläche,  welche  die 
Tangentialebene  besitzt: 

y  —  »?  =  (72  (^  —  Ö  +  P2  (^  —  ö- 
Denn  für  diese  Gleichung  lautet  Gleichung  15): 

1  1 


Nach  Gleichung  5)  ist 


dy  ^^  dy         dy         ^-  dy 


dijf        dq> 

,  dx        dx 

^1   +  (72  =  - 


demnach  wird 


dg> 

dy 


d'^  dq>         dg>    ^^       dtp 

dii~^''dy  dx'^^^dij 

Die  bdden  abwickelbaren  Flächen,  welche  längs  einer  Geraden  des 
Systems  laufen,  seien  A^  und  A.^'^  A^  habe  seine  Kückkehrkante  B^  auf 
der  alle  Geraden  des  Systems  taugirenden  Fläche  Ei ,  A2  seine  Kück- 
kehrkante /?2   auf  der  taugirenden   Fläche  AV     A^   schneide  JFj  in   der 
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>,.^\.r^    r  \.f   ."Xr -^V,*^     ■«   ^—»"S     'N  ^\.^Kr'^.'' 


Oinre  X,.    Nach   der  vorhergehenden  Entwickelung  haben   A2   und   J^j 
gleiche  Tangentialebenen;    daher  wird   ^2    erhalten,    indem   mau  längs 
der  Carve  L^    die  Tangentialebenen   von   E^   legt.     Die  Durchschnitts- 
Iinie  sweier  aufeinander  folgenden  Tangentialebenen  liefert  eine  Kante 
▼on  J^.    Diese  Kante  ist  für  den   Durchschnittspunkt  von  Zj   und  R^ 
die  tan^rende  Gerade  des  Systems.     Nach  einem  Satze  von  Dupin  über 
die  Indicatrix   der  Flächen    ist    die   Richtung,    nach    welcher  sich   eine 
Tangentialebene  bewegen    muss,    um   als   Durchschnittslinie   zweier  un- 
endlich nahen  Lagen  eine  bestimmte  Tangente  zu  erhalten,  conjugirt  zur 
Kichtung  dieser  Tangente.     Demnach  sind  im  Durchschnittspunkto   die 
Sichtangen  von  L^  und  B^  conjugirt. 

Hieraus  folgt,  dass  mit  dem  System  der  Kückkehrkanten  /^^  auch 
Ateta  das  System  der  Linien  Zj  bestimmt  ist.  Wird  das  System  der 
Linien  R^  durch  die  Krümmungslinieu  gebildet,  so  sind  die  Curven  L^ 
die  anderen  Krümmungslinien  der  Fläche.  Da  bei  einer  Kugel  con- 
jugirte  Richtungen  stets  einen  Rechten  bilden,  durchschneiden  sich  die 
Liinien  beider  Systeme  auf  einer  Kugel  orthogonal. 

einen  bemerkenswerthen  Specialfall  bilden  die  Systeme,  welche 
durch  die  Normalen  einer  Fläche  gebildet  werden.  Für  diese  ist  der 
Winkel  der  Flächen  J^  ""und  ^2  ^^^  rechter;  der  allgemeine  Ausdruck 
dieses  Winkels  ist: 


cosa  • 


— i» 


daher  ist  im  betrachteten  Falle 

1  +  Pi  P'i  +  !?i  !?2  =  0, 

1  +  (^  —  Ö'i  <P)  (^—  ^2  9>)  +  ^1  5'2  =  Ö» 
1 +  *'-((?!  + y2)9>*  +  ?i  ^2  (1  +  9>')  =  0, 

nnd  hieraus  folgt  mit  Hilfe  von  Gleichung  5): 

Diese  Bedingung  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 

r/qp  __       rfqp  _  cft^  __       f/i/; 
^  dy        ^  dz        dx        ^  dz  ' 

Umgekehrt  folgt,  dass  die  Geraden  eines  Systems  die  Normalen  einer 
Fliehe  sind,  wenn  A^  und  A^  einen  Rechten  bilden.  In  diesem  Falle 
ist    die    letzte    Gleichung   erfüllt;   die  Bedingung  der  Integrabilität  der 

Gleichung 

dz  -{-  q>  dx  -{-  i\}  dy  =  0 

nillt  mit  dieser  Gleichung  ziisammen.  Die  Normale  der  durch  die  Diffe- 
rentialgleicfaong  ausgedrückten  Fläche  ist: 


rpliec  ScrHlileusyEt^mn  elc. 


l»!.. 


die   Geraden    des   Systems   stehen    also   »nf    der   darch    die    Differential 
glcichnng   aatigedrückten    Flädie    senkrecht.    —     Der   Winkel    zwiecl 
J,    nnd   ^j  viril    durcb    die    Tnngentinlebenen    dieser   Flächen    gebitilel 
Di«  Tangentialebene   an    ,<,  fKllt   mit    der'  oscuUirenden  Ebene  von 
die  Tangentialebene   an  A.^  mit    der   Tangentialebene   an   £,  ztuamni 
bilden  ^1   und   ^j  einen  Kecliten,  so  steht  die  oscnllatorische  Ebene  voi 
A,  also  EPnkruclit  zur  Tangentialebene  von  £,.     llierans  folgt,    da« 
eine  kUrseste  Liüie  der  Fläche  ZT,   wird  und  wir  erhalten  den  Sata: 

Die  Rjjckkehrkanten  der  Kriimmungsflächen    sind   ( 

kürzesten  Linien  der  Flächen  der  Mitlelpnnkte  grnsst« 

nnd  kleinster  Krümmung. 
Da  die  Tangenten  der  Rdckkcbrkante  A,  normal  znr  Kriimmnng 
Unie  stehen,  so  ist  R,  eine  Evolute  der  Kriimmangslinie.  Die  Pniflftc 
der  Krümmnngslinic  ist  demnach  eine  durch  Ä,  laufende  abwickelbi 
Fläche,  in  welcher  R,  eine  küi-zeste  Linie.  |Kacb  dem  Satze,  dnss  <l! 
Evointen  einer  Raumcarve  kürzeste  Linien  ihrer  Foiflache  bilden.] 
kürzeste  Linie  ^^^  mnss  demnach,  mit  der  Polfläche  abgewickelt,  eil 
Gerade  geben.    Bedeutet 

g  das  Krümmangsmass  von  ß,; 

i  den  Winkel  der  oacullatnri sehen  Ebene  von  A,  mit  der  Tangentia 

ebene  der  abwickelbaren  PoIflSche; 
;,   das    Krtimmungsmass    der    abgewickelten    Linie.   R^,    bo    iet    nae 

einem  bekannten  Satze 


Da  A,  abgewickelt  mit   d( 
ist,  folgt 


Si  =scosi. 
■  PoIflSche,    ei 


1  Gerade   giebt,    aho   ;,  = 


coji  =  0,  1  =  ^ 


Die  gesuchte  Polfläche  ist  demnach   so   beschaffen,    dass   ihre  Taa-  \ 
gcutialebene    senkrecht  stur  oscuUatorischen    Ebene    von    j?,    steht.      Die  \ 
Flache,  welche  dnrcb  die  an  £,   längs  der  Cnrve  Ä,  gelegten  Tangential- 
ebenen gebildet  wird,    ist    die  eiaaige,  welche  dieser  Bedingung  gen 

Die    KrUinmangBmiltel  punkte    der    Krümmnngslinie    liegen    in 
Kauten  der  Polflüche;  da  diese  Kaulen  Tangenten  an  E,  sind,  gebi 
durch  zwei  sich  folgende  Tangeutialehcnen,   ist  ihre  Richtung   cnnjo 
XU  Ü.,  und  wir  erhalten  den  Satz: 


Vorbindn 


;slinie      des     Krümmangemittelpmiktei 
ilinie  mit  dem  zugehnrigea  Ktimnmngaj 
aitteipankt  der  Flüche  ist  eVn«  lur  fLäckVfth «kante  dum 


oinor  K.riim 
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Krümmnngsflftcbe  conjugirte  Tangente  *an  den  Ort  der 
Krümmungsmittelpunkte  der  Fläche. 

Bflden  wir  ein  System  kürzester  Linien  auf  einer  Fläche,  so  dass 

durch  einen    beliebigen    Punkt    der   Fläche   nnr    eine    bestimmte    Zahl 

foleber  Cnrven  gehen,  so  bilden  die  von  allen  Punkten  des  Raumes  an 

mt  gelegten  Tangenten  ein  endlich  bestimmtes  System;  für  welches  diese 

kfinesten    Linien    die   Rückkehrkanten    /^j   bilden.     Die    oscullatorische 

Ebene  dieser  Cnrven   steht  senkrecht  zur  Tangentialebene  der  Fläche, 

also  A^  und  A^  bilden  einen  Rechten.     Da  in  diesem  Falle  nach  Gleich- 

ang  Y)  die  Geraden  des  Systems,  also  die  Tangenten  dieser  kürzesten 

Linien,  die  Normalen  einer  Fläche  bilden,  erhalten  wir  als  Umkehrung 

eines  frühem  den  Satz: 

Die  Tangenten  eines  endlich  bestimmten  Systems  kür- 
zester Linien  einer  Fläche  bilden  die  Normalen  einer 
Fliehe. 


ni. 

Untersuchungen    über   die  Fälle,    in  denen  ein   von  zwei  I 

festen  Funkten  angezogener  oder  abgestOBSener  Funkt  eine 

Ellipse  oder  Hyperbel  beschreibt,  deren  Brennpunkte  jene  ,J 

beiden  Funkte  sind. 


Paul  Perlewitz 

AUS  Bsrlip. 


Das  Problem    der  Bewegung   eines  roD    zwei  fefiteu  Punkten  nngi 
zogenen  Punktes  ist  zuerst  von  Enler  {Memoiret  de  Vacademie  de  Berlim^ 
1760)  für  den  Fall,  dase  die  Bewegung  in  einer  Ebene  stattfiodet,  g«IS| 
worden.     Später  haben  Lagrange  (^Anciens  Memoirea  de  Turin,  lomt  IV. 
nud  Mcctinigue  analijlique .  tonte  II)  und  Legendre  {Traite  des  fonctiüKl  J 
dliptiques.  fotne  I)    die  DilferentialgleiclmngkUi  Für  den  Allgemeinen  Fsl 
integrirt,  namentlidi  liat  Letzterer  die  Aufgabe  mit  grosser  Ausfüiitltcfaki 
beliandcll.      Auch  Jacob!    bat    sich    mit    derselben    beschäftigt    (Cre)l«lS 
Journal,    Band  27  und  *2<t}    und    auf    dieselbe    das  l'rincip    des  leUte 
Muhiplicaturs  augewendot.     Seine  Lüaung  iat  auch  tu  »eine  „Vorlesnu) 
über  Dynamik,  herausgegeben  von  Clebsch"  anfgenommeu  worden. 
Thetafunctionen    liat    zuerst  Köuigsberger    in    seiner    1860  erschienen«! 
Dissertation;     ..De    motu   pwtcti  versus  duo  fixa  ci'ritra  altracli"    das    i 
gemeine  Integral    dargestellt.     Auch  Liouville  bat  zwei  Meiliuden 
Lösung    von  DifTereutialgleicbuDgeu    gegeben    {Journal  de  malhemaligvet 
lome  .XI    et  .XU),    die    von   ihm    und    ßerret    {Jutirnal  de  malA^malff. 
Iimr  XJII)    auf    das    vorliegende    Problem    »ngeweudct    sind.      Sern 
B/unentVich  ist  dnun  Aiicb  näher  auf  den  Fall  eingegangen,  auf  den  ancfe 
selioti  Lagt  mit:  >■  .tii/mcrkäHui  gemacbl  \iaUc,  ■wo  äetV*\i.V\  «'vci«  CIIU^b« 
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y  -^  •  •■ 


oder  Hyperbel    be^ichreibt,    deren  Brennpunkte   die  anziehenden  Punkte 
sind,  und  hat  das  Integral  für  diesen  Fall  aufgestellt. 

In  den  folgenden  Zeilen  werde  ich  etwas  näher  auf  den  zuletzt 
erwähnten  Fall,  wo  der  Punkt  sich  in  einer  Ebene  bewegt  und  eine 
Ellipse,  resp.  Hyperbel  beschreibt,  eingehen,  die  verschiedenen  Fälle, 
welche  dabei  eintreten  können,  und  die  sonstigen  Eigenthümlichkeiten 
dieser  Art  der  Bewegung  untersuchen  und  die  Integration  der  betref- 
fenden Differentialgleichungen  mit  Hilfe  der  Tbetafunctionen  ausführen, 
irobei  ich  mich  der  in  Schellbach 's  „Theorie  der  elliptischen  Integrale 
und  der  Tbetafunctionen"  angewendeten  Bezeichnungsweise  bedienen 
werde. 

§2. 

Es  seien  m  und  m  die  Massen  der  anziehenden  Punkte,  2  c  ihre 
Entfernung,  so  sind,  wenn  man  die  Mitte  zwischen  m  und  m  als  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  und  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte 
mls  |-Axe  wählt,  die  allgemeinen  Bowegungsgleichungen  des  angezogenen 
Punktes : 

d^l  _  __  ^(S+£)   _  m'(|  — c) 
dt'  r»        ■  r'3     " 

dPfl  mri  mri 


ro: 


Setzt  man: 

r  +  '''  =  2p,  r  —  r  B=s2  q 

and  nennt  4p  den  Winkel,  welchen  die  durch  den  angezogenen  Punkt 
und  die  beiden  ansiehenden  Punkte  gelegte  Ebene  mit  der  Coordinatcn- 
ebeoe  —  |i}  bildet,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  1)  nach  ein- 
maliger Integration  die  folgenden  von  Legendr e  {Tratte  des  fonctions 
eilipiiques^  J,  p.  411  etc.)  entwickelten  Gleichungen : 

2)  .*=-l5-+  1:^.-  +  ^ 

p-\.  q        p  —  q 


3) 
wo: 


dp  dq 


4) 


Vp      Vq  ' 

Qz={qt  —  c»)  |C}2  +  2  («  —  m)  q  —  A)  —  ß\  c\ 


-    > 


fö  UiitcrMicbmijrcu  über  dir  Fälle  etc. 


^    "  -     ^     *     ^   ^^    ^    ^    ^   m     ^   ^    .       •■^^■««^^-' 


bU'IJt  die  Gleicliung  p  =  a  eine  Ellipse,  9  a=  n  eine  Hyperbel  mit  den 
Jirc^tiiijjiiDkten  m  und  »/  und  der  grossen  (resp.  reellen)  Aze  2«  dar. 
Kfi  fragt  eicb  also :  Kann  p  =  a  (resp.  y  =a  a)  ein  Intimi  der  Gleichung 
1)  sein? 

Zunächst  ist  klar,  dass  es  ein  singnlAres  Integral  derselben  sein 
ijjuss.  Die  siiigulftro  Lösung  ist  aber  nur  in  dem  Falle  statthaft,  wenn 
di<'  allgemeine  Lösung  unstatthaft  ist,  d.  h.  wenn: 

Po       '  «o 

uiKMidlich  wird.  Das  Letztere  findet  aber,  wie  Serret  (Lionville^s  Journal, 
\U\.  l.*i,  H.  .-$0)  nachgewiesen  hat,  nur  dann  statt,  wenn  i\  resp.  Q  den 
Factor  //  —  ;>„  resp.  q  —  q^^  mindestens  in  der  zweiten  Potenz  enthSlt, 
d.  Ij.  W4*,nn  p ''=' Pny  resp.  q  =  q^^  mindestens  eine  doppelte  Wnnel  der 
<ili*i('.hiing  P  «a  0,  resp.  0  «=  0  ist.  Wir  sehen  femer  leicht  ein,  dast  in 
bi'idrii  FllJleii  weder  -|~  ^9  noch  —  c  die  doppelte  Wurzel  sein  kann, 
ilniii  dMiiii  wUrden  die  Scheitelpunkte  der  grossen  (resp.  reellen)  Aze 
iiiil  dm  Hninnpunkten  zusammenfallen,  d.  h.  der  Punkt  würde  im  ersten 
l'ulli:  niji'  ilas  Htüuk  der  $-Axe  zwischen  m  und  m\  im  zweiten  das 
ituKMinbiilb  dinHor  Punkte  liegende  Stück  derselben  durchlaufen.  Soll 
dii|iii|i,nM|  will  wir  iiunidimen  wollen,  die  Bewegung  in  einer  wirklichen 
MlJj|mi)  udiu'  llypitrlxd  stattUnden,  so  muss  die  doppelte  Wurzel  von 
/'      -  n,     i-0H|i.    0  —  <>    »H    dem    zweiten    Factor    dieser   Grössen    ent- 

hllllrll     HOlll. 

Niii-b  dii^Hnii  Hll){itiiit*iuoh  Krörtorungen  wollen  wir  die  beiden  Fälle 

|iiiuiiim1ii|I    bnliiu'hti'ii 

L    BUiptisoho  Bewegung. 

Narb  {i  I  iiiiiMs,  diuiiit  iU'^Y  Punkt  eine  Ellipse  mit  der  grossen  Axe 
*J  «t  und  tl(Mi  ni'oniipunkteu  m  und  m  durchlaufe,  erstens  a  =p^^  (oder 
p,t  =  (i)  sein,  und  »woittMis  iiiUhs  ;>»»<«  doppelte  Wurzel  des  zweiten 
Fnctt»rs  von   /\  d.  b.  von : 

(>•  +  'J  ym  -f-  w)  />  —  ^  =  0 
.-ein.     Das  ^iobt  die  Hedingunpi^^leiohuu^: 

\^m  -|-  mV-  -f  .!(*«=  0 
und  d«inn: 

oder: 

1  (■ "•  +  "•" 
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woraas  sich  mit  Rücksicht  auf  4)  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 

8)  (V  - .O  {<^Po*  +  2  (»I  +  m)  Po  -  ^}  -  B\  c» 

4 

9)  (^o'  -  ^')  {^^o'  +  2  (m  -  m')  ^o  ^  ^}  -  ^'  ^' 

=  ^^-^ ^^-h — ' [COS  ß  —  cos  yy 

zur  Bestimmung  von  A  ergeben. 

§3. 
In    dem  Falle,    wo    die  Bewegung    in    einer  Ebene    vor  sich  geht, 
vereinfachen   sich    diese  Gleichungen    bedeutend.     Es   ist  nämlich    dann 
a  s=s  90^;   also  sina^^  1^    cos  tt  =  0.     Es  wird  daher  auch   ^  ss  0,    die 
Gleichung  für  g>  fällt  ganz  fort  und  die  übrigen  lauten  alsdann: 

wo: 


}/p       fo  ' 


2)  P=  (/^^  -  ^^)  {Cp^  +  2  (m  +  m')  p  -  A), 

P  +  ^       P  — S' 

-.V  ^  o  2  Hl  2  m 

6)  C=:V- 


7)  (Po*-  c^  {Cpo'  +  2  (m  +  m')  p„  -  ^} 

=  iPo-9^oY-^l  (^„^  ^  _,.  ^^,  y),^ 

8)  (?«*  -  c»)  {Cyo^  +  2  (m  -  m')  y„  -  ^} 

_  (Po' -?■)")'•  V  (^„,  ^  _  p„,  yj, 

§4. 
Die   Gleichung  1)  des  vorigen  Paragraphen  giebt  integrirt: 

GemKss   der  Bedeutung  der  Variabein 

/  r  -\-  r  r  —  r\ 

(p  = -^,  ^  ■= -g- j 


Unlois 


cliuni^cu  iibor  die  FRUu  etc. 


I  eine  Ettipse,    g  =^  a  nne  Hyperbel  mit 
ind    der    groHsen    (resp.  reellen)  Axe  2«  dar. 
i  ^  a  (resi),  q  =•  a)  «in  Integral  der  Gleiclmng 


stellt  die  GlPicliUDg  p 
Brennpunkten  m  nnil 
Es  Tragt  sieh  also:  Km 
l)  SFin? 

Zunrichst    ist   klar,    dus  es   ein    eingnlHres  Integral  ders«^lbi 
roiiHs.     Die  sitiguIXre  Lösung  ist  alier  nnr  in  dem  Falb  stattliftD,    wem 
■  Liisaiig  unstattbart  ist,  d. 


9d^ 


n  -/• 


unendlich  wird.  Das  Letztere  findet  aber,  wie  Serrot  (Liouville's  Jonraul 
Bd.  13,  S.  30)  nacbgewiesen  bat,  nur  dann  statt,  wenn  P,  resp.  Q  det 
Factor  p  —  p„  resp.  g  —  ;„  mindestens  in  der  zweiten  Polens  «nlbXlt 
d.  b.  wenn  p  ^=.  p^^,  rcsp.  g  =  g„  inindestenB  eine  doppelte  Wurzel  de 
Gleichung  /*  ==  0,  resp.  0  =  0  ist.  Wir  sehen  ferner  leicht  ein,  dass  i 
beiden  Fällon  weder  -|-  c,  noch  ~~  c  die  doppelte  Wurzel  sein  kanBj 
denn  dann  würden  die  Scheitelpunkte  der  groseen  (resp.  reellen)  A» 
mit  den  Brennpunkten  zusammenfallen,  d.  h.  der  Punkt  würde  ini  arsUm 
Falle  nur  das  StUck  der  g-Aze  zwischen  m  nnd  m,  im  zweiten  dsi 
ausserhalb  dieser  Punkte  liegende  Sttick  derselben  durchlaufen.  Sol 
dagegen,  wie  wir  annehmen  wollen,  die  Bewegung  in  einer  wirklichei 
Ellipse  oder  Hyperbel  stattfinden,  so  mnss  die  doppelte  Wnrsel  voi 
P  •=  0,  resp.  P  =  0  in  dem  zweiten  Factor  dieser  Grössen  ent 
halten  sein. 

Nncli  diesen  tillgcmeiuen  Erörterungen  wollen  wir  di(>  beiden  FXlli 
gesondert  betrachten. 

I.    EUIptiBOhe 


Nnt-h  §  4  niQss,  damit  der  Punkt  eine  Elli|>se  mit  der  grossen  Axt 
in  nnd  den  Brennpunkten  m  nnd  m'  durchlaufe,  prsiteus  a  ^=/i|,  (od« 
p^  =  a)  sein ,  und  zweitens  muss  p  ^  ti  doppelte  Wurzel  den  zweitp] 
Fnctom  von  /',  d.  h.  von: 


Cp^  +  2  (m  +  m')  p  - 
Das  ^iebt  die  Bcdingnngsgleichung : 

dann: 

„,  +  „■ 
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2)  ^  =  (ot  +  m')  fl. 

Setit  man  diese  Werthe  in  Q  ein,  so  erhält  man : 

a  \  m-^  m  / 

^"T^  {"^  ^«  ~  ^)'  +  '»'(«  +  ^Y) 

~~^  a  ^  ^^  ~  ^^  ^^  +  ^^  ^^  ""  ^')  (^  ""  ^"^' 
wo  ^'  und  q*  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

fi'   ~  ^*  ^    I    ^^  a^r  +  «^  =  0 

III  -y-  IW 

sind.     Man  findet  für  dieflelben  die  Werthe: 


and  wol  en  wir  stets  mit  q  den  seinem  absoluten  Werthe  nach  grösse- 
ren, mit  q'  den  kleineren  Wurzelwerth  bezeichnen,  so  dass  also  stets 
[^'^J  ^  [sT]*     ^  ^^  gleichzeitig: 

6)  g  +  ^r   =  2  .  —7—7  a , 

6)  j'.  q"  =  a^ 

woraus  hervorgeht,  dass,  wenn  q'  und  ^"  reell  sind,  beide  gleiche  Vor- 
zeichen haben  und  [q^  ^  a,  [q"^  ^  a  ist. 

Femer  ergiebt  sich  aus  4),  dass  q  und  q"  reell  sind,  wenn  m  und 
«'  entgegengesetzte  VcTrzeichen  haben,  complex,  wenn  sie  gleiche  Vor- 
zeicben  haben. 

Weil  femer  die  linke  Seite  der  Gleichung  7,  §  3  beständig  gleich 
0  ist,  so  folgt: 

cos  ß  4"  cos  y  =  0,  d.  h.  cos  ß  =s  —  cos  y. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  8,  §  3  ein,  so  kommt  mit  Rücksicht  auf 
den  gleich  zu  entwickelnden  Werth  von  Vq^: 

welche  Gleichung  nichts  Anderem»  bedeutet,  als  dass  v^  Tangente  der 
Ellipse  ist.  Für  v^  erhalten  wir  durch  Einsetzen  des  Werthes  von  C 
die  Gleichung: 

.  ,        m  (fl  —  q)'^  -f  m  {a  +  g)'^  mr^  -f^mV^ 

ond  demgemlss  die  schon  benutzte  Gleichung : 

^  ^     '  «(«^-^0*0  °      ro.r^^  +  r.'.r.^- 

Aos  (8)  ist  ersichtlich,  dass  g    und  q'  die  Wurzeln  der  G\e\c\\\M\^  v  =  Vi 


sinil;  es  knnn  also  v  nnr  gleich  0  Verden,  wenn  q  and  9  reell 
Da  nun  q  innerhalb  der  Grenzen  0  und  c  liegen  inuss,  [5'!  aber  grfioaor 
als  a,  hIro  nm  so  loelir  gröEser  als  c  ist,  so  kann  also  t>  nur  gleich  0 
werden  für  y  ^  q",  wenn  q"  reell  nnd  [y"]  <  c  ist.  In  diesem  Falle 
würde  demnach  v  im  Punkte  </  =  q"  ein  Miaimum  p  ^  0  errciclien, 
also  nicht  die  ganie  Elli|)BP.  durclilnnfen,  sondern  auf  elnein  Bcigeu 
derselben  bin-  und  lierpendejü.  —  Da  ferner  für  Punkte,  welch« 
gleich  weit  von  einem  der  Endpunkte  der  grossen  Axe  entfernt  rind, 
q.  also  auch  v  denselben  Wertb  annimmt,  so  muss  offenbar  nach  ta 
diesen  Endpunkten,  d.  h.  fUr  y  =  +  c  ein  Maximum  oder  Miaimum 
von  ('  stattfinden. 

Um  zu  untersuchen,  ob  es  ausserdem  noch  andere  Maxima  and 
Minima  von  v  giebt,  babi-n  wir  die  Ableitung  von  »  au  bilden.  Wir 
erhalten  : 

d,_  m  (a  +  ,)!-„(„-  ,)■: 

,1,  („■  -  ,')' 

B^s  wird  also  dv  =  0,  d.  h.  v  ein  Maximum  oder  Minimam,  wenn: 

"■(«  +  «)'-■»(«-  ?)'  —  ("  -  "■)  {«'  -  ■-■"  t " "« +  "'1  -» 

ist.     Die  Wunsein  dieser  Gleichung  sind: 

Diese  sind  reell,  wenn  m  und  m'  gleiche,  complex,  wenn  dienelben  ent- 
gegen goseUtc  Vorzeichen  haben.  Nennen  wir  sie  q,  und  q..,  nnd  si-twn 
fest,  dass  stets  [;,]  >  [7^]  ist.     Dann  folgt  ans  den  Gleichungen: 

und 

UasB  y,  und  q...  falls  sie  reell  sind,  gleiche  Vorzeichen  habei),  und 
[?i]  >  «1  [?}]  <  "  "8t-  D"  *l3o  [9,]  jedenfnila  grösser  als  c  ist,  so 
wird  nnr  (Ür  g  <=  q.^  noch  ein  Maximum  oder  Minimum  von  11  eintreteo, 
wenn  q.^  reell  und  [q^]  <  c  ist. 

Dnrch  nochmalige  Differentiation  erhalten  wir: 

■  rfy'  "'"  Vrfj/        "  ("'  —  ff'P 

nnd  für  q  =  q^  mit  KUcksiuht  auf  die  vorhergehenden  Gleichungen: 
tfj^  ima    im'a 

"  '  d/  °"  («'  -  g^)  («  +  ?)^  "  («=  -  y»)  (a  -  g)'  ' 
Da  wir  nun  p  beständig  als  positiv  annebnien,  ho  wird: 
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^^  ■^i^»^^»V»^^V^^  ^^  ^- 


j-=- positiv,  also  v  ein  Minimum  für  q  =  qit  wenn  m  und  m'  positiv. 
^-^  negativ,  also  v  ein  Maximnm  für  q  ^=^  q^^  wenn  m  und  m'  negativ. 

§6. 
Das  Integral    der  Differentialgleichung    für  i   des  §  3   lautet    nach 
Efiosetsnng  des  in  §  5  für  Q  gefundenen  Werthes: 

(«'  -  q^  dq 


"■fV-{^') 


-m  +  C){q  —  C)  {q  —  q)  (q  —  q), 

onerbalb  der  Integrationsgrenzen,  also  innerhalb  der  Grenzen  der 
tewegang  überhaupt  muss  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen 
oaitiv  sein. 

I.    ffi    und  m   haben    gleiche  Vorzeichen;    alsdann    sind    q   und  q" 
imaginär,  q^^  und  5^2  >^ocll;  {q  —  q)  {q  —  q")  stets  positiv. 
A.    m  und  m   positiv,  also  beide  Punkte  ziehen  an. 

Alsdann  muss  q^  —  c^  negativ  sein,  d.  h.  q  lieg];  in  den 
Grenzen  -|-  c  und  —  c,  der  Punkt  durchläuft  also  die  ganze 
Ellipse  fortwährend  in  derselben  Richtung  und  seine  Geschwin- 
digkeit wird  nie  gleich  0.  Wir  können  in  diesem  Falle  die 
Wurzelgrösse  auf  die  Form: 

bringen  (wo  Ar^  -|-  Ar'^  =  1)  durch  die  Substitution: 


q  s=s  —  C  ' 


1  4"  ww 


„  _  Vic  -  q)  (C  -  q")-  V  (^-1-  q)  (c  +£)_ 
/(C  -  q')  (C—  q")  +  y{c-\-  q)  (c  ^  q") 

a)  m  >  m',  d.  h.  -7  >  1 : 

^  m 

9,  und  ^2  sind  beide  qositiv. 

1.  V-  >  c;  d.  h.     -  >  l  1  • 

^  m         \a  —  c/ 

q  kann  den  Werth  ^2  nicht  annehmen;  ch  finden  also  nur 
für  g  ==  +  c  Maxima,  rosp.  Minima  statt,  und  zwar  geht  aus 
der  Formel  für  f;^  leicht  hervor,  dass  für  5'  =  -f-  c  ein 
Minimum,  für  y  «=  —  c  ein  Maximum  von  v  eintritt. 


2.  y,  <  r,  d.  h.     .<(-); 

m        \a  —  c/ 


g  uimmt  Jen  Werth  ^.j  «n,  also  wird  i;  nj\e\\  §  T)  ^uv  Ä\vi^c.xv 

Zeitm^^nn  f.  Mmtbematik  u.  Physik,  XV III,     J.  fj 
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-^-'-"^'"•^-■--^^^.- 


Wertb  ein  Minimum,   demnach  sowohl  Itlr  ^  b= -^  c,  wie 
für  q  =  —  c  ein  Maximum. 

ß)  m  <  m',  d.  h.  — 7  <  1 ; 

m 

^1    und  ^2  ^^^^    negativ,    ihre   absoluten   Werthe  seieu   [^J 

und  [5^2] •• 

l.M<.,d.h.J>(^y; 

^  nimmt  den  Wertb  ^2  ^^  ^"^  ^  ^'^^^  ^^^  denselben  wie- 
derum ein  Minimum,  also  ein  Maximum  für  9  s=  -|-  e  and 
^  =  —  c. 

2.   M  >  c.   d.  h.  J  <  (^)^ 

q  kann    nicht    gleich  ^2  werden    und  man    erhält,    wie  die 
Formel    für  v^  ergiebt,    ein  Maximum  von  v  für  ^  ax  -|-  c, 
ein  Minimum  für  q  =  —  c. 
Fassen  wir  diese  Ilesultate  zusammen,  so  haben  wir  die  drei  Fälle: 

1'.   —  >  ( )  ;  V  Minimum  für  a  =  +  c,  Maximum  für  g  =  —  c. 

th        \a  —  c/  '         ' 

/fl  "4*"  C\  fit  ( CL  ~~—  c\  ^ 

2'.   1  )  >  ->  >  I   — —    )  :  V  Maximum  für  0  =  +  c,  Minimum 

\a  —  cj        m        \«  +  ^/ 

für  q  =  q,^^  Maximum  für  q  ==  —  c, 

3'.    (    -7  -.)>•-;;  »  Maximum  für  6r  =  +  c,  Minimum  für  g  =  —  c. 
\a  +  c/        m 

Anmerkung:  Ist  m  =  m',  so  wird  ^2  =  0  (q^  =  00),  also  tritt  das  Mini- 

nnim   von  v  für  ^  =  0,  d.  h.  im  Scheitelpunkt   der  kleinen 
Axc  ein  und  ist  die  Geschwindigkeit  für  ^  =  +  x  dieselbe. 

B.    m  und  7/1'  negativ,  also  beide  Punkte  abstossend. 

Da    Q    nur    positiv  "  für  q'^  —  ^^  >  0,    d.    h.    für  Werthe,    die 
.         ausserhalb    der  Grenzen  +  ^  ^°<i  —  ^  liegen,  so  kann  also  in 

diesem  Falle  der  Punkt  sich  nicht  auf  der  Ellipse  bewegen. 
II.  m  und  tn    haben  entgegengesetzte  Vorzeichen. 

Alsdann   sind    q'    und    q'    reell    und  haben  gleiche  Vorzeichen. 
Dagegen  sind  q^  und  ^2  imaginär,   also  tritt  ausser  für  q  =  q'\ 
wo  t'  ==  0  wird,  und  resp.  für  q  =  ^c  kein  weiteres  Ma^mum 
oder  Minimum  von  v  ein. 
A.    m  positiv  (anziehend),  m    negativ  (abstossend)  =  —  m^, 

a)    m  >  mj,    d.  h.   —  >•  1. 

Dann  ist  m  -f-  m'  =  tn  —  Wj  positiv,  folglich  q'  und  q"  positiv. 

1.  q    >  Cy  d.  h.  —  >  l    -'--I  , 

Wo        \a  —  c/ 
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•  m  ^  ^    m^  •**^  . 


0 *" ---^  (?  +  C)  (*  -  C)  {q  -  q")  {q  -  q) 

und  q  liegt  in  den  Grenzen  +  ^  "^^^  —  ^»  d.  b.  der  Punkt 
dnrchl&uft  die  ganze  Ellipse  fortwährend  in  derselben  Rieb, 
lang,  seine  Geschwindigkeit  wird  nie  0,  sie  wird  ein  Mini- 
mum für  S'  =  +  c ,  ein  Maximnm  für  ö'  =*»  —  c» 
y  Q  wird  auf  die  Form : 

gebracht  durch  die  Substitution: 

^cq\  nr^  —  c  {g  —  c) 

2.    ,    <  .,  d.  J...  -  <  (^^— J 

Ö  =  -  -^^'-=^  il  +C){q-  q)  {q  -  c)  {q-q') 

und  q  liegt  in  den  Grenzen  —  c  und  q\  d.  b.  der  Punkt 
pendelt  auf  dem  Bogen  der  Ellipse  zwischen  den  beiden 
Punkten,  für  welche  q  ==  q  ist,  hin  und  her,  und  zwar 
auf  demjenigen  Bogen,  welcher  den  Punkt  ^  =  —  c  enthält. 
Dieser  Bogen  ist  grösser  als  die  halbe  Ellipse.  Für  q  =  q 
ist  »  =  0,  für  5'  =  —  c  ein  Maxiraum.  —  Die  entsprechende 
Substitution  ist: 

~      (Z'+c)  w2+ (/  — /Ö 
/l)   tfi  <  m^,   d.  h.  —  <  1. 

Dann  ist  m  -f-  m'  =  m  —  m^  negativ,  folglich  auch  q  und  q' 
negativ. 

1-  b"J  <  c,  d.  h.  —  >  (— T^-  )  , 

Ö"*^^  (y  _  4)  (y  _f.  c)  (y  -  y")  (y-c) 

und  ^  liegt  in  den  Grenzen  --  c  und  q\  also  haben  wir 
hier  dieselbe  Bewegung  wie  im  vorigen  Falle  (a  2),  nur 
mit  dem  Unterschiede,  dass,  weil  q'  negativ  ist,  der  durch- 
laufene Bogen  kleiner  als  die  halbe  Ellipse  ist.  Wir  können 
also  beide  Fälle  vollständig  zusammenfassen,  erbalten  daher 
auch  dieselbe  Substitution  wie  in  (a  2). 

2.   \_q'\  >  C,  d.  h.  ^  <  (^)'. 

»I2  ^ö  -f-  C/ 

e^  iiir/  jir6/V?e  Bewegung  mög^licli. 
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y.  Grenzfall  m  =  ntj. 

q  in  den  Grenzen  —  c  und  0,  d.  h.  darchlliaft  hin-  and  her> 
pendelncl  gerade  die  halbe  Ellipse.     Die  Substitution  ist: 

q  sss  c  ,  w^  —  c. 
B.  m  negativ  (abstossend)  es  —  m^,  tn   positiv  (anziehend). 

a.  m,  >  m'    d.  h.  — r»>  1. 

m  • 

^'  und  q''  sind  beide  positiv. 

1.  ,">c,  d.h.  ^  >(!  +  -")*; 

m  \a  —  c/ 


es  ist  keine  Bewegung  möglich. 

2.  q  <c,d.h.-4<  [-^-)  ; 


q  liegt  innerhalb  der  Grenzen  y"  und  +  c,  wir  haben 
also  M'ieder  eine  pendelartige  Bewegung  zwischen  den 
beiden  Punkten,  für  welche  q  =  q  ist,  diesmal  jedoch  auf 
demjenigen  Bogen,  auf  welchem  der  Punkt  y  ==  -f-  c  liegt. 
Weil  q'  positiv,  ist  derselbe  kleiner  als  die  halbe  Ellipse. 
Für  q  =  q'  wird  r  =  0,  für  ^  =  +  ^  ein  Maximum. 
Die  ontsprcchendc  Substitution  ist: 


(i  = 


2c  —  {c  -  q')  w^  ~       2c+(q' - c) w^ 


m< 


ß.  m,  <  m\  d.  h.     ,^   <   1. 

m 

q    und  q"  sind  negativ. 

1.    .9  ]<<-,<!.  h. -^  >  I— V— )   • 

m         \a  -\-  cj 

Q  =  -  "'^  ~-- '  (y  -  *')  iS  +  C){q-  q")  (q  -  c), 

q  liegt  in  den  Grenzen  -j-  c  und  7";  Mir  können  also  diesen 
Fall  wieder  vollständig  mit  dem  eben  unter  (a  2)  behandelten 
zusammenfassen  und  erhalten  auch  dieselbe  Substitution  für 
q.  Der  einzige  Unterschied  ist  der,  d.ass  diesmal  y"  negativ, 
der  durchlaufene  Bogen  also  grösser  als  die  halbe  Ellipse  ibt. 

•>.  iv"i  > ..  d.  h.  "•)  <(?-i-'^-y. 

in  \a  -{-  c  / 

Q '"  ~  '"'  (!/  -  y)  (y  -  1")  (»  +  0  (?  -  c) 
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q  in  den  Grenzen  —  c  und  +  ^>  ^'  ^-  ^®^  Punkt  durch- 
iKuft  wieder  die  ganze  Ellipse  stets  in  derselben  Richtung, 
ohne  dass  seine  Geschwindigkeit  jemals  0  wird.  Sie  wird 
ein  Maximum  für  ^r  =  -j-  c,  ein  Minimum  für  ^  =  —  c. 
Die  entsprechende  Substitution  ist: 

2cq*nr  -\-  c  {c  —  y")         2c(/' w^  —  c  {//'  —  c) 

}•)    Grenzfall  m,  s=  m\ 

0  =  —  Am   {q  +  c)  {q  —  c)  q, 

q  in   den  Grenzen  +  c  und  0,    d.  h.  der  Punkt   durchläuft 
wieder  pendelnd  die  halbe  Ellipse,  aber  dieses  Mal  die  ent- 
gegengesetzte Hälfte  wie  im  Falle  (A  y,). 
Als  Substitution  ergiebt  sich: 


Ö'  = 


2  — w' 


11.     Hyperbolische  Bewehrung. 

^'- 

Nach  §  4  moss  q^  '^  n  eine  doppelte  Wurzel  der  Gleichung : 

Cq'^  -\-  2  {m  —  m)  q  —  A  =  0 
sein.  Es  ist  aber  für  den  auf  der  positiven  Seite  der  Abscissenaxe 
liegenden  HyperbUzweig  beständig  r  >  r,  also  r  —  r  =  2q  positiv, 
dagegen  für  den  auf  der  negativen  Seite  der  Abscissenaxe  liegenden 
Zweig  stets  r  <C  r,  d.  h.  r  —  r'==2^  negativ.  Wir  haben  also 
^  =  7q  =  +  a  zu  setzen,  je  nachdem  der  Punkt  sich  auf  dem  positiven 
oder  negativen  Hyperbelzweige  befindet.  Wir  betrachten  zunächst  den 
ersten  Fall  gr  = -|- a.     Alsdann  folgt  aus  der  obigen  Gleichung: 

(m  —  m')2+  JC=0 
ond  man  erhält  dann: 

m  —  w' 

« =  _  -  -.- 

oder: 

^  iw  —  m 

1)  c --, 

2)  A  =  {m-  m').a. 
Die««  Wertlie  in  P  eingesetzt,  giebt: 

„  P__?r-•„._o(„'-•..^^:-:-;»„  +  ,,.) 

=  —    ^^     (/'  +  ^)  iv   -  f)  (p  —  p)  [p  -  p'V 


7^^^  riitorsnclnnigcn  üb^r  die  FXlle  ete. 

wo  p,  uud  p"  die  Wurzeln  der  Gloichnng: 

m  — 191 
sind.     Man  findet  für  dieselben  die  Werthe: 

4)  P=    .-  =  V^  •^»i 

uud  wälilen  wir  dieselben  so,  dass  stets  [/»"]  >  [p']  ist.  Ans  den 
Gleicbungeu : 

b)  p  +  p  =  2 .  I  a. 

6)  p  p"  =  a^ 

gellt  dann  ferner  Lervor,  dass,  wenn  p   und  p"  reell  sind,  beide  dASselbe 

Vorzeicben  haben  und  [p"J  >  « ,  Ip'J  "^  ^  **^«  ^  ^''^d  ■^^'^  *™ 
4)  p  und  p"  reell,  wenn  m  und  m'  gleiche  Vorzeichen  haben,  complex, 
wenn  dieselben  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Die    Gleichung    8),   §3,    orgiebt,    weil    die    linke  Seite    derselben 
beständig  gleich  0  ist: 

cos  ß  —  cos  y  =  0.  d.  h.  cos  ß  =:  cos  y. 
Setzt    man    diesen^  Werth    und  den  gleich  zu  entwickelnden  Wertb  Von 
Vq  in  7),  §  3,  ein,  so  kommt: 

7)  cos^^ß=^-^^l 

Po   —  « 

d.  h.  Vq  ist  Tangente  der  Hyperbel.     Für  v  erhalten  wir  die  Gleichung: 

öN  2        ^'  (P  +  ^y  —  m{p~  aY  mr^  —  mr^ 

a  (p^  —  a^)  r',r  —  r,r^ 

und  demgcmHss: 

9)  V  '^  =  '"    -^^  "^  "^^  ~  "^  ^^»  ~  ^^^  =  2    "*-''?»^~  .'"--'/-.  . 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  v  =  0  sind ,  wie  aus  3)  und  8)  ersichtlich, 
p  und  p",  es  kann  also  v  nur  dann  0  werden,  wenn  p  den^Werth  p" 
annimmt.  In  diesem  Falle  kann  der  Punkt  entweder  zwischen  den 
beiden  I^unkten  p  =  p"  durch  den  Scheitelpunkt  hin-  und  herpendeln, 
oder  er  geht  von  ;/  auf  dem  einen  Aste  des  Hyperbelsweiges  bis  ins 
Unendliche.  Im  ersteren  Falle,  wo  v  nie  0  wird,  muss  der  Punkt  von 
dem  Anfangspunkte  aus  je  nach  der  Anfangsrichtung  von  v  entweder 
direct  oder,  indem  er  den  Scheitelpunkt  passirt,  sich  in  das  Unendliche 
bewegen. 

In    allen  Fällen,    wo    der  Punkt    ins  Unendliche  geht,    wird  seine 
Geschwindigkeit  für  p  =  oo: 

10)  (0=1/ 

Für  p  =  -|-  r  und  für  p  »=  oc  wird  r  offenbar  ein  Maximum,  resp. 
Minimum f     ebenso    ist    r  =  0    ein   Minimum,    vffcivw  p  den  Werth    p" 
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annimmt.     Um  zu  untersncbeD,  ob  noch  andere  Maxima  oder  Minima  ein- 
treten können,  differontiiren  wir  die  Gleichung  8).     Das  giebt: 

^    dv m  (p  +  a)^  +  m  (/>  —  af 

dp~  (p«  —  a2)2 

also  wird  dv^O  für: 

m(jp  +  ay+m{p---  a^  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind: 

Wir  nennen  sie  p^  und  P2  mit  der  Voraussetzung,  dass  [pj]  >  [pj. 
Es  ist: 

Pi  und  P2  ^^^^  reell,  wenn  m  und  m'  entgegengesetzte  Vorzeichen, 
eomplex,  wenn  dieselben  gleiche  Vorzeichen  haben.  Im  ersteren  Falle 
haben  p,  und  pj  'gleiche  Vorzeichen,  und  es  ist  [pj]  ^  a,  [pj  ^  a. 

Durch  nochmalige  Differentiation  ergiebt  sich: 

dP^       (dvy  m{p  -  «)3  +  m   {p  +  ay 

^'  dp^'^Kdp)   ^  {p^  —  a^f'     . 

also  für  p  1^ p^  mit  Rücksicht  anf  die  vorhergehenden  Gleichungen: 

rf«r ima ^ Ama^ 

""'dp^^       (p'  -  aÖ"(p  +  «?  ~  (P*  -a^Hp'-  af ' 

Da  a  positiv  anzunehmen  ist,  weil  die  Bewegung  auf  dem  positiven 
Hjperbelzweige  stattfinden  soll,  folgt: 

V  ist  für  p=P2  ein  Maximum,  wenn  m  positiv,  m   negativ  ist; 

ein  Minimum,   wenn  m  negativ,  m    positiv  ist. 

Setsen  wir  nunmehr  —  a  an  die  Stelle  von  .-{-  a ,  lassen  also  die 
Bewegung  auf  dem  negativen  Hyperbelzweige  stattfinden,  so  überzeugen 
wir  uns  leicht,  dass  in  allen  entwickelten  Formeln  die  Ersetzung  von 
-(-  a  durch  —  a  einfach  eine  Vertauschung  von  m  und  m'  ergiebt.  Es 
wird  also  bei  der  Erörterung  der  verschiedenen  Fälle  genügen,  uns  auf 
diejenigen  zu  beschränken,  wo  9o  °™  ~f~  ^  ^^»  ^^^^  ^^®  Bewegung  auf 
dem  positiven  Hyperbelzweig  stattfindet,  weil  wir  die  anderen  unmittelbar 
jenen  durch  Vertauschung  von  m  und  m    erhalten  würden. 


§  8. 

Wir  finden   das  Integral   der  Differentialgleichung   für  t  nach  Ein- 
setsung  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  WerÜie: 


72  Untcisncliungen  über  die  Flllle  etc. 


^  V-  ^—  ip-c)(p-{-c)(p-p'){p-  p") 
Po    '  a 

Innerbalb    der  Grenzen    der  Bewegung    mnss   der  Anadmck   unter  dem 
Wurzelzeicben  positiv  sein. 

I.    tn  und  m'  gleiche  Vorzeichen;  alsdann  sind  p' und  p''  reell,  P|  und 
P2  imaginair. 
A>  m  und  tn    positiv,  also  beide  Punkte  anziehend. 

)/     _    -      ifi 
iw  >  m,   d.  h.  —r  >  1, 
m 

m  —  m    positiv,  also  p'  und  p'  beide  positiv. 

1.    p"<r,^.h.  ^>  ('-±^)\ 

m  \c  —  a/ 

/>  =  -   '^—-—  iP  +  c)(p  —  P){P  -  P")  (P—  &, 
OS  ist  keine  Bewegung  möglich. 

2.  p"  >  c,  d.  h.  ^  <  (^i^y,    . 

m  \c  —  a/ 

p  =  — — ^-^  ^p  +  ^)  ^p  —  p)  ^p  -  ^)  (p  —  /'"); 

.  p  liegt  in  den  Grenzen  -|--  c  und  p\  es  findet  also 
pendelnde  Bewegung  statt  auf  dem  Bogen  zwischen 
den  beiden  Punkten  p  =  p'\  wo  v  =  0  ist,  w&hrend 
im  Punkte  p  =  c  die  Geschwindigkeit  ihr  Maximum 
erreicht.  —  Die  entsprechende  Substitution  ist : 
P  [p    —  c)  w\+  c{p'  —  p) 

ß)    m  <C  m\   d.  h.  —7-  <  1 ; 
^  m 


p'  und  p    sind  beide  negativ. 

1.  [p"]  >  r,  ,1.  h.  -"^  >  ('^")*. 

m  \c  +  fr/ 


+ 

^  =       ^       (p  -  -  /O  (p  +  <-•)  KP  —  p'j  (/>  —  cY, 

p    liegt    ausserhalb    der    Grenzen   -|-  v.    und    p",    also 
in   den   Grenzen  +  ^  '^"^  ^^?    '^  ^'"^^^   ©>"   Maximum 

für   n  =  4-  c,  ein  Minimum  =  V  -    -  -        für  p  =  ex?. 

a 

—  Die  entprechende  Substitution  ist: 

P  (/>"  —  (^)  rv^  +  c  (p  —  p") 


P  = 
Hho  wie  unter  (a  2). 


(p"-c)n>^+     {p'-p"y 
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^— "  ^      •    *    ^.-•^^.^  ^^.-^^S^  •'^    •    ^-  •     "-^-r  >'.-,^-*\^.<'.^  ^  ^  ^  ^   ^   ^.^  ^   y.'--.     ^  .^  ^  .'  ^     '      •  ■      •     **     '*  /■*.^-»»     K^^^^'      ^     »    ^V^  .      ^  #-v/™^  "-*.  ^  *  '    .»N' 


2.  M  <  ..  a.  h.  J  <  (^-^)^. 


-  (p  +  c)  (p  —  />")  (p  —  p)  (p  —  <^) ; 


a 

p  liegt  ausserhalb  der  Grenzen  +  c  und  —  c,  d.  h.  in 
den  Grenzen  4~  ^  ^^ci  oo,  und  t;  ist  wieder  ein  Maxi- 
mum für  p  =  c,  ein  Minimum  für  p  =  cx>.  —  Die  ent- 
sprechende Substitution  ist: 

2  c  -  p'  w^  —  c  (p  -{-  c) 

i'  —     2c  :«;^  — (y  +  c) 

y)    Grenzfall  m  ^=i  m\ 

P  =  Am  {p  -^  c)  (p  —  c)  '  p, 
,    ^     and  p  liegt  in  den  Grenzen  c  und  oo.     Wir  erhalten  die 
Substitution : 

B.    m  und  m'  negativ,   also  beide  abstosscnd.     Es  sei  m  =  —  m,, 

^2- 


ffl    ^^  IW>. 


m, 


er)     m,  >  mj,    d.  h.    ''-  >  1; 

Ift2 


/>'  und  />'  sind  positiv. 

1.    p'  <  r,  d.  h.  -•    >   (  --^--), 

nto  \c  —  a/ 


lfl|      "—     Hin 


(p  +  <?)  (p  —  p)  (p  —  p)  (p  —  <^); 


/>  liegt  ausserhalb  der  Grenzen  +  c  und  —  c,  d.h.  in 
den   Grenzen   c  und  oo.     Für   p  =s  c  erreicht   v  sein 

/     Minimum,    für  p  =  oo  sein  Maximum  =  Jr   ~ -' 

a 

Wir  erhalten  folgende  Substitution: 

2c.p"  w^  —  c  (p" -}- c) 

2.    p    >  c,   d.  h.     -<(-), 

IWj  \C rt/ 

P=-^~  "*■'  [p  +  e)  (p  -  ;/)  (/,  -  c)  (p  -  //  )•, 

p  liegt  ausserhalb  der  Grenzen  p"  und  —  c,  also  in 
den  Grenzen  p"  und  oo;  für  p  =  p'  ist  w  =  0,  für 
p  =  oo  ein  Maximum.    Es  ergielit  sich  als  Substitution: 

2  c  •  p'  —  c  (p"  4"  ^)  *  ^^ 

^  27^  (pM-~c)  w^ 


74  üntersachmigeD  über  die  FftHe  etc. 


ß)    w,  <  »4,    d.  h.  — i-  <  1; 

p'  und  p"  sind  negativ.     Es  ist 

i>=  _  ^ÜLZliül  (p  _  p")  (p  +  e)  (p-p-)  (p  -  c), 
oder: 

^  =  -  -^-~  --^  (P  +  e)  (p  -  p")  (p  -  p')  (p  -  c), 

je  nachdem  [p"]  >  c  oder  <  c  ist.     In  beiden  FUlen  ist 
keine  Bewegung  möglich. 
y)    Grenzfall  m^  =  m.^;  i 

p  =  _  4  m,  O  +  c)  (p  —  c)  p, 

und  auch  in  diesem  Falle  ist  keine  Bewegung  möglich. 
IL    m  und  in   haben  entgegengesetzte  Vorzeichen;    dann  sind  p*  and 
p"  imaginair,    also   (p  —  p')  (p  —  p")  stets  positiy,   pj    and  p, 
reell. 

A.  m  positiv  (anziehend),  m   negativ  (abstossend)  =  —  m^\ 

P=  _  !l±!!h    (p,  _  c»)  (p  „p-)  (p  _p"); 

es  ist  keine  Bewegung  möglich,  da  p  nicht  kleiner  als  e 
werden  kann. 

B.  m  negativ  (abstossend)  =  —  ntj ,  m   positiv  (anziehend); 

p = ÜL..+ ?•:  (p2  _  c»)  (p  -  po  (p  -  p"). 

und  p  liegt  in  den  Grenzen  c  und  oo  (ausserhalb  der  Gren- 
zen +  c  und  —  <:).  Die  Substitution,  durch  welche  die 
Wurzelgrösse  auf  die  Form: 

gebracht  wird,  ist: 

w  —  M 


1  —  nw 

wo: 

/(V- p)  (c  -  p")  -  j/{c  +  p' j  {c  +  p')      - 
ist. 

Durch   eine   ähnliche  Betrachtung,   wie  in  §  6  I  A,  finden  wir  fol- 
gende drei  Fälle: 

1 .  -  l  >  (  I  :    V  wird  ein  Maximum  für  p  =  oo , 
m          \c  —  aj 

ein  Minimum  für  p  *=:  c, 

2.  (  1    >  — r  >  1;  p  wird  ein  Maximum  für  p  =  cx>, 
\c  —  a/  m 

ein  Minimum  für  p  =  P2y 
ein  Maximum  für  p  =  c. 


Von  P.  Perlbwitz.  75 


0^m  %^  h^-x«  Vrf^h^'N^  «^^^N^^^^^"^'^  •■*\^'^  ^  'ky^^''^/>w>  ■\^'^y\yKyy^  ^^^ 


3.    — r  <  1.    V  wird  ein  Minimum  für  p  =  oo, 
m    = 

ein  Maximum  für  p  =  c, 
und    xwar  ist  jedesmal  v  =  y     ^    '  —  für  p  =  oo. 

§9. 

Nachdem  wir  bo  die  verschiedenen  möglichen  Fälle .  untersucht  und 
flir  jeden  die  Substitution  angegeben  haben,   durch   welche  die  Wurzel- 

grösse  in  dem  Ausdruck  fiit  .dt  auf  die  Form  /(l  —  ip^  (l"—  k^w^) 
[resp.  K(l  —  V)  (^'«  +  ^2«,?),  wo  )t2  +  ;t'^  —  1]  gebracht  wird,  wollen 
wir  diese  Substitution  und  vermittelst  derselben  die  Darstellung  des  In- 
tf^grals  durch  Thetafunctionen  für  jeden  einzelnen  Fall  ausführen. 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall  J  A  der  elliptischen  Bewegung. 
Wühlen  wir  der  Einfachheit  halber  —  c  zum  Anfangspunkt  der  Be- 
wegung, 80  ist: 

(«'  -  g^  dg 


-fy 


"^  +  "^(^g  _  c)  iq  +  c)  ig  -  q')  (3  -  q) 


Setzt  man  nun  (§  6): 

w  +  n 

WO 

„ _ V{e- q') V-Y)  ^/(i+yT(f+Z) 

Vic  -  ?')  (C  -  q")  +  Vic  +  q)  (C  +  y'O ' 
SO  ^9lbs: 

(c  .  n  +  q')  (c  +  ny")  +  (c  +  «?')  (c  .  n  +  y")  =  0 

wird,  und  bezeichnet: 

(c  .  n  +  q)  {cn  +  g")  =  «', 

(c  +  ngOCc  +  n/)-^, 

•        — ? —  a  ;t2  <'  1  --."-    1  ic^  !=  ic' 

l/jm+'m)  («  +  ^)  _ 


au  kommt: 

t   .t 


und  hienuu  ameb  gehöriger  Rednetion: 
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,   j     1  —  «*     /'>'»+ AW)rfip      ,      y       f"  (1  —  ip»)  «fy 


+  C 


■  F  +  M»  .  Ä'« '  1+«» 


_    J       _"^-«!  7/(1  —  n^){k'^  +  k^  »') 


Wir  setzen  nun,  indem  wir  uns  der  von  Herrn  Schellbach   angewen- 
deten Bezeichnungsweise  bedienen: 


und: 

d.  h.: 
so  wird: 


-  n' =  ^  ■  g{y:)-' =  gipy  .  g{rC)\ 

n  =  i.  gr(o)  .  <)r(x), 
'    *  A(o)'  '  *  Ä(o)' 

/l  _  7»  =  A  (o)  .  A  (x) ,  ^Ä' +7.»  A'?  =  ?  g  .  f  (k). 


a^  =  q   q     =  r 


,,      ,     (1    -  ,,')  <-"^        ^         ,    2  Ä-'-'  +  (F  -  Ä'O  «' 

"     ^'^  k'  4.  „2  X-'i  «  '  ;t2  ^  „2  k'i 
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^    ^        *       ^-«^      ••     *-      ^»--N^^^V^W  •.<      ^     ^  -fc^  %^X^       '■•^\^*     •"  i^H 


r» 


y/l  -  «'  Z' JL^«!_\    /*"(*'»  +  F  .  fv^)  dn> 

(o) .  e.  (0) .  A")  •/  ^''^      '^ 


vgl.  Schellbach  §  113, 
*^     f^    tt  +  ß      k'*  +  n*k''J^    (1  —  n»  .  w»)  Jn 

— '  'M  TW y-'^'^^^ ^' '^:(F¥iiy 

Tgl.  Schellbach  §  130; 


=  IC 


+  (J       F  +  «'  * »  1  + 

A(o)».p(*).Ä{x)/-(z).A(z) 


p(o).A«){l+«.J^W»(z)} 


--ewT^y.7w''^*+''^^''^-^^''^^ 


,     7/1— n«          nl^l  — «2  , 

—  c^  -  ¥  r-5-  •     ^ 1-=: are  ro/  y 


wobei  wir  mit  /  den  natürlichen  Logarithmus,  mit  t  nnd  /''  dessen  erste 
ond  zweite  Ableitung  bezeichnen. 
Setzen  wir: 

ond   wenden  noch  die  Formel  an: 

sioy  .  e:,(o)2  =  {re.^{%)  -  rs,(o)}  h{xy  vgi.  scheiibach,  §  77, 

so  kommt: 

1  ©(0)  .  «1(0)  . /-(x) 


AJo)»     j,(x) 
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oder  wenn  wir   der  Kürze   halber  den  Factor  von  ex   mit  jig^    den  Ton 
e  mit  F  (x,  %)  bezeichnen: 

c 


0.  t  =  -  U,.x-F{x.x)} 


Und  für  g  selbst  orgiebt  sich,  wenn  man  den  Nenner  rell  macht,  nach 
einigen  Transformationen  die  Formel: 

Für  X  =  '^  (überhanpt  %  *=  ^'*^)  ^^^^  ^  =  i  ^  ^'^^• 

/«fy^        ^'^^^  ^g  '  ^'^  ^X  —  ^9*  '  sin  ^x  +  •  •  .  ^ 

'^U;  =  ^(j^j  =  1  _  2^  .  cos  2x  +  2o^  .  CO*  4x  —  .  . .  "^    ' 

weil  /  (mn)  =  0, 

.?ai!Lr-3:)_  .     1  -2^co5  2(h  — x)  +  -- 
ÖjC'^+Z)  1-2^.co*2(ii  +  x^  +  .... 

1  —  2q  ,cos  2n  ,  cos  2^  +  *  '  *  —  {^^  sin  2x  .  sin  2x  —  *  '  •} 
"^    1  —  2^  .cos  2x  .  ro5  2;i;  -| f-  ^2^  .  «n  2x  .  »n  2^ '}  "^     ' 

Ä  (x)  .  h  [x) 
arc  cot  -    =  arc  cot  oo  ="■  0« 

/(x)  .  f[x)  ' 

folglich:  ^(x,  x)'=^i  ^^^  ^^i*  erhalten  für  die  halbe  ümlanfszeit: 

T  _c .  Ag  .Tt 
2   ~  €        ' 

also  die  ganze  Umlaufszeit: 

III)  r  =  ^IL:J^'.. 

Wahrend  jedes  Umlaufes  nimmt  q  zweimal  denselben  Werth  g^  An,  ein- 
mal zwischen  —  c  und  -f"  ^'>  ^^^  andere  Mal  zwischen  -f"  ^  'ind  —  c, 
und  wir  erhalten  für  die  bis  dahin  vom  Beginn  des  ersten  Umlaufs 
verflossene  Zeit: 

für  q  =  qa  (zw.  —  c  u.  +  c):     für  q  a=i  q^  (zw.  +  c  u.  —  f): 
beim  l*«*  Umlauf :  /  =  /«,  /=  J  — /,, 

„     2»"        ,,        /=r+/.,  /  =  2r-/a, 

„    3*«°      „      /  =  2  7'+/.  /-«sr— /a 


„      fl*~  „  /=(ll—  l)r+/a,  t^nT-ta. 

Es   ist  also    nur   nöthig,   die  Werthe  von   /   für  den   ersten   halben 

Umlauf,  während  q  von  —  c  (für  %  =  0)  bis  -^  c  (für  Z  =  «)   wachst, 

^/7  kt^nnen,  um  alle  Werthe  von  /  für  die  ÄNvelte  Hälfte  des  ersten   und 
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■  y*.^ v^  •  •  ^ •   ^^.' 


) 


fttr  alle  folgenden  Umläufe  zu  finden.  Die  Zeit  /q,  welche  der  Punkt 
gebraucht,  um  von  jr  =  —  c  bis  ^  =  0,  d.  h.  bis  zum  Scheitel  der 
kleinen  Axe  zu  gelangen,  erhält  man  für  w  ^=»  —  n^  d.  h.  durch  Sub- 
stitntion   der  Formeln: 

Ä  (;j)2  _  Ä  {pf  —  g  {py  .  h  {%y  etc. 
in  die  Gleichungen  I)  und  II). 

Uns    interessirt   noch    der  Fall,    wo    m  ^^  m    wird;    alsdauii    wird 
g'  -|-  ^'^  — a  0,    d.  h.  jr  ™  —  g"  (q  «=3  -|-  a/,  q'  =  —  «i),   folglich  n  =  0, 


^  (x)  SB  O,   aUo  *  ^=  -^  und  demgomäss: 
and  man  erhält  die  einfachen  Formeln; 


n*)  -=  f 


1) 


and  2) 


t  .  l 


c  . 


9SX) 
9(0) 


Hier  wird  ^  =  0  fdr  »  =  0,  d.  h.  3:  =  y,  und  weil  ts(jj=0, 


so 


igt:   I, -=  — 


T 

4 


§  10. 


Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Formeln  I)  und  II)  des  vo- 
rigen Paragraphen  auch  für  den  Fall  II  B  der  hyperbolischen  Bewegung 
gelten,    wenn   man  p\  p",  p  statt  q\  q\  q   und    —  n  statt  +  n,    also 


—  i  .  y  (o)  .  flf  (»)  I   ferner  e 


setzt,   mit   dem   einzigen 


UnteiBchiede,  dass  in  der  Formel  für  p  die  Vorzeichen  die  entgegen- 
gesetzten sind,  weil  -7  c  an  die  Stolle  von  -f-  c  tritt,  während  sie  in  der 
Formel  für  i  ungeändert  bleiben,    weil   gleichzeitig  p^  —  cf  für  «^  —  (p' 

gesetzt  wird.  Weil  n  >  1,  so  ist  ^1  —  r?  imaginär,  gleichzeitig  aber 
aacfa  «  imaginär,  weil  m  negativ  =  —  m,.  Die  Formel  für  T  fällt 
jedoch  fort,  weil  /  für  />  »=  00  ebenfalls  unendlich  wird. 

Für  si,  BS  m'  erhält  man  wieder  einfachere  Formeln;  man  kann  sie 
jedoch  aus  den  allgemeinen  nicht  ableiten,  weil  man  darin  /]  =  oc,  also 
q  (x)  sae  00  setzen  müsste.     Man   findet  dieselben  aber  direct  durch   die 

Snbstitntion:  p  »»  —  ,  nämlich 
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'^  «    «^^     v'     ^~  ^     1^         IT        ^N^      ^    h 


')•■'-'•' l-'^^'l-«'l?i?-!-/"-4^-/^'t- 


c  .  gio) 


'^  '-'      9ix) 


§11. 
Wir   behandeln    nunmehr    den  Fall  H  Aftl  (§  G)    der   elliptbchon 
Bewegung.     Auch    in    diesem  Falle    wählen    wir  ^  =  —  c  als  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  und  haben: 

t 


-J  fz^^ 


(9  +  ^)  (y  —  c)  {q  —  q")  {q  —  q) 


Durch  die  dort  angegebene  Substitution: 

2c./.  w*  —  c.{q  —  c) 

^  ~    '^cTTw-'+lq-^^' 
geht  dieses  Integral  über  in: 

f = t/  ^— ^2  ^  y  ^^  +  >w' 


wo: 


z^w  =  ^  —  w^)  (1  —  k\tv'^, 

.2  2  c.  (y—  y")  _ 

^W-c)(q"+cr 

Indem    man    noch    für    ^^    seinen    Werth    schreibt,    erhält    man    durch 
Reduction : 

/"•  (1  —  **  .  m^)  dm 
Wir  setzen  jetzt: 

«,  =  -jL./-(z)=*41/^(z)- 

Yk  9  (o) 
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also: 

^^-"^        g{o)    '    ^1-*«'       A(o)' 

Si  (o)  .  A  (o) 

ferner: 

g—c^  1  A(o)2 

woraus  sich  ergiebt: 

q   —  c  =  ^-  2c- 

«    ,    ,        9.     A  (0)»  .  A  (x)* 
^  —  c*=  2c 


9  ipY . 
h  {oy 

f  w 

9  W  •  f  (*)* 

1 

9  (0)' .  9  i*y ' 


g,  _y   =  _  2c 


fi*y-9W 

„  A(o)».{Ä(x)'./-(K)'-  j,(x)»} 

©,  (o)         •   ©,  (x)»Te,  (x)» ' 
2  (a»  —  c^  =  2  (yV'  -  c^  =  2  (y'  -  c)  {q"  +  c)  -  2c  (?'  -  y") , 


V{9  —c){9   +c)  f     q  —  c 

=  -  ui  M    ^/^2^i!'\ TT  {2ä(o)*  —  g{oy  +  /i{oy.  h{Ky} ; 

folglieli:  _ 
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^•'•^^'s.- 


')-'=-r-'^'-^"^'i-'öii^'i-/"-4^-/^-='i 


c  .  0(0) 


Wir  behandeln  nunmehr  den  Fall  IE  Aftl  (§0)  der  elliptischen 
Bewegung.  Auch  in  diesem  Falle  wählen  wir  <jr  =  —  c  als  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  und  haben: 

t 


—  c  ** 


(</  +  0  (9  —  c)  {q  —  q")  {q  —  q) 


Durch  die  dort  angegebene  Substitution: 

2c./,  w*  —  c.{q'  —  c) 

geht  dieses  Integral  über  in: 

__    /""      2.(0^  —  v^)  _        (Iw 

wo: 


7/  m  —  m.2 t/  fn  -\-  m 


a  a 


/2__      2  c.  (y  —  q") 
''W-c){q"'+cy 

A- 2  =  1  _  /;2  =  (y  +  0  (y^^  —  ^) 

{9  —  <^)  W  +  c) 
Indem    man    noch    für    q'^    seinen    Werth    schreibt,    erhält    man     durch 
Keduction : 


o 

(1  —  k^  .  w^)  dru 


o 


J-"  (1    —   A'  . 
"Itv 

_W±_c)W+<,")      f"       '"-;''"'  /("y'  —  c)  ig" -\-c).w.Jw 

Wir  setzen  jetzt: 
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o: 

r    1 —  **"=' j,  (o)     '     ^1 —  **«''       A  (o)  ' 


g{o).h  (o) 
mer: 

y'  —  C  1  Ä  (0)2 


roimos  sich  ergiebt: 

A(o)» 


y'  —  c  =  —  2  c 


j-+c  =  — 2c 


A(x)* 


/'+c  =  2c 


q  —  c*=s  2c 


j  — ^   =  —  2c 


9  (Pf  .  /•  (x)^  ' 

A  (o)'» .  h  {%y 

9  {oy .  g  («)* ' 
1 

9  (0)'  .  9  («)* ' 


.  „_  A  (0)»  .  {  A  (x)^  .  f  {*y  -  g  (»)»} 


=  — 2c 


e,(o)».e(o)»        ©,(2x) 


©,  (0)        ©,  (x)* .  e,  (x)2 ' 

2  (a*  —  C^  =  2  {q'q"  -  c')  =  2  (j'  -  c)  {q"  +  c)  -  2c  (?'  -  /'), 


=  —  ../  ^^  ^'Ai^i!'^ — TK{^h(oy  —  g{oy  +  hu,y.huy)-, 

h  {oy .  g  (0)«  .  f{%)  .g{%)^      ^  '        i'  V  ;    -r     V  ;.      v  ;  / 1 
Igliek  : 


O 

Z^tmmhriA  i,  MMtbemmtik  u.  PJtj'sJIc,  XV Aj,    1.  ^ 


84  Untersuchungen  über  die  Fälle  etc. 


•  -  .'  ^■■^'^   ^' ^' m'  m' .^  ^  ■^ -^      **•     ^     ^^      *    ••^•"^^  ^^^^^^^••^^•^a^,*".'"'^     .--*.■       •■  .        --     •      **.^^»*-  —    ^     -•.■%  *^V^S«   ^-^^^^»-^  ^»^S 


2  /"',  2        r,    ^^ 


wo: 


^  „  t/^  —  ^  ^  t/^  +  ^' 

^  a  ^         a       ^ 

;t'«  =  1  -  ^2  =  -  L^^II^)_(?L+£l  [positiv,  weil  q"  <  cl. 

2c  .  (y  —  q.)      '•■^  •■ 

Setzt  man  noch  für  q  seinen  Werth,   so  erhält  man  nach  gehöriger  Be- 
duction : 


•'-{^^^+"'+<^}/" 


dw 


-y2c{q-q)J     -— - 


(,' -  O /27(,' -7')  J     (i  +  i±JL,A 


-(?"  +  c) 


7/     2c  »  .  ^w 


1  +  %     '-^,'fv 

9  —g 

Man  setze  wieder: 


folglich 


ferner: 


« („Vi  =  A  =  _  ,• .  z/(*'  -  *^) .(/_+^. 


9—9  ^'W' 

woraus  sich  ergiebt: 


q  —  c  =  —  2c  • 


A  (o)-'  .  /-(x)»' 
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q    -|-  C  sa  2C  -    ^ 


^f     »Ca.  —  2C 


/  +  c  —   2  c 


^     q     ras    2C   • 


«  +?   =  — 2c 


A(o)«./'(x)*' 

1 

A(o)«.A(*)«' 

g(o)^g(«)^ 
A(o)».A(x)^  ' 

.©3(0).e3(x)2.©,(x)2' 

:  2(y  —  c)  (g"  +  c)         ,/ä--7-' -^x   ,    /  '   ,    ^>.  7/~^g 

Durch  Snbstitation  dieser  Werthe  und  Anwendung  der  Formeln  in  §  113 
'    «nd  130  des  Schellbach'schen  Werkes  erhält  man  nach  einigen  leich- 
ten Transformationen: 

n  *  t-'^u  j«2(«>V-«(")*+re(K)     e,(o)^e(o)^e,(2K)         > 
'>  '-'-ä^^-r} ^.^ +  e^(o).e3(«)^e7öö-^-'®W} 

■'  _2.v  /»a)'+i^{i -/•(*)' -A»)^}    .  e,(o)^e(o)^e3(2*),«(»-^)) 

oder: 
r)  t  ^'^Jl  f^A,  .  X  -  F  {^.  X)) 

■nd: 

"^  «     '"'•e,(o)».©(H  +  z).ö(«-z)      • 

Die  Zeit,  welche  der  Punkt  gebraucht,  um  von  7  =  —  c  bis  q  =  q' 

T  n 

xo  gelangen,    sei  —     Nun  wird  w  =  1,   %=  — ,    also   -P(x,   ;|f)  =  0 

ftir  ^  =  q'\  also: 

r  i  .  C  ,  7t  .  An 

_  „ 

Die   Zeit   einer  Schwingung  wird  deäinach: 

T  ___  2i  .  c  ,  n  .  Jjt 
_.  _  _        __ 

Bod   die   Zeit  eines  Hin-  und  Herganges: 

^       Ate  ,  7t  .  Aft 

iii)  j= — ; 
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-"     -        _■--•■  »r  . 


§  14. 

Vergleicht  man  die  bei  der  hyperbolischen  Bewegung  unter  I A  ff  8 
und  I  A  /3  1  entwickelten  Substitutionen  mit  der  im  vorigen  Paragraphoo  * 
durchgeführten,    so   unterscheiden  sie  sich  von  derselben  nur  dadurch, 
dass  —  c  an   die  Stelle  von  -|-  ^  getreten  ist.    Vertauschen   wir   dalier 
in  den  Formeln  dos  §  13  für  Ar,  x  u.  s.  w.  überall  —  c  und  -f-  c  (und  \ 
setzen  selbstverständlich  /?,  p\  p"  statt  q,  q\  q")^   so  gelten  die  Formefai  : 
I)  und  II)  des  §  13  auch  für  diese   beiden  Fälle,   wenn   wir   noch  be-  ' 

merken,   dass  e  =y wird.     Nur  muss  aus  denselben  Gründen,  ,^ 

wie  in  §  12,   die  Formel    für  p  mit  entgegengesetzten  Voneichen  ge* 
nommen   werden,   während  *  die  Formel  für  t    ungeändert  bleibt.     Auch 
ist   -f-  c  der  Anfangspunkt   der  Bewegung.     Die  Formel  III)    dagegen 
gilt  nur  für  den  Fall  A  (y  2,  während  für  den  Fall  A  /?  1,  wo  der  Punkt  ; 
ins  Unendliche  geht,  für  p  =  oo  auch  /  =  oo  wird. 

§  15. 

Für   die  Fälle   II  B  a  2    und   U  B  ßl   der    elliptischen    Bewegung 
wählen    wir  q"   als   Anfangspunkt   der   Bewegung    und   führen    in    dem  . 
Integral : 

^  («2  —  q'^)d_q 


-f 


V  -  '- r—  (y  +  <')(l-  ?")  (?  -  0  (?  -  9) 


Uli  —  m 
die   dort  in  §  6  angegebene  Substitution: 


2c  ,  q    —  c  ,  {q    —  c)  w- 


aus,  so  erhalten. wir: 


wo: 


]/2c.{q-   q")J 


.w 


r  («^  —  7^)  dw 
et  —  d     \  i  ^ 


dw 


m  -f"  m' 

n  '  a 


k^  =  —  -^-   1-7  -      „V-    positiv,  weil  r  >  q\, 

^C  .{q   —q   ) 
^     -^  '     -       2c.{q-q') 

»Setzen    \\\x   noch   für   q-  seinen  Werth ,   so   kommt   nach    gehöriger   Rc- 
dnctioD  : 
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.'*-^w-*    -\y-  •^  ->.y-w*^  '-.'*■  ^**-^^  v"^^'^  ----  -^^  ^-  ^  r  ^ 


—  k^nr^)  dw 


o 


m^  .  rfw 


2c  +  (^"  — c)w^ 
nd  weil: 


i^  —  q^ 


K2e(y'-9'')       K^  (?'-?")       l/2c(q'-g")  '        2c 

ili  SO  erbidt  man: 


Aw 


{q-  -  e)  (g-  +  C)  {q  +  g")      /* J^rf?? 


w^l^^w 


^      2c 


Hr  setzen  wieder: 


lo: 

id  ausserdem: 

~2'C  -  *  •  '  W    =  ;j(„)2  . 

irans : 

q    —  c  =»  —  ic  •  jT^j , 


q"  +  c  =  2c 


Ä(o)' 
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,• + « _  ,e .  ?&4s:. 


q  —  c  «=  2c 


/  // 


A(o)«  .  g[*Y 
9W 


q-\-q-^C.    e,(o).©,(x)».©(x)»- 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  und  Ausführung  dor  Integration  ergie 
sich,  wenn  man  noch  die  Formel: 

benatzt : 

I)  e,  =  2  ,cz  |-  -^— ^   -^^  ?,y /  9(n) 

"»,(0)  .  ©Jx)-'".  ©(x)J     '    «^  W  ( 

©,(.>)^  .  ©(»)^  ft,(2x)      ©(x-^)l 

'^*-      ©3(0)   .  ©,(X)'  .  ©(x)'       '©(;c  +  ;j)f 

oder  unter  Anwendung  einer  ähnlichen  Abkürzung,  wie  früher: 
und : 


Für 

wird 
uimI 


7t 


W  =   1  ,    ry  =  +  r 


Ni'iMic'ii   wir  al.io  —  «Tu'  Zoit,   welche  «lor  Punkt  gebraucht,  um  vim 

q  =  q     bis  7  =  +  r 
zu  ^rlaii:;«'!!,  so  kommt: 

r       ic  .  n  ,  Aft 

rolirlicl»  «lio  Zeit  einer  Scliwinpm;:: 

r_  '2icrr  .  .1y 
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t  >_*>_r*     ■V**"».'V*»-*-^<r%.''^^  %^X.^,^>^-\  •  N  -N     V        ^-s'-^*  >^X*  »/■  N/~.^V"'v^V.--N  *•  --.'■■  /■V%M^-^    .  -x.^  ^^  ^\^  - 


und  die  Zeit  eines  Hin-  und  Herganges: 


§16. 

Dnrch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §§  12  und  14  erkennen  wir, 
dass  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  ihre  Giltigkeit 
sacb  für  den  Fall  I  Ba2  der  hyperbolischen  Bewegung  behalten,  und 
xwar  die  Formel^I)  unverändert,  die  Formel  II)  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen,  wenn  wir  überall  p,  p',  p\  —  c  an  die  Stelle  von  q^  q\  q\ 
+  c  setzen  und  auch  p"  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  nehmen.. 
Ausserdem  wird 


7/  m  —  m 

£  =  ;      - — 


Die  Formel  III)  für  T  dagegen  wird  illusorisch,  da  /  für  p  ==  cx)  eben 
falls  unendlich  wird  und  höchstens  einmal  denWerth  p"  annimmt. 

§  17. 
Die  Grenzfälle. 

1.     Fall  II  Ay  der  elliptischen  Bewegung. 

Es  ist,  wenn  man  —  c  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  nimmt: 

^         (a^  —  q'^)  dq 


'-/i 


/4m  {q  —  c)  (q  +  c)q 


—  c 


Dnrcb   die  Substitution: 

q  s^  c  ,  w^  —  c=  —  c.(l  —  nP) 
geht  das  Integral  über  in: 

•»'  a}  —  c2  (1  —  n;2)2 


y^mc  ,  i  =    j 


Aw 


dw, 


alüo  :   k^  «=  Ar''  =  ^  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

O 

Setzt  man  wieder: 


►.I.-  ^.-.«-^. 
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etc.,  60  kommt: 

'  ay^mc        »^'      «  3j/2mc 

11)  9 0.  g{x)\ 

weil  g{oy  in  diesem  Falle  ==  1  ist. 
Für  ^  =  0  wird 

x  =  i^f  gix)  =  0, 

also : 

T      '^a^  -  c'      ^  ,  ^, 

--=  '   ^3  0)2.«, 

r  =  -      __!,  .«,(o)».2»r. 
3>^'2mc 

2.   Fall  IIB}'  der  elliptischen  Bewegung. 
Wir  wählen  7  ^  0  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  und  bekommen : 

(«'  -  y»)  dg 


J  y—im 


{9  +  <^){Q  —  ^)9 

Durch  die  Substitution: 

c  .  tv^  c  tv^ 

erhält  man: 


/> 


also: 

^2  =  A'2  =  i. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

/> 
und  wenn  man  wieder: 

etc.  setzt: 

_  3«^—  c^  2  c''  r*(x) 

^      '""3y2Vc'   ^•^'•'=   sywi'  ^.{py-Hir 

11)  '-'KW' 

weil  (7(0)^  =  1  und  Ä(o)2  =  j/2  ist. 
f^ür  ^  ==  c  wird 
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folglich : 


»=>,    Z  =  J,   i'A(z)  =  0, 


T       3a»  — c*     _  ,  .. 


y^3a»— c<     «  /„N2    2ff. 
3.j/2m'c 
3.    Fall  I  A}r  der  hyperbolischen  Bewegung. 

Indem    wir   p  =  -\-  c    als    Anfangspunkt    der   Bewegung    wählen, 

bekommen  wir: 

(p2  _  a»)  dp 


<fh 


4m  (p+c)  (p  —  c).p 
Darch  die  Substitation : 


c 
P  = 


1  —  w' 
kommt : 

»2 


o: 


z/«;  —  /(l  —  w»)  (1  —  i  w')  , 
und   hieraus  erhält  man  ferner: 


^  \3  )J     dw^    3       (1  —  W-) 


und 


etc.  g«>8etzt: 


»-^•r« 


„     ,_j'.^'. ,.(.)..,    ^«'     <■»(«) 


3.>'2S5    "'■'    3/rirr  »,(«)'. »uv' 


")  p 


c 


p(z)' 


Für  Z  =  ö  werden  P  und  /  unendlich. 

§18. 
Allgemeine  Anmerkung. 

Zu    den  'Fonneln    der  §§  9 — 16    ist    noch    allgemein    zu  bemerken, 
dmw    die  Ausdrücke  für  p  (resp,  q)  nni  /,   wo   sie  ganz  oAex  iWA-v^x^^ 
aaisr  imaginärer  Form    eracheinen,    nichtsdestoweniger    reeW^  Gtö^ä^W 
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■  ^.^^^w^.^^»».^^^.-^^rf»^^^JP.*Vi*N<"W^^i^^-*%J-^%^-^^.-.-.    --■'-,^«^^^^.    .  _»  —  --. I 


bind,  weil  das  Imaginäre  dadurch  aufgehoben  wird,  dass  entweder  x  oder 
€  ebenfalls  complex  ist. 

In  allen  Formeln  der  elliptischen  Bewegung  ist 

y—a — 

in  allen  der  hyperbolischen  Bewegung 


/wi  —  m 


r  a 

wenn  die  Bewegung  auf  dorn  positiven, 

l/fn  —  m 
\vpiin  sie  auf  dem  negativen  Hyperbelzweige  stattfindet. 
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L    Hotii  aber  die  Itiqnadratisohe  Oleiohmig. 

ff 

Nimmt  man  die  folgende  Form  der  biquadratischen  Gleichung: 
1)  ax*  +  Abafl+  ecx^-j-  Adx-j-  e  =  0, 

and  setzt: 

^  L  —  ace+2bcd—acP—  eb^  —  c», 

fo  findet  zwischen  den  beiden  Invarianten  7,  L  und  den  beiden  folgenden 
Qnantitäten: 

3)  H=b^  —  ac,         G  =  a2d  — 3a6c  + 2  6^ 

die  Relation  statt: 

4)  G»  =  4i5r»  —  Zö»  —  JBa^. 

Setst    man   in   der  Gleichung   1)    o;  = ,   so   geht   diese  Gleichung 

über  in: 

6)  y^  —  6  Hy^  +  4  Cy  +  aV  —  3  77'  =  0. 

Welche  Art  der  Lösung  der  Gleichung  1)  oder  der  Gleichung  5)  man 
aach  wählen  möge,  welche  anf  eine  sogenannte  Kesolvente  führt,  die 
Form  der  Resolventen  ist  immer  dieselbe.  Im  ^yQuarlerly  Journal  of 
Maihemaiics''  1866,  Vol.  VII,  S.  6  u.  358  hat  Ball  gezeigt,  dass  die 
Methoden  von  Ferrarf,  Simpson,  Euler,  Descartes,  Lagrange 
nnd   Cayley  immer  auf  die  Resolvente: 

6)  z'^  —  Jz-\'2L  =  0 

fuhren,  wenn  man  die  reducirte  Form  5)  zu  Grunde  legt.  Um  ein 
anderes  Beispiel  zu  haben,  werde  die  von  Schlömilch  in  der  „Zeit- 
schrift für  Mathematik"  (Bd.  VIII  S.  223)  angegebene  Methode  betrachtet, 
welehe  darin  besteht,  die  Gleichung  1)  auf  die  Form: 

7)  H  -I-  1  -j-  4;„  (/3  ^  ^)  _|_  6^^2  _  0 
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Zu  Lringen.     SMzt  man  in  der  reJncirlPn  Form  fi): 

bestimmt  s  und  r  dnvcli  die  Gleichnngcn: 

(,vr)'  =  1  —  ti  fff'  +  4  Gr^  +  (oV  —  3  fl-)r', 

so  ergiebt  tiii^ti  die  Gleictinng  7),  wenn-. 

_    1_  1  — _ffH 

gesetzt   wird.     Zielit  man    das  Qnadrat   der   zweiten    Gleictinng    6)    tdi 
der  ersten  Gleichung  ab,  so  folgt: 

GM  ~  6  ff  Cr'  +  (12  ff'  —  n'J)  »■  —  2  C  =  0- 
Ditisp  Gleicliung  mit  C  mnltiplicirl,  giebt: 

(Gr—  2ff)^  —  nV(Gr  —  '2  ff)  —  2  (4  ff »  —  G-  —  Jffa')  =.0. 
Mit  Rücksicht  anfdie  Kelation  4)  erhalt  man  aus  der  vorstehendeu  Oletcli 
ung   unmittelbar   die  in   0)  aufgestellte   KeHoliento  Tür    Gr  —  2B  ^  a: 

Verscbwindet  in  Aer  GIcicbnng  6)  die  Quantität  J  oder  die  qua- 
dratisclie  Invarittnle,  so  ist  die  Gleicbnng  G)  eine  einfache  binomiscbe 
Gleichung.  Man  kann  nun  immer  die  Gleichung  l)  so  trsnsformtren, 
daaa  für  die  transformirtp  Gleichung  die  eulsprochendo  quadratische  1 
Variante  verschwindet,  welche  Idee  bekanntlich  von  Uermite  herrtthrt. 
Die  allgemeinen  Principien  finden  sich  in  der  Schrift  „Sur  la  Ihe'orif  des 
t'qualions  modulaires"  S.  20  (Paris  1H59}  angegeben,  mit  deren  Htife 
die  Gleicbnng  1)  sich  auf  die  Form: 

9)  y'  -ej('  +  4Sv  — 3  =  0 

bringen  lä8st.  Da  die  von  Hermito  angegebene  Methode  mehrere  Un 
bestimmte  enthält,  woduicli  die  Rechtinng  etwas  compticirt  wird,  so  ist 
es  vielleicht  nicht  ohne  fnteresae,  in  eitlem  besonderen  Falle  die  Farm 
9)  herzustellen. 
Man  setze: 

10)  aar'  +  (fll  +  46)a:  =  u, 
Mnlti))licirt  man  diese  Gleichuug  mit  x'^  und  mit  ix^  bildet  die  Differenz 
der  erhaltenen  Prodncle,  so  folgt: 

ax*  +  46a:' =  (al'  +  46(  +  u)x'  —  ulx. 
Mitlcb  dieser  Gleichung  geht  die  Gleichung  1)  über  in: 

11)  {a  r-  +  4bl  -j-  Gc  -\-  u)x^  -i-  (id  —  lu)x  -^  e  =  0. 
äetzt  man  zur  Abkltneting: 

12)  afi  +  Abl  +  Ac  =  p, 

a.>  folgt  dtirch  Elimination  von  j-  «wischen  den  Gleiihungen   10)  und  11) 
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13) 
wo: 


ii*  +  4^f|3  +  6(7M«  +  4/)ti+  i?  =  0, 


14) 


B  =  bt  +  3c, 


Sbd+  ae 


D  =  pae  —  ace  —  AadP'\-  {pd -^  2cd+  eh)  (ai  +  Ab) 
E  =  p'^ae'\-p{Aahei  +  16^6*  —  2ace) 

+  4  fl^  (2dc  —  ad)t  +  %ec  (46«  —  ac)  —  l^ahde  +  («^)^ 
Mit  Rficksicbt  aaf  die  Oleklrang  12)  erhält  man  aus  14): 
BD  ^  p^bd  +  p{10 bcd  +  2kaec-\-  eb^) 

■fp/(5)arrf+a^6)  +  at{2  bce  —  Abd^ -j-  6c«rf) 
+  <•(— 3flc<?—  12  ad^-j-  Ubcd-^Seb'^), 

3C»=3p'c«  +  p(16dcrf-f  2Äec  +  12a<P+  12 c^) 

+  12acifp/  +  a/(ae  — 4drf+  6c')4rf 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  letzten  Gleichung  14)  geben, 
anter  Zuziehung  der  Werthe  von  /  und  L  aus  2): 

JB— 4^2)  +  SC' =  V—  12  Zp  +  |/2 

Bestimmt  man  p  durch  die  Gleichung: 

15)  V-  12Zp  +  i/2  =  0, 

so  ist: 

Ä— 4äD  +  3C«  =  0. 

SeUt  man  hieraus  E=ABD  —  ^C^  in  die  Gleichung  13),  so  folgt: 

(•I  +  B)^  —  0  {B^  —  C)(u  +  B)^  +  4:(2B^-^SBC+J)){u+B) 

—  3  (5*  —  (7)2  =  0, 
oder: 

gesetzt: 


Ffir: 


11+  B  =  yj/W--^ 

y4  _  6  y'  +  4 ^I--  y  —  3  =  0. 

(Ä*  —  C)i 


2B^  —  SBC-{'  D 


=  S 


(^2  _  ^i 

ergiebt  sich  unmittelbar  die  Gleichung  9).     Setzt  man  S^  —  4  =  ^  9^, 
so  iXsst  sich  die  Gleichung  9)  auch  auf  die  Form  bringen: 

(y'  +  y  -  1)^  -  2  (y  +  2)  (y  -  J^'' 
Es  ist: 


(4  —  5«)  (^  —  C)  —  —  4  B^D  +  3  B^C^  +  6  BCD  —  />'  —  4  C^, 


(4  — S*)  (ß-  —  q  =  EC-\-  2  ßCD—  D'> 
DU  rechte  Seite  diespr  Gletclmng  tat  die  cubische  Inranante  dar  Gleich- 
ung 13),  wie  sich  leicht  durch  Aufstelluug  der  anslogen  QnKDttUiten 
2u  C,  II,  J  und  L  Itir  die  bemerkte  Gleichung  crgiebt. 

A.    EüNEFEB. 


U.     üeber  dai  specifische  Gewicht  der  Leginmgen. 

Bckamitlicb  ist  Ab»  speci&sclie  Gowicbt  eiiier  Legitung  stet«  aie- 
di-igcr.  als  die  Berechnung  ergiebt.  Im  Folgenden  soll  üer  Vereuch 
gemacht  werden,  diese  Erecheiunng  zu  erklären,  sie  mit  anderen, 
den  Legirungen  gemachten  Beobachtungen  in  Zasammenhang  zu  brin- 
gen und  eine  Formel  anCzustelleu ,  welche  es  cnnöglicht,  in  jedem  ge* 
gchenen  Falle   die  Abweichung  zu  berechnen. 

Wird  einem  Körper  von  aussen  Wurme  zugeführt,  so  äusecrt  sich 
dieselbe  in  einer  doppelten  Wirkung.  Eia  Theil  des  zugefUbrten  Wänno^ 
quanluma  wird  zur  Erhühung  der  Temperatur  des  Kiirpers  verwendet, 
der  Kest  sur  Ausdehnung  des  Körpers,  d.  h.  zum  Anseinanderrückeu 
seiner  Atome.  Kühlt  der  Kiirpcr  sich  wieder  ab,  d.  h.:  wird  ihm  die 
zngel'ührte  Wärme  wieder  enixogen,  so  rücken  auch  seine  Alomt.-  wieder 
zusammen.  Ein  Theil  der  zugeführten  WSnne  hatte  sich  also  in  die 
Arbeit  verwandelt,  welche  nöthig  wnr,  um  dii>  Atome  aus  ihrer  ursprüng- 
lichen Gleichgewichts  luge  zu  bringen,  nud  wird  beim  Zusammenrücken 
der  Atome  wieder  fr^i.  —  Wenn  dagegen  ein  Körper  ohne  ftossorfl 
Wärmezufuhr  sich  ausdehnt,  sn  kann  diese  Arbeit  nur  auf  Kosten  se 
eigenen  Temperatur  geleijitct  werden.  Ein  In  dieser  Weise  sich  aa<- 
(lehnender  Körper  wird  hIbo  eine  Abkühlung  erleiden.  Umgekehrt  wird 
derselbe  Körper,  wenn  er  sich  wieder  zusammen  zieht,  seine  nraprdng' 
liehe    fempernlur  wieder  erhalten. 

Wenn  nun  zwei  schmelzende  Metallmassen  zu  einer  Legirung  ver- 
einigt werden,  so  lüsst  sich  dii*  Temperatur  I'  dieser  Mischung  stets  aus 
den  Schmelzpunkten  /),  und  pj  der  beiden  Hassen  berechnen,  da  i 
von  jedem  Beslandtheil  die  Masse  {m^  und  m.,)  und  die  specifische  WSrmfl 
(c,  und  Ci)  kennt.     Es   ist  dann 

'nxC,{py-P)  =  m,r^{I>-p^). 
Es  niilsste  daher  auch  P  der  Schmelzpunkt  der  Legirung  sein.  In  Wirk- 
lichkeit liegt  derselbe  aber  niedriger.  Bezeichnen  wir  den  heobachteteo 
Schmelzpunkt  mit  />,  so  kühlt  sich  also  die  Legirung  von  P  bis  p  Grad 
Es   ist    daher   die  Wnrme   /'  —  p  der  Legirung 
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Bieht  entsogeDf  sondern  in  ihr  selbst  gebunden  worden,  oder,  was  das- 
■dbe  ist,  sie  ist  in  Arbeit  verwandelt  worden.  —  Gleichzeitig  aber  ist 
das  specifiscbe  Gewicht  der  Legirung  von  S  anf  s  gesunken  (wenn 
mit  S  das  ans  den  specifischen  Gewichten  der  Bestandtheile  be* 
reebnete,  mit  $  das  wirklich  beobachtete  specifische  Gewicht  der  Mischung 
beseichnen.*  Folglieh  hat,  da  die  Masse  der  Legirung  sich  nicht 
iadeite,  ihr  Volumen  sich  vergrössert,  d.  h.  ihre  Atome  sind  ausein- 
ander gerfickt  worden.  Nach  dem  oben  Gesagten  aber  ist  diese  Arbeit 
«Bter  Aufwendung  einer  gewissen  Wärmemenge  ausgeführt  worden,  und 
diese  Wätmemenge  ist  keine   andere  als  P  —  p.     In   der  Legirung  ist 


*  Da  S  und  «  das  specifische  Gewicht  der  Mischung  bei  der  Temperatar  P 
«■geben,  so  mnss  man  bei  der  Bestimmung  von  S  und  s  diese  Temperatur  zu 
Grande  legen.  Es  seien  die  specifischen  Gewichte  der  beiden  Bestandtheile  bei 
4-^*A.  resp-  mit  «i,  St  und  das  daraus  berechnete  der  Legirung  mit  a  bezeichnet, 
dieselben  Grössen  bei  P^  resp.  mit  «|,  «s,  S;  die  Volumina  der  Bestandtheile  resp. 
■it  Wf  and  w^^  femer  die  resp.  Ausdelinun^sfactoren  von  4P  bis  P^  (d.  h.  die  Ver- 
Ultnisse  swischen  dem  Volumen  bei  P^  und  demjenigen  bei  4*^)  mit  or|  und  ^2, 
ndlich  der  Ansdehnongsfactor  der  Legirung  von  4®  bis  P^  mit  ß;  dann  ist, 
«eon  noch 

gesetst  wird: 

Ferner  bei  4*: 

^>  • tv,  +  w^       ' 

bei  P*z 

4)  -3-  =-  — -r—^ 

'  p  w^af  -f-  Wf  Oft 

oder; 

»1  +  »t 

In  Formel  4)  sind  alle  Grössen  ausser  ß  und  a  praktisch  bestimmbar.  Nament- 
lich genügt  CS,  um  a|  und  a^  zn  finden,  die  lineare  Ausdehnung  eines  Metall- 
•tnben  swischen  4**  und  P^  zu  bestimmen;  die  dritte  Potenz  des  gefundenen  Fac 
ton  ist  dann  das  gesuchte  a.  Dieses  Verfahren  ist  auf  die  Legiruug  (für  welche 
man  auch  eine  Erfahrungsformel  von  der  Form  ß  =  1  ~\-  AI  -\-  ßt^  nicht  voraus- 
netsen  kann)  nicht  anwendbar,  da  P  jenseit  ihres  Schmelzpunktes  Hegt;  doch 
können  wir  mit  Hilfe  der  Gleichungen  3)  und  4)  ß  unmittelbar  durch  ir|,  ut,  o^^  a^ 
aasdrQcken.     Durch  Combination  dieser  Gleichungen  erhalt  man  nämlich: 

^    4-«,    —  «^l«l  +  M>t«t 

^inr^t  — Q 

and: 

IT,  +  W, 

Endlich  ist  noch  '  "*  "ä*  >  wo  £  das  beobachtete  specifische  Gewicht  v\er  \^vi^\n\\\^ 
Ui  +4*/l.  ißt. 
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also  die  Wärme  P  —  p  gebunden  und  wird  nicht  durch  Schmelsen  der- 
selben frei,  sondern  erst  durch  Trennung  der  Bestandtheile.  Sie  würde 
frei  werden,  wenn  man  die  Legirung  bis  P^  in  festem  Zustande  er- 
halfen könnte. 

Nachdem  auf  diese  Weise  zwischen  der  Erniedrigung  des  Schmelz- 
punktes und  derjenigen  des  specifischen  Gewichtes  ein  Znsammenhang 
hergestellt  ist,  brauchen  wir,  um  die  Vergrösserung  des  Volumens  za 
erklären,  nur  anzunehmen  (übereinstimmend  mit  Matthi essen),  dass 
zwischen  zwei  Atomen  desselben  Metalls  der  Quotient  aus  der  ab- 
stossenden  und  der  anziehenden  Kraft  kleiner  ist,  als  zwischen  zwei 
Atomen  verschiedener  Metalle.  Denn  da  wir  uns  in  der  Legirung  jedes 
Atom  des  einen  Metalls  von  irgend  einer  Anzahl  von  Atomen  des  an- 
dern umlagert  zu  denken  haben ,  so  ist  unter  der  gemachten  Annahme 
klar,  dass  in  der  Legirung  jedes  Atom  des  einen  Metalls  von  den 
Nachbaratomen  durch  grössere  Zwischenräume  getrennt  sein  wird,  als 
vorher.  Da  dies  für  beide  Metalle  gilt,  so  wird  der  Raum,  den  die 
Legirung  einnimmt,  grösser  sein  müssen,  als  die  Summe  der  Räume, 
welche  die  Bestandtheile  einnahmen. 

Bevor  wir  an  die  Formulirung  der  oben  geführten  Untersuchung 
gehen,  wollen  wir  versuchen,  noch  eine  andere,  an  Legirungen  beob- 
achtete Erscheinung  mit  unseren  Resultaten  in  Zusammenhang  zu  bringen. 
Wir  sahen  oben,  dass  die  Legirung  beim  Erkalten  während  der  Um- 
lagcrung  der  Atome  (oder  während  die  Atome  ihren  neuen  Gleich- 
gewichtszustand annehmen)  keine  Wärme  verliert,  indem  jene  P  —  p 
Grad  die  Arbeit  der  Ausdehnung  verrichten.  Während  dieser  Zeit  wird 
also  die  Abkühlung  der  Legirung  keine  Fortschritte  machen,  d.  h.  ihr 
Temperaturzustand  stationär  bleiben,  und  zwar  auf  P  Grad.  Dann  wird 
die  Abkühlung  weiter  bis  p  G^ad  fortgesetzt  werden  und  nunmehr  die 
Erstarrung  eintreten.*  Beobachtungen  dieser  Art  sind  in  der  That  von 
Rudberg  gemacht  worden  (vgl.  Eisenlohr,  Lehrb.  d.  Physik,  18G3, 
S.  421). 

Es  seien  nun  m^  und  mj  die  Massen  zweier  Metallst  ticke ,  v^  und 
i\^  ihre  Volumina  im  Zustande  der  Schmelzung,  s^  und  s.^  ihre  auf  den- 
selben Zustand  bezüglichen  specifischen  Gewichte,  also: 

dann  ist  das  specifische  Gewicht  S  der  Legirung  (deren  Temperatur  P 
nach  der  auf  S.  2  gegebenen  Formel  bestimmbar  ist)  durch  die  Formel 
gegeben : 

*  Man  könnte  einwenden,  dass  unmittelbar  nach  Umlagerung  der  Atome  die 
Erstarrung  eintreten  mUsse,  da  der  Wärmeverbrauch  inzwiscbeii  fortgesetst  worden 
6ci.  Dagegen  ist  zu  erinnern,  dass  die  Erstarrung  nicht  von  der  QeeammtgrdtM 
des  Wärmeverbrauchs  (abgegebene  und  gebundene  Wärme),  sondern  nur  von  der 
Menge  der  abgegebenen  Wärme  abliängt. 
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Die  Verinderangen,  welche  in  der  Legirung  während  der  Umlagerung 
der  Atome  vor  sich  gehen ,  mögen  für  5,  v^,  v^  resp.  mit  ^5,  ^v^^  dv.^ 
I^fteichnet  werden.     Dann  ist: 

['  Beide  Formeln  gelten  für  die  Temperatur  von  P  Grad.  Unter  Bei- 
bebaHong  der  in  der  Anmerkung  auf  S.  95  gebrauchten  Bezeichnungen 
erbtlten  wir  für  die  Temperatur  von  4^  die  entsprechenden  Formeln: 

3)  a=      J    \'      >     *i «'i  =  <'i «'i  »     s^v^  =  a^w^, 

Wj  -|-  ^2 

4)  £=6+  Ja. 
Da  aber  c  =»  Sßy  so  ist: 

6  +  Ja  =  {S  +  JS)ß 
oder: 

5)  Ja  ^ß  .  JS. 

"Es  wird  nun  unsere  Aufgabe  sein,  die  Grösse  Ja  oder,  was  nach 
der  letiten  Formel  hiermit  gleichbedeutend  ist:  JS  durch  5,  P,  p  und 
die  Volumina  der  Bestandtheile  auszudrücken.  Eine  Formel,  welche 
fiese  Bedingung  erfüllt,  wird  uns  nämlich  in  den  Stand  setzen,  das 
ipeeifische  Gewicht  einer  Legirung  zu  bestimmen,  wenn  gegeben  sind: 
die  Volumina,  die  specifischen  Gewichte  (beides  auf  die  Temperatur  4^ 
belogen),  die  Schmelzpunkte  der  beiden  Bestandtheile  und  der  Schmelz* 
pnnkt  der  Legirung.  —  Da  diese  Beziehung  nicht  für  die  Temperatur 
von  P\  sondern  für  diejenige  von  4^  aufgestellt  werden  soll,  so  müssen 
iOflserdem  noch  die  Ausdehnungsfactoren  der  beiden  Bestandtheile  für 
den  Unterschied  von  4®  bis  P^  gegeben  sein. 

Es  seifen  zur  grösseren  Einfachheit  die  beiden  gegebenen  Massen, 
•owie  die  Legirung  kugelförmig  angenommen,  und  die  Iladien  bei  P^ 
t^.  mit  p],  Q^y  9  bezeichnet,  das  Volumen  der  Legirung  vor  Um- 
Itgemng  der  Atome  mit  v;  dann  ist: 

'olgiich: 

Q^  =  Q\^  +  Q2^' 

Siod  nun    Jq,  ^^h  ^Qz    ^*®   ^®^   Aenderungen    der   v   entsprechenden 
Aendemngen  der  p,  so  ist: 

if  +  jpy  =  (p,  +  ^e,)3  +  (9„+  j^y- 

^  Vgl.  die  Anmerkung  auf  S.  96. 
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oder,  weno   # 
vernachlässige  [ 

Ferner: 

also: 


die    Kweiteu    and    dritlea    Potensen    der   AenAemnf^ 


folglich 


7) 


f  +  ^"  =  Me  +  ^e)'«  =  4«(f'  +  3p'^p) , 

^i'[  =  4jrp|'.  i*p, ,  jtf pj  ^  4äPj^,  ^pj, 

jIp,  -|-  iipj  ^  4;ip^,  df. 
ilgt  ans  den  Fonaeln  1)  nnd  2): 

s(.,  +  ",)  -  (s  +  ^S)  (',  +  .■,  +  J;  +  ^r,) 
0  -  (S  +  ^s)  (J.,  +  ^.,)  +  ^s(,.,  +  -,). 

wir  liipr  den  Werth  6)  ein,  so  folgt: 


J,~^ 


^SK+_^ 


JS.g 


r  ZnsaiiiDienhaiig 


Es  ist  nan  weiter  ui 
einerseits  und  den  Gröseen  S,  P,  p  i 
Allgemeinen  eine  Kagel  vom  Rad  ins 
WSrmczafnhr  I  erhält,  sb  ist  die  Aendcrnng  ihres  Badi 
näher  bekannte  Function  von  s  und  /,  also  etwa 

Bezeichnen    wir   nnn    mit  x    denjenigen   Tbeil 
Arbeit  der  Ausdehnung  leistet,  und  mit  y  denjenigen, 
p^raturerhöhung  lierbeiftthrt,  so  ist  j'  ] 
es  awisclien  0"  und   100"  der  Fall   ist, 


3(S+  JS) 

isclicn  dor  Aendemng  d\ 
idererseits  zu  ermitteln.  Weno  ti 
und  epeciÜBcheD  Gewicht«  s  ein 


i  nicb 


l,    wolcher   dl« 
■luhcr  die  Temr. 
portioual  mit  t^r.    (Wenn,  irta 
and  t/    nahezu    ein   constsBl 


Verhältnis»  haben,  so  dass  man  y  ^  ex  setzen  kann,  so  ist  r  ^  ;ir  -f-  ] 
=  (l  -|-  e)x.  In  diesem  Falle  ist  nnn  bekanntlich  dr  propoitional  mit 
t,  also  nnch  mit  ar.)  Aber  in  nnserem  speciellen  Falk  isl  P  ^  p  gerade 
die  Wärme,  welche  die  Ausdehnung  ^p  bewirkt,  mitbin  P  —  p  propoi- 
tional mit  ^p. 

Die  von  der  Wärme  P  —  p  zm  leistende  Arbeit  ist  femer  dem  t 
cifischen  Gewicht«  S  proportional,  welches  die  Legimng  vor  der  Dm* 
logcrnng  der  Atome  bei  iler  Temperatur  von  /*"  besitzt.  Denn  wcifn 
zwei  Kugeln  mit  gleichem  Volumen  eine  gleiche  Ausdehnnng  erlitten 
haben,  so  ist  die  Artieit  proportional  der  Masse,  d.  h.  da  die  Volnmini 
gleich  sind,  dem  spccifischen  Gewichte. 

Wir   erhalten   daher,    wenn   c    einen    constanten   Factor  bezeicbnett 
die  Fonnel: 

8)  c{P  —  p)  =  S  .  Jp. 
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Die  Bedentang  von  c  ergiebt  sich,«  wenn  wir  P  —  p  und  S  gleich 
1  setien.  Dann  ist  c  die  lineare  Aendot'img,  welche  ein  Körper  vom 
Volnmon  1  and  der  Masse  1  durch  einen  Wärmeverbrauch  (nicht 
Warme  zu  fahr!)  von  1**  erhält.  —  Um  die  äe-'k'utung  von  c  zu  ermit- 
teln, können  wir  auch  annehmen,  der  zuV.l3etrachtende  Körper  sei 
Walser.  Wenn  wir  demzufolge  P  =  0  setzen ,  und  .5  gleich  dem  spe- 
cifischen  Gewichte  des  Wassers  bei  4~  1*\  gleich  c*V<Bp.ist: 

e  =  c  .  Jq^ 
oder,  wenn  wir  noch  c  :  c  s=  C  setzen: 

9)  c=jq,  '-'.:'-- 

d.  h.:    C   ist  die  lineare  Aenderung,   welche  eine  WasserkugeL-Arqn  der 
Temppratnr  +  1®  durch   einen  Wärmeverbrauch  von  +  1**  erleidet. 

Ans  Vergleichung  der  Formeln  7)  und  8)  ergiebt  sich  nun:      ..  J.. 

JS . Q . S 


oder: 

oder: 
10) 


ciP-p) slß+jg)^ 

3Sc{P—  p)-i-3c(P  —  p)  JS+  S.Q.  JS  =  0 

jg :ic.s.{P  —  p) 


qS-\-3c{P-p)  ' 

wodurch  die  verlaugte  Formel  hergestellt  ist.  —  Hierin  haben,  wenn 
wir  alle  Messungen  auf  die  Temperatur  von  -j-  ^"  reduciren,  die  Buch- 
staben S  und  Q  folgende  Bedeutung: 


11) 


S 


tf|  It^i   -{-  (^2 1^2 


=  y^in^'\-^'2^2^' 


Cf  j  Wj  -|-  a^  ^2 

Und  es  sind   w^  und  w^  die  Volumina,    r,  und   r.^  die   Radien,    (^i  und 
flj  die  specifischen   Gewichte,    a^  und   tx^   die  Ausdehnungsfactoren   zwi- 

•cken  4"  ^*  ^od  4"  ^^  ^*i'   ^i®   beiden  Bestandtheile   der  Legirung  und 

die  m,  r  and  ö  für  die  Temperatur  von  4^  bestimmt. 

Endlich  ist,  wenn  wir  die  Formeln  4),  5)  und  3)  zu  Hilfe  nehmen: 


12) 


2^ 


»,4-^2  W'j   +  ^^^2 


Hiermit  ist  nun  auch  die  gesuchte  Functionsbeziehung  zwischen 
^eu  Grössen  £  und  p  dargetlian,  d.  h.  zwischen  dem  wirklichen  speci- 
fischen Gewichte  der  Legirung  und  ihrem  Schmelzpunkte. 

Die  Constante  c  wird  man  praktisch  nicht  anders  ermitteln  können, 
all  indem  man  in  dem  Gleichungssysteme  10),  11),  12)  alle  Grössen 
•ttser  c  numerisch  berechnet  und  dainn  c  bestimmt.  Das  Mittel  aus 
■«ireren,  mit  verschiedenen  Legimugen  ausgeführten  Bestimmungen 
^firde  dann  einen  genaueren  Werth  geben,  und  zugleich  könnte  an 
^w  Uebereinstimmung  der  erhaltenen  Werthe  von  c  die  Richtigkeit  der 
HD  Vontehenden  mitgctheilton  Theorie  geprüft  werden. 

Waren,  im  October  1872.  V.  Schlegel. 


m.    üeber  Eegelsc)iiLitte',''veTche  zwei  Punkte  gemeinsnm  haben. 

Die  Gleicbnng        •.'-,••,'■ 

1)  ■'»•x^'-i-  ix  +  itx'+  V  =  0 

stellt  bekanotlich  .^'-bomographische  EDtaprechen  zvri-ier  Panktreil 
X,  X  vor.  Di^lÖfiti  mögen  sich  anf  derselben  Graden,  der  Axe, 
finden  und  .aucb.Jer  Anfang  der  Coordinaten  la:' der  Einfacbheil  wi 
derselbe  seinV.^  Ii'b  nebme  nun  auf  einer  durch  deu  leUteten  gebend) 
Geraden/ ^'wer' Punkte  E,  F  nn.  Dann  bestimmen  die  beiden  G«rad< 
Ex,  ^at_'-durcb  ihre  Scbnitipnnkto  einen  Kegelschnitt,  dessen  Glcichui 
dar«)*,  1)  vorgestellt  wird.     Derselbe  geht  durch  die  Punkte  E,  f;  seil 

-Tafl^enten  in  denselben  schneiden  die  Axe  iu  deu  Punkten ,    — 

und  der  Pol  von  EF  hat  daher    die  Coordinaten  x=  —  j,    j-' =  — -! 

Die  Gleicbnng  1}  stallt  zwei  durch  E,  F  gebende  Gerade  v« 
wenn  Ifi  —  v  k  ^  0. 

Der  KegeJKthuilt  Kerfalll  ebi-nfalls  für  v  =  0  in  Kwei  Gerade,  den 
eine  die  Linie  EF  Ist.  Als  Gleichung  der  Geraden  kann  .man  alse  b 
trachten : 

2)  Kx.r-j-  Ix  -\-  nx'=l). 

Für  XII  -\-  Xb  -\-  fic  =  0  gehen  sümmtliehe  dnrch  2)  vorgestellte  Gi^nii 
(l'irth  einen  festen  Punkt,  iiiimlich: 


Ueberhaupt  gelten  hier  ganz  ähnliche  Bemerkungen  wie  für  die  gewöha 
liehen  Coordinaten.     Ohne    auf   dieselben   weiter   einzugeben,    fuhr 
nur  noch    die    Gleichung   der    Pulare    eines   Punktes   xx'  in    Bezug   a« 
den  Kegelschnitt  1)  «n,    welche   man   leicht  auf  verschiedene  Weise  « 
hallen  kann.     Dieselbe  ist: 

:ij    xx'{^x  +  kx  -i-  a XXX)  +  Xxiu  +  v)  4-  r^r (fx'-h  p)  =c 

oder,  wenn  1)  durch  fxx'^0  bezeichnet  vird: 

4)  .XXfxx-i-  xx'fXX"—  V  {X  —  X)  (X'—  x)  =  0, 

wo  XX'  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten.  Han  bemerkt,  wie 
dieser  symmetrischen  Form  der  Polarengleicbung  die  ReWprocität  ' 
Pol  und  Polare  liervortrill.  Als  Beispiel  der  Anwendung  von  4)  e 
lolgender  8ata  dienen.  Da  ir.''=U  die  Gleichung  von  £F  bedentrt 
sn  ist  X X'fxx'  -^^  xx'fXX'^  0  die  Gleichung  eines  Kegelschnitte« 
valdior  mit  1)  einn  dnppi'.jte  Berühmng  in  den  Punkten  £,  F  hat 
\X  —  x)  {X' — x)  dagegen  die  des  von  E,  F  nach  dem  Pole  xx'  ( 
-fOaea   ÖivadtinpaaiM.     Hieraus  folgt-.    t>»e  \«\i\aiM.'n^*\\awtt  «wrie 
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Punkte  £*,  i^  eines  Kegelschnitts  mit  einem  beliebigen  Punkte  o  werden 
von  der  Polare  von  0  in  zwei  Punkten  geschnitten,  durch  welche  ein 
Kegelschnitt  geht,  der  mit  dem  ersten  eine  doppelte  Berührung  in  E^ 
F  bat. 

Nach  diesen  Bemerkungen  sollen  einige  involutorische  Eigenschaften 
▼on  Kegelschnitten,  welche  durch  dieselben  zwei  Punkte  gehen,  be- 
sprochen  werden.     Wird   ein   Punktepaar  x  x    durch   die  Wurzeln   der 

Gleichung 

ax"^  -{-  bx  -\-  c  =  0 

dargestellt,  so  zeigt  die  Bedingung 

5)  aa  -{'  bß  '{'  cy  =^Q 

a  —  /S  (or  4"  ^')  H"  y^^'  =  0 

aoy  dass  sämmtliche  Puuktepaare,  welche  der  linearen  Bedingung  ge- 
nttgen,  eine  Involution  bilden.  Im  Folgenden  mag  ein  Punkt,  welcher 
mit  anderen  verbunden,  ein  involutorisches  Büschel  liefert,  in  Involution 
io   Bezug  auf  dieselben  heissen.     Zwei  Kegelschnitte 

n^xx  +  l^x  -f-  ^i^x  +  Vo  =  0, 
%  xx'  -^  l  X  -\-  ^l  X  -\'  V    =0 

schneiden    sich    in   einem  Puuktepaare,    dessen   x  Coordinaten   gegeben 
sind   durch 

•  6)  ar^C^o»  — *o^)  +;'^K*  —  ^^o)  +  ^of*  —  ^^o)  +  •'o^  —  vf*o=  0. 
Soll  nun  für  drei  Kegelschnitte  0,  1,  2,  welche  von  einem  vierten  ge- 
schnitten werden,  eine  lineare  Bedingung  5)  zwischen  den  Coefficienten 
dieser  Gleichung  bestehen,  so  ergibt  sich: 


0 


oder 


7) 


XAq          AXq 

%v^  - 

i/x„ 

+  ^of* 

^H 

Voft        v^^ 

xAj  —  Axj 

xi/,  — 

vx,  -f  A,^  — 

^Mi 

V,fi  —  l'ftj 

X  Aä    ^^~    A  Xn 

XVj   — 

VXj  +  A2ft 

A^2 

»'2/*           ^f^2 

^0 

f*0 

>'o 

H 

X        0 

0 

—   l 

0       l'' 

^2 

^1 

0          v 

X 

V 

0 

• 

X 

H 

1' 

X 

0        0 

0 

X 

Die  «weite  Determinante  in  7)  hat  den  Werth  x2(Aft  —  vx),  da  aber 
für  das  Verschwinden  derselben  6)  in  zwei  ganz  unabhängige  Factoren 
zerfÜlU,  so  ist  nur  die  crstere  zu  betrachten. 

Dieselbe  verschwindet  zunächst  für  jedes  A,ftvx,  wenn  dio  Gleich- 
angen : 

«;,  -f-  /3A,  +  yX^,  =  0,     «^2  +  /3^,  +  yfio  =  0   n.  s.  w. 
bebtehen.     Daher  der  Satz: 
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Jeder  Kegelschnitt,  welcher  dnrch 
Punhto  E,  F  pinps  Diiscfaela  gehl  ,  echneidet  die  Kegelschniltc  d«  luij- 
(errn  in  Punkten,  in  Brzng  niif  welcho  E,  F  —  und  damit  «oeh  jiiff' 
andere  Punkt  desselben  —  in  Involution  sind.  Bin  speciel 
hiervon  ist  das  bekantile  Theorem  Über  den  Schnitt  einer  0«l 
einem  Biiechel  von  Kpgelächnitlcn.  Drei  gerade  Lini 
einen  Punkt  geben,  bilden  mit  der  Geraden  EF  drei  Kp.geUGl 
eines  Biischels.  .feder  Kegelschoitt  schneidet  also  sich  lu  eiueia  Pnkte 
sclineidendo  Gerarle  in  Punkten,  in  Besug  aur  welche  jeder  Punkt  dw 
Kegelschnittes  in  Involution  ist.  Oder  nnch:  Ist  ein  Punkt  eines  KeceV 
Schnittes  in  Involution  in  Bezug  auf  audere  desselben,  üo  geben 
VerbindungBÜnien  enlsprecheudcr  Punkte  durch  ein  und  denselben  PUnkt 
Im  Allgemeinen  ist  die  Oeterminante  7)  gleichbedcalend  mit  der  Be- 
dingung: 

8)  Al-^  Bfi-\-  Cv  +  ßx  =  0 

Sammtlicho    KegeUchnitte,    deren    Coefßcienten    dieser  genügen,    blM« 
ein  System,    für   welches    die  Coefficienten   fßy   in    5)   die  Wprthe 
ballon : 

VA  +  Dfi,       Cv  +  Bn,        -  {,IC  +  fi«). 

Jeder  Kegelschnitt  des  Systems  8)  schneidet  säinmtlicbe  andere  in  Pa 
ten,  in  Bezug  auf  welche  E,  F,    also   auch  jeder    andere    dies««  Ke| 
Schnittes    in   Involution    ist.     Zugleich    gehen    die    Sehnen,    welche    di 
oeUien  mit   eämmtlichen    gemeinscliartlich  sind,    dnrch  einen  Pnukt. 
die  in  GemdR  wrfallenden  KegelMcbnillo  des  Systems  durch 

AI  +  fl^  +  flx  =  0 
bedingt  sind,   so    wird  jede    Gerade,    welche    durch    den  Pankt  x  = 

.r  =^    -  geht,    von  sämmtlichen  Kegelschnitten  des  Systems   in   einer  1 

viiluiion  geschnitten.     Hieraus  folgt,  dass  die  gemeinsamen  Sehnen 
Ki'i;elschnitte    des    Systems   durch    den    genannten   Punkt,    den    Oeatiml 
jinnkt  des  Systems  gt-hen. 

Je  drei  gana  beliebige  Kegelschnitte,  welche  durch  dieselben. xi 
Punkte  gehen,  haben  also  stets  drei  sich  in  einem  Punkte  schneidern 
Sehnen  gemeinsam  und  jede  dnrch  den  letzteren  gehende  Gerade 
von  ihnen  in  sechs  Punkten  einer  Involution  geschnhten.  Dieser  Puni 
(üUrt  bei  Kreisen  den  Nauien  Potenspunkt. 

Die    Kegelschnitte    zerfallen   aber    auch 

Gerade,  welche  sich  im  Punkte  ^'  =  —      .  j-  =  —  -  schneiden.    BXinmt 
liehe  Schnidpunktp  derselben  liegen  nni'  dem  Kegelschnitte 
9J  Ax'-^  Bx  =  Cxx'-ir  0. 
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(ifbeD  also   drei   Linienpaare   aa\  bb\  cc    durch   zwei   Punkte  EF^   so 

wird  jede  Gerade,  welche   durch   den   Pol  von  EF  in  Bezug  auf  den 

Auth  Ey  F  und  die  Schnittpunkte  von   aa\   hb\   cc    gelegten  Kegel- 

lehiitt  die   sechii    Linien    in    einer   Involution    schneiden.      Dies    folgt 

ttngena  unmittelbar  aus  der  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  welche  in 

der  Form 

%xx  '\-  k{x  -^  x)  +  V  ==  0 
ronosgeaetst  wird. 

Man   bemerkt  ferner,    dass   der   Centralpunkt  der  Pol  von  EF  in 
Baing  auf  9)  ist.     Auf  jeder  Geraden ,   welche  durch   den  Centralpunkt 
geht,  liegen  zwei  Doppelpunkte   der  Involution.     Sie  sind  charakterisirt 
diich  die  geometrische  Beziehung,  dass  die  Polaren  des  einen  in  Bezug 
a«f  alle  Kegelschnitte  des  Systems   durch  den  andern   gehen.     Sämmt- 
Itche  Doppelpunkte  bilden  -einen  Kegelschnitt,   welcher  mit  9)  identisch 
■ein  muss,  wie  unmittelbar  aus  der  Bemerkung  hervorgeht,  dass  derselbe 
aus  Doppelpunkten   der  Kegelschnitte   des  Systems    gebildet   ist.     Man 
erhält  dasselbe  Resultat  auch  leicht  durch  die  Bedingung,   dass  die  Po- 
laren dreier  Kegelschnitte  des  Systems  0,  1,  2  durch  einen  Punkt  gehen 
•ollen;   dieselbe  liefert  eine   Determinante,   deren  ernte'  Horizontalreibe 
nach   3)  ist: 

f*a:'+ Aa:  +  2  xjco:',       x'^lx-^v)^       x{iix' ■\-  v) 

«nd  bis  auf  einen  nicht  verschwindenden  Factor  vermöge  des  Multipli- 
cationstheorems  ersetzt  werdeti  kann  durch 


^0     ^0 


Xj     Vi 


1 


2    ^2      ^7 


0. 


H 
Fl 

~  JT  X'   1   XX 

welebe  ihrerseits  übergeht  in 

^x'+  Bx  =  Cxx  +  D. 

Darnach  liegen  die  Doppelpunkte  der  Involution  auf  dem  Kegelschnitt 
9)  und  zwar  für  das  ganze  System,  da  auch  die  Unterdeterminanten 
der  ursprünglichen  ganz  unabhängig  von  A^  Aj  A2  u.  s.  w.  werden. 

Jeder  Kegelschnitt  des  Systems  schneidet  9)  in  zwei  Punkten.    Aus 

der  eben  bewiesenen  Eigenschaft  der  Polaren   folgt,   dass   die  Verbin- 

Au^Vmien   derselben   mit   dem   Centralpunkte   Tangenten   des   ersteren 
•  ittn  werden,     umgekehrt  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  jeder  Kegel- 

•^uutt,  dessen  Polare   des  Centralpunkts  als  Sehne  betrachtet  zugleich 

Mme  von  ^)  ist,  dem  Systeme  angehört.     Denn  ist 

xara:'-|-  ^^  4"  /*^'H-  v  =  0 
^  Uliebiger  Kegelschnitt,  so  ist  die  Polare  des  Centralpunkts 
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zu  welchen  Gleicliungen  noch  9)  hinzukommt.  Schreibt  man  die  leiste 
in  der  Form 

xx{(iB  -^  kA  +  2xZ>)  +  D{Xx  +  fix')  +  v{rxx  +  2>)  =  0 

und   ersetzt  kx '■\- fix\   Cxx'-\- D  durch    ihnen    gleiche   Ausdrücke,   so 

entsteht : 

XX  {AX  ^  Bfi  +  Cv-^  xD)  =  0. 

Man  kann  daher  das  ganze  System  als  zusammengesetzt  ansehen  aus 
Kegelschnitten,  welche  durch  E,  F  gehen  und  in  einem  beliebigen 
Punkte  von  9)  eine  gemeinschaftliche,  durch  den  Centralpunkt  gehende 
Tangente  besitzen. 

Es  erübrigt  endlich  noch  die  Construction  eines  beliebigen  Kegel- 
schnittes des  Systems,  welcher  z.  B.  durch  zwei  gegebene  Punkte  OP 
geht.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  unendlich  viele,  welche  ein 
Büschel  bilden.  Jedem  Punkte  0  entspricht  daher  ein  anderer  0\  als 
vierter  Basispunkt  des  Büschels.  Da  aber  die  zerfallenden  Kegelschnitte 
entweder  ihren  Doppelpunkt  auf  9)  haben  oder  aus  EF  und  einer  darch 
den  Centralpunkt  gehenden  Geraden  bestehen,  so  ergiebt  sich  folgende 
Construction:  Man  verbinde  0  mit  E(F)  und  dem  Centralpunkte  [Pol 
von  EF  in  Bezug  auf  9)]  durch  eine  Gerade,  welche  von  der  durch 
F{E)  und  den  Punkt  gelegten,  in  welchem  OE{OF)  den  Kegelschnitt 
9)  schneidet,  in  dem  zugehörigen  Punkte  0'  getroffen  wird,  wobei 
selbstverständlich  die  Vertauschung  von  E-  und  F  zulässig  ist.  Ist  noch 
ein  Punkt  P  gegeben,  durch  welchen  d(^r  Kegelschnitt  dtes  Systems 
gehen  soll,  so  kann  man  ihn  als  fünften  zu  0  0'  E  F  betrachten  und 
auch  noch  den  entsprechenden  P'  als  sechsten  hinzunehmen. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  säinintliche  Betrachtungen  nach 
dem  Dualitätsprincip  interpretirt  werden  könYien.  Die  Punkte  EF  ver- 
wandeln sich  dann  in  zwei  gemeinschaftliche  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte; doch  erscheint  es  überflüssig,  hierauf  weiter  einzugehen. 

Li n gen,  15.  Juni  1872.  Dr.  Voss, 


IV.    Ueber  die  Normalen  der  Ellipse. 

1.  Die  Construction  der  vier  Normalen,  welche  von  einem  Punkte 
aus  auf  eine  Ellipse  gefallt  werden  können,  kann  bekanntlich  im  All- 
gemeinen mit  Hilfe  des  Lineals  und  Zirkels  allein  nicht  ausgeführt 
werden.  Eine  Ausnahme  hiervon  bilden  jedoch  die  Fälle,  in  welchen 
der  gegebene  Punkt  auf  einer  Axe  oder  auf  der  Ellipse  selbst  liegt. 
Es  soll  im  Nachstehenden  zunächst  auf  zwei  Kreise  aufmerksam  gemacht 
werden,  deren  Punkte  g'Ieicbfalls  eine  AusnaViirwÄ  VM^xi. 
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Dräckt  man  die  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Ellipse,  deren 
Hftlbaieii  a  und  b  sind,  dnrch  Einführung  eines  Hilfswinkols  9  in  der 
bekannten  Form 

X  =  a  cos  9 ,         y  ^r=i  b  sin  g> 

ui,  so  ist  die  Gleichung  der  Normalen  an  die  Ellipse  in  diesem  Punkte.: 

ax  sin  q>  —  by  cos  g>  =  c^  sin  g>  cos  g>^ 
Tobei: 

ik  lineare  Excentricität   der  Ellipse  hedentot.     Der  Schnittpunkt  dieser 
Nonnalen  mit  der  Linie 

y  =  a:  tang  q> , 

welche  durch   das  Centrum   geht   und   mit   der  grossen  Axo   den    einge- 
fthrten  Uilfswinkel  9  hildet,  hat  dio  Coordinaten 

a:  =  (a  -j*  ^)  ^^*  ^1         y  =  (^  4"  ^)  *'"  ^ » 
und  liegt    daher    auf    einem    mit    der    Ellipse    concenj;rischen 
Kreise,  dessen  Halhmesser  a  -{-  b  ist. 

Ebenso  liegt  der  Schnittpunkt  derselben  Normalen  mit  der  Linie 

y  =  —  f9  9> 
auf  einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  a  —  b  ist. 

Bewegen  sich  daher  auf  den  zwei  mit  einer  Ellipse  con- 
centrischen  Kreisen,  deren  Halbmesser  gleich  der  Summe  und 
der  Differenz  ihrer  Halbaxen  sind,  von  der  grossen  Axe  aus 
in  entgegengesetzter  Richtung  zwei  Punkte  mit  gleicher 
Winkelgeschwindigkeit,  so  ist  die  Verbindungslinie  der 
glelebzeitigen    Lagen    dieser    Punkte    eine    Normale    und    die 

Umhflllende  sämmtlicher  Verbindungslinien  die  Evolute  der 
Ellipse. 

Die  angestellten  Betrachtungen  lassen  sich  sehr  leicht  verwerthen 
bei  der  Construction  der  Normalen  in  einem  beliebigen  Ellipsenpunkte; 
▼or  Allem  aber  ergiebt  sich  aus  ihnen,  wie  man  von  irgend  einem  Punkte 
J«ner  zwei  Kreise  sofort  auf  die  Ellipse  eine  Normale  fällen  kann.' 

Hat  man  nun  diese  eine  Normale,  so  kann  man  auch  die  übngen 
"Oflen,  wenn  man  in  der  von  mir  in  einem  Aufsatze  „Ueber  die  Nor- 
®*len  von  Kegelschnitten**  (vergl.  Band  XI  dieser  Zcilsehrift)  ange- 
gebenen Weise  den  'Kreis  c(^struirt,  welcher  durch  die  drei  Fusspunkte 
ieiselben  geht. 

Wendet  man  die  dort  ausgeführten  Rechnungen  an,  so  ergiebt  sich, 
«**•  die  Potenz  des  Centrums  in  Bezug  auf  den  zu  einem  Punkte  des 
«useren  Kreises  gehörigen  Constructionskreis  ist: 

(7  =  — (a^  +  aft  +  62), 

^^nso /tfr  einen  Pnnkt  des  innovn  Kreises: 


( 
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••*  '■.^»     a^^p^^k^x^x^i 


C  =  —{a^  —  ab  +  b'^). 

Sie  ist  daher  für  alle  Punkte  desselben  Kreises  constant. 

2.  Da  man  durch  die  Fusspunkte  der  vier  Normalen,  die  von  ein« 
Punkte  aus  auf  eine  Ellipse  gefallt  werden  können,  vier  von  einander 
verschiedene  Kreise  legen  kann,  so  gehören  zu  jedem  Punkte  eigentlich 
vier  Constructiouskreise.  Es  lässt  sich  nun  nach  den  Curven  fragen, 
auf  denen  sich  ein  Punkt  bewegen  muss,  wenn  die  Polens 
des  Centrums  in  Bezug  auf  einen  der  zu  jenem  gehörigen 
Coustructionskreise  coustant  sein  soll.  Dann  muss,  wenn  wir 
uns  der  im  angegebenen  Aufsatze  angewandten  Bezeichnungen  bedienen: 

sein,  woraus  sich  als  Gleichung  des  Ortes  für  den  Punkt  x\  y   ergiebt: 

\C  +  bV  ^  \C  +  aV  • 

Dieser  Ort  ibt  eine  Ellipse,  von  welcher  die  ursprüngliche  Ellipse  (flir 
C  =  —  a'^  -  b'^) ,  die  beiden  Axen  (für  C  =  —  a^  und  C  =  —  6«), 
sowie  die  beiden  oben .  betrachteten  Kreise  specielle  Fälle  sind.  Die 
Halbaxen  dieser  neuen  Ellipse  {a\  b')  hängen  mit  denen  der  alten 
durch  eine  bestimmte  Gleichung  zusammen,  die  aber  je  nach  der  Grö 
von  C  verschiedene  Gestalten  annimmt. 
So  lange  C  +  «^  negativ  bleibt,  ist 

aa' —  bb'  =  c^, 
Ist  C  +  rt*  positiv,  aber  C -f-  ^^  negativ,  so  wird: 

art'-f-  bb'=  c'*, 
Ist  endlich  C -j- ^^  positiv,  so  wird: 


bb' —  aa  = 


»•2 


Wie  die  Grösse  der  Axen  a   und  b'  mit  der  Grösse   der  Potenz   C  sich 
ändert,  ergiebt  folgende  einfache  Znsammenstellung.     Es  ist  für 


—  C  >  «■•  -f-  rt  6  +  ft- 

:  <i'<  b\ 

C  — «'-1-  «ft-t-  ** 

:  a  —  6  , 

<  «-'  +  «Ä  +  b' 

:  a>  b\ 

C—a-' 

:  ^'— 0, 

^  <  a- 

>  a*  —  ab  -{-  b' 

a>  h\ 

C  —  a'^        ab  '-{'  b^  : 

a  —  6  , 

''  >  b-' 

:  a'<  6', 

—  C—b'' 

:  a  —  0, 

—  C<  b'^ 

.  a  <  b\ 
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■•x*»  ^  ^rs^'^-^^^-s 


^•N^^^  X,   X^^  X.^^  * 


3.  Die  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Ellipsea  haben  mit 
den  Kreisen  des  §  1  die  Eigenschaft  gemein,  dass  man  von  allen 
Punkten  derselben,  vorausgeeetzt,  dass  die  Ellipsen  gegeben  sind, 
ohne  Weiteres  eine  Normale  auf  die  ursprüngliche  Ellipse 
flllen  kann. 

Ans  den  beiden  Gleichungen 


(7 +  62-=  — 


ergiebt  sich,  wenn  C-|-  a^  negativ  ist: 

X         a  y 0^  ^ 

wenn   C  +  «'  positiv,  aber  C  +  6^  negativ  ist: 


9      ' 


X 


a 


Y 


wenn  C  -{'  b'^  positiv  ist: 


X 


y_ 

Y 


b' 

___  • 

b  ' 

'  b 


Ist  nan  q!  der  zum  Punkte  xy  der  Ellipse  ab'  gehörige  Hilfswinkel, 
uid  ^hört  ebenso  fp  zum  Fnsspunkte  XY  der  Normalen,  so  ist  in  jedem 
ODselnen  der  drei  zu  unterscheidenden  F&lle: 


9 


9\ 


fp  =  360»  —  9 , 
tp  —  180«  +  fp\ 

Hit  Hilfe  dieser  einfachen  Gleichungen  lässt  sich  natürlich  sofort  der 
Fasüpankt  der  einen  Normalen  constmiren,  wobei  sich  auch  mit  beson- 
derem  Vortheil  der  Kreis  mit  dem  Halbmesser  a  -^  b  benutzen  lässt. 

4.  Die  Ellipsen  des  §  2  sind  zugleich  diejenigen  Cur- 
▼  en,  welche  man  erhält,  indem  man  die  durch  die  Axen 
anf  den  Normalen  der  ursprünglichen  Ellipse  abgeschnitte- 
nen Strecken  in  bestimmtem  Verhältniss  theilt  und  die 
Theilpnnkte  verbindet.  Die  Gleichung  dieses  Ortes  ist  nämlich 
fOr  das  Theilungsverhältniss  mm: 


ani  +  n)axy  ^    am±n)byy^  ^^ 


und  es  ist  für  ein  positives  mm: 

öö'-|-  bb'=  c^, 
während  für  ein  negatives  m  :  it,  je  nachdem  m^n: 

ad —  66'«=  -h  c^ 
ist,  wobei  dh'  die  Halbaxen  des  Ortes  sind. 
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«w     .      ^fc*    .#--••.»  w^^  ■^■••^•^■-■. '^^    -»•-■%•■. 


Sobald 


m  I    a 

«         —  0 


ist,  erhält  man  die  Kreise  des  §  1.  Die  vier  Punkte,  welche  irgend 
eine  Normale  der  Ellipse  mit  den  Axen  und  diesen  zwei  Kreisen  ge- 
mein hat,  bilden  daher  eine  harmonische  Pnnktreihe. 

5.   Wenn  sich  ein  Punkt  auf  d(^r  Ellipse 


■)         G  ;^.)'+  ich^ 


+  6V    '     \C  + 

bewegt,  so  beschreibt  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  darch  die 
Fusspunkte  der  drei  von  jenem  ausgehenden,  nicht  unmittelbar  xu  eon- 
struireuden  Normalen  gelegt  werden  kann,  ebenfalls  eine  Ellipse,  deren 
Gleichung  ist: 

Vc"+^/  +  \c'+Ty  ^  ^ ' 

Die  Ellipse 

dertrn  Axen  doppelt  so  gross  sind,  als  diejenigen  der  Hittel- 
punktsellipse,  ist  ebenfalls  eine  Curve  des  Systems  1),  da, 
sobald  C  durch  —  (C  +  «^  +  '>^)  ersetzt  wird ,  die  Gleichung  2)  in  1) 
üborgeht.  Dabei  entsprechen  sich  die  beiden  Curvcn  1)  und 
2)  derart,  dass  jede  mit  den  halben  Axen  der  einen  beschrie- 
benen Ellipse   die  Mittelpunktsellipse  der  andern  wird. 

(i*  -4-  b' 
Für  C  =  —  -    ^~    -  fällt  die  Ellipse  1)  mit  2)  zusammen  und  die 

Gleichung  beider  wird: 


c* 


a'*x'  +  b'^y^  = 

Diese  Linie  ist  die  einzige  unter  den  Curven  des  »Systems  1),  welche 
der  gegebenen  Ellipse  ähnlich,  wenn  auch  nicht  zu  ihr  ähnlich  gelegen 
ist,  und  wird  beschrieben  von  den  Mittelpunkten  der  Strecken,  welche 
auf  den  Normalen  der  gegebenen  Ellipse  durch  die  Axen  abgeschnitten 
werden. 

Chemnitz,  den  2.  October  1872.  Dr.  F.  E.  Eckakdt. 
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«  ~k^^-«^^^^^M   ^**^^  ^^«^^^^^"^^^^V^  ^   to    ■m'   •>'«''-''•■'  ^^V^  V«X>'^#'^X'^y  Vv   «M   1 


y.    Zur  Theorie  der  geradlinigen  Bewegung  eines  Punktes. 

Wenn  die  Beschleunigung  eines  Punktes  centrifugal  ist  und  um- 
gekehrt proportional  der  n^"  Potenz  des  Abstandes  von  einem  festen 
CeDtrum,  so  ist  die  Hauptgleichung  der  Bewegung: 

.X  dv_dP_x ^ 

^  dt  ~  dt'  ~  "^  a:"  ' 

folglich  nach  Integiation: 

WO  Vq  die  Anfangsgeschwindigkeit,  Xq  die  Anfangsentfernung  bedeutet, 
and  n  ^  -|~  ^  angenommen  wiid.  Setzt  man  Vq  =  0,  so  folgt  für  den 
Miniinalabstand  x^  vom  Gentrum: 

Dieaen  Abstand  wird  der  Punkt  erreichen,  wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeit nach  dem  Centrum  zu  gerichtet  ist.  Wenn  i'q  =  0,  ist 
X|  =3  a:^'^  nimmt  aber  Vq  zu,  so  wird  x^  kleiner  bis  zur  Grenze  Null^ 
wenn  v^  =  oo.  Demnach  wird  der  sich  bewegende  Punkt  zuerst  den 
MinimJtlabstand  erreichen,  dann  zurückkehren  und  sich  mit  zunehmender 
Geschwindigkeit  von  dem  Centrum  unendlich  entfernen,  mit  einer  Ge- 
schwindigkeitsgrenze   F,   welche   durch   die  Gleichung  ausgedrückt  wird: 

2  ii  2  ft 


4)  ^  =  t^o'  + 


n  —  1  Xq^  "  ^       n  —  1  aJi"  ~  ^ 


Darch  Elimination  ▼on  v^  aus  2)  und  3)  erhält  man: 

und    durch  Elimination  von  x^  aus  2)  und  4) : 

2  f^ 


6)  F2  _  ^2 


n  —  1      x"-^ 

Um    die  Zeit   T  zu    finden,    welche    der  Punkt  von    der  Anfangs- 
entfemnng  bis  zum  Minimalabstand  gebraucht,   nehmen  wir  aus  5): 

\dt  )        w  —  1  U'i«  - 1        X'*-  A  /  ' 
folglich : 

7)   t/   ^^     T  =»  / -~ =  x"~^  I  -       ^   ^    ^^         * 

Schreibt  man  diese  Gleichung  folgondermasson : 
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..'      *->--■  *^.'\j»'^  ■•^*  w-V'-^P«'*^»^^ 


_ .  ^  '  _  -  .      «^^    , 

80  erhält  der  erste  Factor  des  Integrals  zwischen  den  Grenxen  immer 
einen  endlichen  Wcrth;  sei  M  ein  Mittelwerth  dieses  Factors,  so  kann 
gesetzt  werden: 


r    n—1  '  J^yx^x, 


2a:,    «    Ä^Äo  — «1. 


liieraas  folgt,  dass  T=^0  wird,  sowohl  wenn  or,  =  :cq,  als  auch  wenn 
X|  =  0,  das  heisst:  wenn  v^  =  0  und  v^  =  oo.  Demnach  niiiss  ein 
Zwischenwerth  von  v^  bestehen,  für  welchen  T  ein  Maximum  wird. 
Dieser  Werth  kann  gefunden  werden,  wenn  man  den  Dtfferential- 
qnotienten  von  T  in  Beziehung  auf  Vq  gleich  Null  setst. 
Sei 


W 


=  ff{xr)dr, 


so  ist  bekanntlich: 
dfF 


*  df(xr) 


dr 


Führt  man  diese  Gleichung  ein  in  7),  wo  x^  als  Function  von  Vq  vor- 
kommt, so  wird: 


8) 


V      n 1       (/  f 'n 


Lr      a^i^-i        a:*-U 

«  =  «, 

(/o:. 

dxx 


dr, 


0 


Da  jedoch  das  erste  Glied  im  rechten  Theile  unendlich  gross  wird,  so 
ist  die  Anwendung  dieser  Formel  schwer  durchzuführen,  und  wir  wollen 
daher  einen  andern  Weg  einschlagen.  Die  Gleichungen  1)  und  6) 
geben : 

1      «-i(r-o, 


.r 


n—  1 


2a 


folglich  durch  Eliminntion  von  ar; 
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■    ^   ^.^-W.— .!«•#-..>-.-      *   ^    ^    --.^^^^•»-^^«.^.^V-^-^     ^^^^    .^•■W    ^   J^^^   -*    ^ 


*-     y   •    •        f 


.T-'C-^r"''^ -"''■"■• 


n 


K^')-  - 


Setxt  mmn  bieriD  zur  Abkürzung 


so  wird  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  v^  nnd  0: 
10)  hT 


0 

von  welchem  Integrale  das  Maximum  für  \\  gesucht  werden  muss,  indem 
V  als   Function  von  v^  in  4)  ausgedrückt  zu  betrachten  ist. 
Setzt  man  jetzt: 

11)  v^=^  V  9in^^         Vq=^  V  sin  g>Q, 

was  möglich  isti    da   V  ein  Maximum  der  Geschwindigkeit   darstellt,   so 
wird: 

dq> 


kT 


/9o 


0  ^ 


oder,   da    V  nicht  von  q>  abhängt: 
12)  kT=  V 


n  — 


t/    cos" ""  ^  g> 


Durch  die  Substitution  11)  giebt  4): 

13)  F2  cos'  g>o  =  -^   -^— X . 

so  daas  V  als  Function  von  tp^  betrachtet  werden  kann.  Um  demnach 
das  Maximum  von  Tzu  finden,  suchen  wir  jetzt  den  Differentialquotienten 
in  Beziehung  auf  fp^.     So  wird: 

d.k 
dq>^ 


t  r  _  _  ;i  +_1     -  Z:^-,  d  V    /_dq>_    ,    JJ^JZ.' 

)o  n-l  dq>J        'L±l      ~^        '•  +  i"' 

e/     cos'*  —    9?         COS"  "~  ^  9? 


0 

Aus   13)  folgt: 

dq>Q  cos^o' 

mithin : 

ZeiiMchrin  f.  Mmtbem»Uk  u.  Vbyaik,  XVIJI,  /.  ^ 
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»t+1 


V  "-1  =  0  giebt.F=(X>  und  ro==(X);  lang  g>Q'^0  giebt  9>q  es  Q 
und  Vq  "^^^  ^)  diese  zwei  sind  die  beiden  Grenzwertbe,  ftir  welebe  7*ssO 
wird.     Das  Maximum  muss  demnach  liegen  in  der  Gleichung: 

9o  dq>  «  —  1  1 


14) 


/*Vo  dq>      n 
!L±i     ~n 


+  1 


sin  9q  cos^^'^tpQ 


Dass  sie  ein  Maximum  giebt,  folgt  mechanisch  aus  dem  Umstand,  diM 
die  Grenzwertbe  ein  Minimum  geben,  und  auch  analytisch,  da  der  sweite 
Differentialquotient  von  kT  absolut  positiv  wird. 

Die  Betrachtung  der   Gleichung   14)   kapn    noch  etwas   ausgedehnt 
werden.     Da  allgemein: 

/*  dtp    1  sin  <p       ^^n  —  2  p     d(p 

cos"  q>       n  —  1  co^"^  q>       n  —  ij  cosf*"^  g>  * 

so  ist: 

/*9o  dg>  n  —  1       sing>Q  n  —  3     /»l^»    dtp 

^TT~  ^™      2  HZ  2       /  *~»      ' 

0  0 

und  die  Gleichung  14)  wird: 

^9o 


d^         _n-l     ^  ^<> 
_«ri  «  —  3  ' 


15)  '  ^  ^ 


^       COS     "  ~  1 9  SIW  ^(>  COS^~'^  9q 

Der  Werth  von  9?„  aus  dieser  Gleichung  giebt  das  Maximum  von  T  in 
12).  Durch  13)  findet  mau  den  zugehörigen  Werth  von  F,  durch  11) 
von  y^  und  durch  3)  von  a'„. 

Der  linke  Theil   in  15)   ist  positiv,    folglich  muss   der  rechte  Theil 
auch  positiv  sein,  so  dass  für  alle  Werthe  von  w  >  3: 

^«  9o  > 


sein  muss,  und 


Aus  3)  folgt  dann: 


«  +  1 


2 


'\.'  > 


/    2   y    fi 

Vw  — 1/  V"* 


^,  «  —  1    ^ rp  n  —  1 

^1  <   ^  +   1  ^0 


Nur  in  einigen  besonderen  Fällen  kann  %^  aus  der  Gleichung  gelöst 
werden.  Der  einfachste  Fall  ist  n  «=  3.  Die  Gleichung  14)  giebt 
dnnn  : 
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cos  g>Q       ^    sinq>Q  cos  tp^  ' 
folglieb : 

welches  Besultat  auch  mit  15) .  übereinstimmt. 
Jetst  wird: 

«f  2  ««  ^  **  „2  f^  ^2  ^0  rp ^0      ^0 

•^       zn »     •'o  —  IT? »       1 


Diese  einfachen  Resultate  können  aber  auch  unmittelbar  ans  den  ersten 
Gleichongen  abgeleitet  werden.     Denn  aus  7)  folgt: 


/»*o  xdx  / — s 

und  durch  3): 


2 
1 


^0     T  ^  2 


Durch  Auflösung  von  Vq  findet  man: 

welche  Gleichung  für  jedes  T  zwei  Werthe  von  Vq  giebt,  vorausgesetzt, 
dass 

so  dass  der  grösste  Werth  von  T  ist: 


T.  =  -^^ ,     mithin     v, 

2^ft 


a:, 


0 


mit  dem  obigen  Resultate  ganz  übereinstimmt. 
Für  n«»  2  folgt  aus  15): 

/  .  iang  (_  +  ^)  =  -1 ^  , 

\  2         2  /        «n  9)q  co*^  9)q 

einen  Werth  von  g>0  giebt,  so  dass  sin^  9^o  "^^  "1»  ^^^  durch  wieder- 
holte Substitution  leicht  zu  finden  ist.     Die  zugehörigen  Werthe  sind: 

V^^^         v^<^         x.>^' 

r  SB  4  fi  F        I      — ^ —  =      ^    . 2 • 

J     ^^*   9^       3  F**  ««  g>()  CO«-*  g>Q 

0 

Der  Fall  n  =  1  kann  nicht  aus  den  vorigen  Erörterungen  abge- 
leitet werden  und  muss  hier  in  einer  besonderen  Betrachtnng  seine 
Lösoog  findeu. 


IIG 
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Die  Gleichung  2)  wird  uamlicb ,  wenn  n  «»  1 : 


16) 


«'^-V  =  2^/.^, 


SCm 


und  3)  giebt  für  die  kleinste  Entfernung: 


W* 


^ccj^  ^ 


oder: 

Daher  geht  16)  durch  Substitution  über  in: 


folglich : 


.3=2,/(^), 


][/2  |[t  .  rf/  =  + 


dx 


und 


■  /■  © 


■"-/r%- 


o: 


Setzt  man  —  =  y 


a:, 


X* 


—  =  y^y  80  wird : 
x^ 


, ryo  dy 


0 

und  da  das  Integral  für  die  zweite  Grenze  unendlich  wird,  so  ist  auch 
r  =  3c.  Hieraus  folgt,  dass  der  sich  bewegende  Punkt  sich  immer  der 
kleinsten  Entfernung  asymptotisch  nähert,  und  also  niemals  in  seine 
Bahn  zurückkehrt. 

Leiden.  Dr.  van  Geer. 


VI.  Verallgemeinerung  eines  Satzes  der  Methode  der  kleinsten  ftoadrate. 

AViMin    zur  Bestimmung    von  vier*  Unbekannten   die   vier   Normal- 

jj^hMchungon 

I  (a«)z+  {nb)y-\-{ac)z-\-  («rf)<+  (a«)=0, 

{ab)x  +  {bb)y  +  {bc)z  +  ifid)  t  +  (*«)  =  0, 

{a,:)x  +  {bc),j  +  {cc)z  +  {cd)  l  +  (<•«)  =  0, 

l   {u<l)x  +  (bd)y  +  (rd)z  +  (rfrf)  /  +  (rf«)  =  0 

*)  AVir    wollen    unsere    pfnnze    Betrachtung    auf   vier   Normalgleichungon    bc- 
achränkcn,   ().%  sich   die   allgemeine   Giltigkeit  nachher  leicht  überblicken   lassen 
fr/rd. 


1) 
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2) 


3) 


vorliegen,  so  findet  man  das  Gewicht  P  einer  linearen  Function 
Der  Unbekannten  mittels  der  Gleichung 

wobei  («ff)  («/?)  .  .  .  (^^)  8u  bestimmen  sind  aus  vier  Gruppen  von 
Gleichungen,  von  denen  eine  Gruppe  die  folgende  ist: 

((««)(«>•)  +  ('*b)(ßY)  +  {ac)(ry)  +  (ad){yä)  =  0, 
(n  b)  («  y)  (fc  6)  (/Jy)  (6  c)  (y  y)  {b  d)  (y  d)  =  0 , 
{ac){ay)        (bc){ßy)         icc){yy)        {cd)(yd)=0, 

\{ad)iay)        (bdXfiy)        (crf)(yy)        (rfrf)(y<5)=0.   ■ 

(Vgl.  £neke.  Berl.  J.  1836  S.  265,  3U2  uud  295.) 

Wenn  man  nur  die  Glieder  (oo)  {ßß}  (yy)  {dd)  braucht,  so  iüt  die 
Aufutellnng  der  Gleichungen  (3)  nicht  nothwcudig,  deuu  oa  ist  z.  B. 

und  zwar  ist  {dd ,  3)  der  Coefficient  von  t  in  derjenigen  Gleichung, 
welche  man  erhält,  wenn  man  a.U8  den  Normalgleichungen  (1)  die 
übrigen  Unbekannten  in  der  Aufeinanderfolge  xyz  eliminirt  (Encke  1835 
S.  287). 

AVir  wollen  nun  zeigen,  dass  man  nicht  nur  (aa)  (ßß)  (yy)  {6d), 
sondern  auch  {ccß)(ay)  .  .  .  (yd)  auf  solche  Weise  finden  kann. 

Wir  nehmen  an,  es  seien  die  Bezeichnungen 

X     y      z      t 

a      b      c      d 

€t      ß      y      S 

einander  entsprechend,  dann  kann  man  z.  B.  den  Coefficieuteu  (yd) 
finden,  wenn  man  die  Normalgleichungou  (1)  in  «olche  Ordnung  stellt, 
dsKtf  entweder  z  oder  /  die  letzte  Unbekannte  wird,  dass  «ilso  (cd) 
sowohl  der  letzte  Coefficient  der  vorletzten  Gleichung,  als  auch  der 
vorletzte  Coefficient  der  letzten  Gleicliuiijr  wird.  Bei  vier  Normal- 
gleicfiangen  «ind  z.  B.  (unter  anderen)  folgende  Anordnungen  möglich: 

{aa)  (ab)  (ac)  (ad) '{an) 
{ab)  (66)  {br)    {bd)  {bu) 


[ac)  (bc)  (er)  (cd) 
(na)  (b(i)  icU){dd) 


(cn) 
(dn) 


"Ukmore  Miitboilniigai 


r   dailnrcli    ti<-Htiiömte  «pectfllß    Wertli    von    (  ist  der  {pGGUcbtO  Werth  j 


Bnmit  ist  die  Kiclitigkeit  der  Gleiehang  5),  w 
von  Eackö  im  J.  1835  S.  287  aiia^psproclie 
gewf 


1«  eine  Krwvilemng  itt 
SftUca  enlJtttlt  ,    uwk- 


Um  die 


Ditliclion  Coefämnten  (aa)  {aß)  .  .  {Bä)  <Ier  Gleicbniig 


1.  Die  Anordnung  der  Coefficienten,  veicfae  1)  seigt,  giel>t  g«-tndexti 
(äd)  =^  (dd  .  A),  and  wenn  man  vor  der  letzten  Elimination  omstelll, 
nach  8)  auch  noch  (yy),  flowie  nacb  der  neuen  Methode  (yd)  nach  7) 
und  5). 

2.  Diejenigen  Gleichungen,  welche  nach  der  Elimination  von  r  ndi 
ergeben  haben,  stellt  man  so  um,  dass  die  Ordnnng  I  i  y  oder  I  y  z  tot- 
handcn  ist,  und  crhiilt  dann  duich  Elimination  von  I:  (ßß)  (yy)   und  {ß^) 

3.  Nnu  kehrt  man  die  ganze  Rechunng  um,  was  bekanntlich 
wegen  (ae)  allein  erforderlich  ist  (Encke  1835  S.  287),  sn  dass  x 
Unbekannte   wird,    und   findet    damit  entHprecliend ;    (no)  (ßß)  {aß) 

m  ißy)- 

4.  Durch  Herstellung  der  Ordnung  y  z  x  t  gelangt   man  endlicb 
den   noch    fehlenden  Gliedern  {««)  {ay)  (ßS),   und    erhält   auch    me 
der  suhon  hestiromten  nochmals. 

Diese  Kechnungemethode    wird    besonders  dann  von   Vortfa^I 
wenn  nicht  alle  Coefäcienten  zu  bestimmen   sind;    aber  auch   in    di( 
Falle   (z.   B.    bei    der   B  es  sei 'sehen  Trinngulirnngsanagleichnng, 
messung  in  Oslptciisno»  S,  153  und  151)  wird  sie  Nutzen  schaffen. 

Carlsruhe,  November  1872.  Jordam. 


TU.    Zur  Biographie  Bünnann's  (ai 


Jriefe  an  M.  Cantor). 


Es   finden   sich    zwei   Zuschriften    Büvmann's   an    den  Begiernogs- , 
conimissür  des  fUr  die  Neubildung  des  Lyceums  in  Mannheim  zuEarnnKa-' 
geseuten    ComiU-s,    Hofrath    Ganm,    vom    20.  Sept.    und    vom  10.  NoT.J 
1607  vor.     Id  ersterer  trägt  er  sc«in<-  Dienste  als  Lehrer  der  Malbenati] 
und  Physik    der   neu  in  errichtenden   Anstalt  nn.    als  Grund   angebet 
dass  er  eine  Versorgung  in  der  Stadt,  in  der  <'r  schon  so  lange  wolini 
einer  answärtigen    vorziehe,    da    der  Verkauf  seines  lianecs    und  i 
SiLcheu  ihm  olTenbaren  Schaden    bringen    milssi>.     Das    noch  damals  i 
ihm  geleitete  HanJebinstitiit  war    durch  Cuncurrenz    wfniger   cintrüglid 
gi^wiirden.   „seitdem  Menschen,    die    nicht  einmal  ciii 
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gi-selirti  babnii  noil  niclil  piDitial  roin  UentHch  künnen,  iw  Uandlungs- 
lebiw  SU  finum  äclinclior  maclicn  und  durch  geringere  Preise  und  unrkt- 
•chreii'rüche  Anseigen  lierab würdigen  dlirfen". 

Kr  lugt  2u  aeiner  Emprehliiug  fiir  <ieii  Herrn  Hofratli  deo  ersten 
Tlitil  sfioer  Coutor-Encyklopüilin  hei,  icroer  den  ersten  Bogen  (in  der 
Corr^ctDr,  da  er  nach  keinen  andern  habe)  der  PangrnpLie,  mit  dem 
ZasAtae:  ich  tiSlle  gewüniiclit,  ein  Olfiches  mit  meinen  rein  mathema- 
ttMrhf R  Frodncten  zu  ttmn ;  aber  hier  und  in  Frankfurt  sind  keine  mehr 

Kr  wliuHcht  Uaupthdircr  xii  wi-rdon  „ab  ein  Gelehrter,  der  Uofl- 
Dg  bat,  früher  oder  spiiter  Mitglied  des  franz.  NationalinBtitnts  zu 
irden"  ~-  die  erste  und  diitti'  Ctaase  hübe  ihn  iu  ihre  Caudidatenlbto 
anlgfuoinnicn  — ,  das  Angebot  von  70()  oder  AOO  Gulden  lilr  den  Pro- 
r««or  iler  Matheumtik,  Physik  und  Nalarlehre  (1)  scheint  ihm  zu  gering. — 
tnxcbt  den  Vorschlag,  seine  „Handlung«- Akademie"  mit  dem  Lyceuui 
TPrwinigen  und  will  tnglicb  zwei  I.ehrstunden  geben  fiir  SOO  Francs; 
b/^dingt  er  sich  freie  Zelt  bis  1(>  Uhr  mit  den  Worten;  „su  wenig 
t  heim  gewunkenen  Uuehhandel  die  SchnftHlellerei  einträgt,  so  bin 
ich  KU  wvit  dnrin,  um  selbige  nufzn^bben,  und  seit  30  Jahren  bin  ich 
^wobtit,  Ihr  die  FHIhstunden  ku  widmen." 

Cbarakterislisch  ist  auch  der  ZnaaU:  Iih  hoffe  darum  einige  Aits- 
ttahmr  «n  verdienen,  weil  mich  der  Stnat  schon  lange  unentgeltlich  zu 
all^rti'i  Diensten  gebranclit  hat.  Kin  Censor  im  politischen  Fache,  der, 
ilie  tägliche  Müht'  ungerechnet,  allerlei  VfrdriesBlichkeiten  von  do»  Zei- 
bugiischreibern  und  den  eich  beleidigt  glaubenden  Cabinetten  auagcKetKt 
■r  durch  «eine  Vriantworllichkeit  der  Uegieruug  Unannehmlich- 
koiten  ersi>aft,  hat  auderswo- 1000  Thaler  uud  mehr  Besoldung. 

In  dem  aweiten  Uesuche  vom  10.  Nov.  1807  erklärt  er  sich  xu- 
friwilen  mit  dem  Guhnlte,  „welchen  das  Lyceum  jetzt  geben  kann". 

Kr  klagt,  dnsa  er  um  sein  Brod  gekommen,  „da  die  Kegiernng  den 
«ludon  (welche  in  ihrem  jetzigen  Znstande  wohl  keine  Christen  bilden 
■nlllenl  dl«  öffentliche  Hftndelslelire  erlaubte". 

Kill  uegativ«»  Zeugniss  für  seine  Cont'ession! 

Inleressanl  für  Sie  und  gegen  die  Annahme  eines  Aufenthaltes  in 
COln  »t  folgender  Zusatz;  Auf  das  Zutrauen,  einen  gleichen  Suhutu 
Iwin  UHtür  der  vorigen  Uegiernng)  «u  geniessen,  habe  ich  mich  hier 
dofcti  Ankauf  eioes  Hhugrb  eingebürgert,  habe  ich  hier  die  schweren 
KringRxeiten ,  ive  ich  mehrmals  ganse  Monate  ohne  Zöglinge  war,  aus- 
geliallrn,  «unwUrtige  Kufe  mit  Hnsehnlichem  Gehalte  (in  t'oln  3000*«' 
—  Zeiohen  für  Uark?V  —  für  drei  Vorlesungen  die  Woche)  nusge- 
•cb  lagen. 

bin  Heiiinlbcrg  ist  die  Stolle  fUr  bähere  Mathematik  au  eineu  „Kaa- 
rtigta"  Berm  LaagBdorf  vergt^Ucii.     Darüber  sagt  et-,    Vdi  6t\\ViV*.w. 
jmjWl^iJ^'*™«'»*  WffiHj.tl'i«.  j.  QM 
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(las  grosso  Vcrdieust  dicitcs  praktieclieii  MAÜii^mntikcTS;  abi-r 
transcenilenteu  Tbcitc  der  Wiaseusclitift,  wegun  dessen  ich  iwfiD 
beim  fraaz.  Institate  xum  carreapond  Iren  den  Mitgliodc  (mit  Uerm  v.  Z«C 
PiaEzi  etc.)  voi'gcaclilagtin  ward,  biii  ich  denn  docb  weitrr  all  lli 
Langsdarf.  Im  Magazin  Encydopediyue  vom  Jalire  1805  nennt  mi 
der  grosse  Astiunora  dv  Lalande,  d^n  JedermHDu  Tür  cüropeleDI 
Kichtct  uud  Niemand  für  Scbmeicblcr  aiicrkonni,  m»  tri-s  grand  gf'omet 
iin  des  plus  hnbiles  geomMres  de  l'Europf.  Dasselbe  bat  Herr  de  Lamb 
vor  dem  fraii zu si seilten  Kais^'r  gesagt,  nis  er  aciuer  HcldoiiinnjestXt  um 
Confui-EimyklopSiric  Uherreicblt' ,  und  die  Uorren  de  Lagraiigo,  I 
gcndre,  Laplacp  haben  «s  in  üH'ontlicber  SitKtiiig  des  Mationalin 
litts  wiederholt,  wnranf  mich  auch  die  dritte  Classe  auf  di<^  (^ndidal 
listi-  setzte.  Der  licrr  Geh.  Rath  Klein,  der  gegenwärtig  war,  « 
diese«  alles  bezengen.  Uehrigens  ist  die  Bestatignng  in  den  fritni 
aiscbeii  MisccUen  (180G,  Monat  .  .  .)  gedruckt.  Ich  hernre  m 
suglcicb  auf  den  gelehrton  Herrn  Juslizrath  Heiligenalein,  der  I 
uem  Professor  der  Matbcmatik  in  der  Wissenscbaft  nachsteht. 

An  dem  Scblaase  dieser  Eingabe  stehen  die  unlerstricbcncn  Woi 
,,Aus  diesen  Ursachen  und  ffm  iu  einet  Stadt  zu  bleiben,  nn 
ein  fast  zwanaigjübriger  Aufenthalt  micb  gewöhnt  bat,  dei«n  pliysis 
nnd  statiBtische  Lage  so  mauchy  Vorzüge  hat,  bin  ich  bereit,  di« 
gntragene  Stelle  am  Lyceo,  xxi  jeden,  mit  meinen  Ansprüebeu  m 
noch  au  uuverhHllnissmilssigen  Bedingungen  zn  übernehmen. 

gez.  Prof.  BUrmann, 

Er  erniichte    Beinen  Wunacb  nicbl;    denn    als    erste    Lehrer    fBr 
Mathematik  sind  aufg^flihrt  Kagiplcr,   Diesterweg,  fiir  Pbysik  Di 
sterweg,  für  Naturgeschichte  Niisslin.    — 

Da  oben  besprochene  Gesuche  ohne  BeiIngen  sind,  so  IfisHt 
aus  unseren  Acten  weiter  nichU  aur  Featslelluiig  über  OebnrtszeJt, 
mntb,  Name,  Confrssion  beibringon. 

Mannheim.  üir    V.  CASfAH. 


IV. 

ZurAckftthmng  der  Coh&Bionskraft  auf  die  Newton'sche 

Anziehungskraft. 

Von 

Gilles 

Gymnasiallehrer  in  Boppard. 


Da  die  Gravitation  unabhängig  ist  von  der  besonderen  Beschaffenheit 
fler  in  Betracht  kommenden  Körper  und  die  zu  berücksichtigenden  Momente 
wmr  Masse  and  Entfernung  sind ,  so  liegt  es  nahe ,  dass  das  Streben ,  die 
;  Vatvrkr&fle ,   wenn  nicht  auf  eine  Grundkraft,  so  doch  auf  eine  kleinere 
Aasalil  Kräfte  zurückzuführen,  die  Aufmerksamkeit  der  Forscher  auf  jene 
KraA  lenken  muss.  Schon  Humboldt  erkannte  in  dieser  Zurüokführung  ein 
kadentendes  Problem  der  Wissenschaft.     Allein  er  musste  sich  gestehen, 
sa  seiner  Zeit  die  Zurückführnng  noch  nicht  möglich  sei. 
Wir  werden  nun  in  dem  Folgenden  zeigen,  dass  das  Problem  in  Be- 
hmig   auf  die  Cohäsionskraft  jetzt  lösbar  ist,    um  dann   später   auch 
iia   anderen  Naturkräfte  in  Betracht  zu   ziehen.     Die   Gewissheit  aber, 
valeba  nos  die  mathematische  Betrachtung  gewährt,  wird  noch  erhöht  durch 
die  Uebereinstimmung ,  welche  zwischen  der  Constitution  der  Materie,  wozu 
wir  gef&hrt  werden,  und  den  Lagenverhältnissen  der  Himmelskörper  be- 
■lefaf ,  sowie  durch  die  ungezwungenen  Erklärungen  der  Aggregatzustände, 
der  Krystallisation ,  der  Wärme  etc. ,  die  sich  auf  Grund  der  in  der  folgen- 
den Untersuchung  erzielten  Resultate  geben  lassen. 

Es  seien  m'  und  m"  die  Massen  zweier  Körper  und  e  ihre  Entfernung. 
Alsdann  ist  die  Newton'sche  Anziehungskraft 

Dieser  Ausdruck  durchläuft,  wenn  bei  endlichem  Werthe  von  m  .  m'  die 
Gb5sse  e  von  oo  bis  0  abnimmt,  alle  Werthe  zwischen  0  und  oo  .  Da  aber  e 
nicht  von  den  Grenzen  der  beiden  sich  anziehenden  Massen  zu  rechnen  ist, 
so  fiegt  es  auf  der  Hand,  dass  bei  endlichem  Werthe  von  m  .  m''  die  Grösse 
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=/.' 


f  Dicht  nuendlich  klein  wfirden  knnn,  man  miissle  dona  die  Uicliti| 
i'iidlich  gross  anneliniPii.     Um  nun  aber  zu  eclicn,  welcbc  Wertll»i<il 
Xatur  crreicbon  knnn,  wobei  wir  den  Fall,  <\&ss  m  .m"  unemllich  grOMM 
nusaer  Ac)it  lassen  können,  denken  wir  nns  zwei  gleiclie  Kugeln  mildM 
Kadins  ^  und  der  mittleren  Dichtigkeit  ^i,  wnbci  die  DicUtigkf.it  unr  i\ 
FanctioD  von  p  sei.     AUdann  ist  bei  dpr  Berührung: 

Soll  daher  A  bei  abuohmendeto  p  wachsen ,  so  inuGs  fi  in  höherem  VetUI 
niss  zunehmen,  als  p'  abnimmt.     Es  ergiebt  sich  jedoch  andererseiu  tl 
dem  vorstobenden  Ausdruck  leicht,  dass,  wenn  fi  hinreicfacnil  gross  UgH 
n'immen  wird,  bei  jpdeni  auch  »och  so  kleinen  p  A  jedn  bestimmte  Grünl 
prreiciLPn  knnn.     Bleibt  z.  B.  die  Masse  jeder  Kugel  dieselbe,  wird  t 
der  Hndiiis  p  »mal  kleiner,  so  haben  wir 


■(¥)" 


DJp  AnaiehiMigskraft  ist  also  n^mal  grosser  geworden.     So  kfinn  inMi 
durch  Verdichtung  jede  bpliebige  Grösse  von  A  erKialea. 

Nehmen  wir  nun  einmal  nn,  die  Cohasionskraft  sei  keine  andere, 
dieNewion'scbe  Anziehungskrnft,  so  können  wir  das  mit  der  Erftthi 
nur  dann  in  Kinklang  bringen,  wenn  wir  die  Dichtigkeit  der  sich  ads! 
den  Molecule  beliebig  annehmen  können,  obwohl  die  Dichtigkeit  (Ins 
ireflenden  Körpers  eine  gegebene  Grösse  ist.     Aber  auch  bei  > 
Dichtigkeit  der  einzelnen  Molecule  wäre  doch  nichts  erreicht,  wenn 
Molecule   in   dem   Räume   des    Körpers  gleicbmäasig  veitheilt  «nnel 
Wir    müssen  vielmehr,  wie  wir  gleich  zeigen  werden,  Reiheaverbiodm 
Annehmen,  na  dass  die  Dichtigkeit  innerhalb  der  Reihe  sehr  grosa,  die 
lere  Dichtigkeit  des  ganxen  Körpers  aber  die  thatsacbliche  bleibt,  ifideia 
Reihen  um  so  weiter  von  einander  entfernt  sind,  je  grösser  die  Dicktlgl 
in  der  Reibe. 

Ich  werde  nun  zunächst  zeigen,  dass  bei  der  Annahme,  die  Htt' 
eines  Körpeis  erHille  den  von  diesem  eingenommenen  Raum  volIsUtaiKg 
gteichmüsHig,  oder  aucli  nur  die  Molecule  oder  Atouie  seien  gleichmäsds; 
im  Räume  des  Körpers  vertbeilt,  die  tbatsUchlicIie  Grösse  der  CobüHion  bei. 
festen  nnd  Hüssigen  Körpern  sich  nicht  erklären  lasse  mit  Uilfe  der  Newton» 
sehen  Ansiehungskraft.  Die  Otüsse  des  Unterschiedos  zwischen  Reeh» 
nnng  nnd  Beobachtung  wird  uns  dann  der  Wegweiser  hei  der  weiterett 
Cnlereachaag  Beta. 
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Wir  machen  also  zunächst  die  Voraussetzung,  dass  die  Masse  eines 
K5rpers  den  Raum  desselben  vollständig  gleichmässig  erfülle. 

Es  sei  r  der  Halbmesser  eines  cylinderförmigen  Drahtes,  dr  die  nn« 
endlieb  kleine  Dicke  eines  cjlinderförmigen  Mantels,  dessen  Halbmesser  r 
ist  Dieser  Mantel  sei  dnrch  auf  der  Axe  des  Cylinders  senkrecht  stehende 
Ebenen  in  kreisförmige  Elemente  zerlegt,  deren  auf  einander  senkrechte 
Dimensionen  dr  und  dx  seien.  Die  X-kn^  falle  mit  der  Axe  des  Cylinders 
tBiammen.    Das  Volumen  des  kreisförmigen  Elements  ist  daher 

iTtrdrdm. 

Ist  demnach  ^  für  die  Einheit  des  Volumens  die  Masse  des  Stoffes,  aus  dem 
der  Draht  besteht,  so  ist  die  Masse  des  Elements 

27Vfi  ,rdr  .dx. 

Die  Masse  eines  materiellen  Punktes  auf  der  X-  Axe  sei  m.  Dieser 
Pankt  wird  von  dem  kreisförmigen  Element  angezogen.  Wir  haben  aber 
lor  die  Componirende  nach  der  ^-Axe  zu  berücksichtigen,  da  die  Einwir- 
knogen  je  zweier  gegenüberliegender  Punkte  in  Beziehung  auf  die  auf  der 
I-Axe  senkrecht  stehenden  Componirenden  sich  aufbeben,  wir  aber  ausser- 
dem aach  nur  in  der  Richtnng  der  A"- Axe  die  Cohäsion  betrachten  wollen. 
Der  Ansdruck  für  die  Kraft,  mit  welcher  der  materielle  Punkt  durch  das 
kreisförmige  Element  angezogen  wird,  ist  demnach 

^  2nu,m,rdr      xdx  _  ^  xdx 

/  •  — Lt      _« —  .     .  :  =/.  2nfi.tn  ,rdr. 


in^  +  f^     'j/x'  +  r*        '  '     '         '  y{x*+f^/ 

i  Die  Anziehungskraft  zwischen  dem  gesammten  Cylindermantel  von  der 
Dieke  dr  und  dem  materiellen  Punkte  wird  erhalten,  wenn  man  das  Integral 
iwiseben  den  Sussersten  Werthen  von  x  nimmt.  Der  Cylindermantel  liege 
nf  der  einen  Seite  von  dem  materiellen  Punkte*  und  die  Grenzwerthe  von 
« seien  a  und  {a  +  e). 

Es  ist 

/xdx — ^  /*(x»  +  r)«"~f  arrf.r, 
y(x^  +  ry     J  '     ^   ' 

-4 


Folglicb: 


a  +  e 


ff!^.m2%.rdx  r——^-^f,ii.m.2n,rdr\[a^  +  r^)    «-/'(a+«)»+r»^    ^1 

j  y(x^+ry  L  \  /    j 

a 

.  r     rdr  rdr  "] 

Lj/«'  +  r*      }/(a  +  ey  +  r*J 

Cm  nnn  die  Anziehungskraft  zwischen  dem  ganzen  Cylinder  von  2;  ==a  bis 
'»<f-f  ^tmd  dem  materiellen  Punkte  zu  erhalten,  müssen  wir  von  rt=o 
bu  f  s  r  integriren.     Es  ist 
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/(, 


rdr  rdr 


Folglich 

r 

o 

Wollen  wir  nan  die  Cohäsionskraft  für  irgend  einen  Querschnitt  des  Drah- 
tes, so  uiässen  wir  die  Kraft  suchen,  mit  welcher  der  eine  Theil  den  andern 
anzieht.  Suchen  wir  die  Cohäsionskraft  in  der  Mitte  des  Drahtes.  Die 
Länge  desselben  sei  2X,  in  der  Mitte  des  Drahtes  sei  a;=:0.  Statt  m  setsen 
wir  einen  unendlich  kleinen  Cylinder  mit  dem  Querschnitt  9cp',  der  Aze  da 
und  der  Dichtigkeit  fi.    Alsdann  ist 

m  =  TtQ^ .  da  .  fi. 
Es  ist  nun 

=  2/".|i4'. «*.(>* \e  +  Ya^  +  r' -  )/{a+ey+?\da , 

wenn  wir  für  /  der  Einfachheit  wegen  r  setzen. 
Nun  ist 

f  (c  +  f/^+7*  —  V(ä+ef~+?\ da 
=  ea+  I  }/a^+r\  da  —   /  /(ö'+^)'  +  r'.  da. 

Um    I  ya^-fr^,da  und    j  y(a'\-ef  •\- r'^  .da  auszuführen,  setzen  wir 

{a-^ef  +  r^z={n  +  cY  .  /«  und  «*  +  r^=a^  t'\ 
Alsdann  ist 

a  +  c^r  ^-p— -und  a^rj/  ^.,  _  ^ , 
rfa  =  J  r  Yi^  —  1  .  (/ .  _ u.  8.  w. ; 

I  y(/t  +  ey  +  r*.da=    1  {a  +  e)i.da 


folglich 
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Folglicli  ist 


II  (t-i)  -  y  (t+i). 


f 


<*  —   1  /«  —    l  ^      r  ~   1 


aüthin 


Also  ist 


I  U  +  f/a'  +  r*  —  }/{ä+  e)*  +  t*\da 


Wir  wollen  die  änssersten  Werthe  von  a  et  und  ß  nennen.   Da 
/=  -i—  l/(a+e)*  +  r«  und  f '  =  -  /a«  +  r\ 
so  baben  wir  zu  integriren  zwischen 

er  -p  <?  w 

ond 

E«  ist  alsdann 


(e  +  fi^T^-  /(«+<;)•  +  /••]  rf«  =  [c  (|3- «)  +  4/J ^^/J'  +  r' 


IS 


Weoxi  daher  die  Axcn  zweier  Cylinder  zusammenfallen,  die  Länge  des 
einen  e^  der  Halbmesser  desselben  r,  die  Länge  des  andern  (a  —  /3),  der 
Halbmesser  desselben  q  beträgt,  so  erhalten  wir  als  Ausdruck  für  die  Kraft, 
womit  dieselben  sich  anziehen : 
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"«-.j-  ^-  ^  >•  -^  ^  «i-.^-^^   ^^^^^^^ 


11) 


*        l/ß'+r'-f_^      Vt^'+r*-«  l/(ß+ey+r'-(ß+e) 

■    .  ■,/(«+0' +  >••  +  («+ g)] 

Setzen  wir  e  =  a^Jl,/3^0,  so  wird  aus  I): 
±  2/-.  ^•.  »».  9«  [-  i*  -  X  /r  +  r'  +  i  /4  A'  +  r»  -  4  r«  /  ^^^jl+i 

Da  auf(S.12ö)^(a;^  +  ^)^  z^o^  entgegengesetste  Werthe  hat,  so  sind  auch  in 
I)  und  II)  die  Vorzeicben  •\-  und  —  zu  nehmen,  je  nachdem  der  eine  oder 
andere  Theil  des  Drahtes  als  der  anziehende  angesehen  wird. 

II)  ist  nnn  der  Ausdruck  für  die  Cohäsion  in  der  Mitte  des  Drahtes 
(dessen  eine  Hälfte  aber  einen  unendlich  kleinen  Querschnitt  kq*  hat)  bei 
der  Annahme  stetiger  Raumerfiillung.  Wir  haben  daher  diesen  Aasdmek 
näher  zu  untersuchen.    Wir  nehmen  dabei  das  Zeichen  — • 

Es  sei 


IL 

Alsdann  ist 


mithin 


Für  i  =  0  ergiebt  sich 

y  =  0,  y'=0. 

Dagegen  für  i=  »  erhalten  wir 

y  =  ao  ,  /  =i  0. 

Es  wächst  also  y  von  0  bis  oo ;  dagegen  sind  beide  Grenzwerthe  von  /  =0, 
zwischen  diesen  aber  ist  /  stets  positiv.  Es  muss  also  wenigstens  ein  Maxi- 
mum von  /  vorhanden  sein.    Wir  setzen  daher 

l  +  --r=zz=-     ;=. =0. 

Daraus  folgt : 

o  o  «»S 

A'  +  "'r-A>--rn2+--=0. 
4  8  64 


Von  Gilles.  129 


'^-^^^^^^  ^^^ 


Hieraas  ergeben  sich  für  X^  die  drei  Werthe:  0,046198  r»,  0,30667  r'  und 
—  1, 10287 r*.  Der  letzte  Werth  liefert  einen  imaginären  Ausdruck  für  A,  der 
erste  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung 

X                 4A 
1+    ^0 

yr? + r"     /4;i'  +  r* 


i^A L_ .4_  -1 


nur  dann,  wenn  man  den  negativen  Werth  von  ^l^  +  r^  nimmt.  Da  wir  aber 

nur  den  positiven  Werth  von  j/a*  +  r^  zu  nehmen  haben ,  so  kommt  nur 

X«  =  0,80667  r' 
oder 

l  =:  0,553694  r 
\    in  Betracht.   Nun  ist 

Da  für  iL  =  0,553604r  dieser  Ausdruck  negativ  ist,  so  ist  /  für  diesen 
Werth  von  i  ein  Maximum. 

Mithin  nimmt  )^  und  daher  auch  II)  am  stärksten  zu,  wenn  X=0,553694r; 
▼•»n  da  an  nehmen  beide  Grössen  immer  langsamer  zu^  doch  erst  für  ein 
aneodlich  grosses  X  wird  die  Zunahme  unendlich  klein;  Dagegen  ist  die 
Zanabme  der  Cohäsion  der  Erfahrung  gemäss  um  so  kleiner,  je  grösser  A, 
das  Maximum  liegt  bei  il  =  0,  und  die  Zunahme  nähert  sich  schon  bei  einem 
aehr  kleinen  Werthe  von  X  der  Null. 

Suchen  wir  noch  den  Werth  von  /  für  den  Fall,  dass  X  sehr  gross  ist 
im  Vergleiche  zu  r.    Es  sei 


Alsdann  ist 

^y-y* 

Da  ^^4  A*  +  r*  =  2A+.v',  seist  r'=:4ily'  +  y'*;  ist  nun  X  im  Vergleiche  zu  r 
sehr  gross,  so  kann  man  y^  neben  \Xy  vernachlässigen  und  erhält  danu 


,       r* 


Ebenso  ergiebt  sich 


r' 


^=-2T 


Mithin  ist 


y''='y-y^r\' 


4A 

Also  steht  /  im  umgekehrten  Vorhältniss  zu  iL.  wenn  X  im  Vergleiche 
xa  r  sehr  gross  ist. 

Um  das  Zunehmen  des  absoluten  Werthcs  von  y  und  II)  besser  über- 
sehen zu  können ,  fügen  wir  folgende  Beispiele  hinzu : 
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w*-        W        r      f   -^  ^-~*   W"^  ^.*«^■.-^./*-.''»/■^-'*-'-  -'  -^^      -«^V-       ■  ^^»^  ^»r^-*---^^^^^    ^"^^r  ■"   ^^  ^> 


Setzen  wir 

A  =  0,       80  ist  /=0, 
Xc=0,Olr,     „  „  /=0,00985r, 
A  =  0,lr,      „  „  /  =  0,085187  r, 
;i  =  0,553094r,  „  „  /  =  0,20409 r  (Maximum), 
;i==lr,       „  „  /=0,l78113r, 
A=lOr,      „  „  /==- 0,024891  r, 
;t=100r,     „  „  /  =  0,002499895 r, 
A  =  1000r,     „  „  /  =  0,000249999886 r, 
A  =  10000/-,    „  „  /  =  0,000025r 

u.  8.  w. 

Es  ist  also  für  ;i  ss  lOr  der  Grenzwertb  --von  /schon  beinahe erreieht. 

4  a 

Um  nun  aber  die  Beziehung  zwischen  der  Zunahme  von  y  and  II)  zu  der 

Zunahme  von  \  auch  für  endliche  Unterschiede  besser  übersehen  zu  können, 

wollen  wir  den  Grenzwertb  für  die  Zunahme  von  y  suchen,  wenn  An  mal 

grösser  wird. 

Es  sei  zunächst  'k^zz.mr.   Alsdann  ist: 

=  r*.  M. 
Es  sei 

j/m«  +  l  =  m+y,  also  l  =  2my  +  y*,  y  =  ^      .     , 

i/4m*+l  =  2 m  +  r^,  also  l  =  4me;  +  e;',    t;  = — . 

'  4m +  p 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  für  M^  so  ergiebt  sich 

M  =  m  iy—v)  +  /  (2i/i  +i^)  —  i/  (4 w  +  p). 

Nun  möge  A  'unal  grösser  werdeu ,  also  A  =  ;<.m/\  Wir  haben  alsdann 
für  m  zu  setzen  n  .  m.    Mithin  ist 

ni'  =  « w  {y—v)  +  /  (2w w  +//')  —  4/  (4WW  +  O« 
folglich  iht 

daher 

,  /tm(i»/'-^/)  =  i/w. 

Wenn  also  A  nmal  grösser  wird,  so  wächst  2^  um  |,r*. /»•  Mithin 
oittis  i  in  geometrischer  Progression  wachsen,  wenn  y  und  11)  in  aritkmeti- 
«ffk«»  -»«^hmen  sollen»  (A  groBs  im  Vergleiche  zu  n) 
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Um  nun   aber  anch  diese  Beziebungen  für  deu  Fall  anscbaulicb    zu 

iDacben,  dass  X  nicbt  sebr  gross  ist  im  Vergleicbe  zu  r,  fügeu  wir  folgende 

Beispiele  hinzu : 

Setzt  man 

A  =  0,  80  ist  2y  =  0, 

A  =  0,01r,  „  „  2y  =s 0,0000989 r' (annähernd), 

X  =  0,lr,  „  „  2^^  =  0,0090008  r«, 

A=   r,  „  „  2y  =  0,3377013 r*, 

(A  =  2r,  „  „  2y  =  0,6222504 r»), 

A=10r,  „  „  2y=  l,402383r*, 

i  =  100r,  „  „  2y  =  2,552575^^ 

A=:1000r,  „  „  2y  =  3,703881  r», 

A=10000r,  „  „  2y  =  4,85528r*, 

A=100000r,  „  „  2y  =  6,006408 r*, 

A==1000000r,  „  „  2y  =  7,157762;^. 

Wollen  wir  deii  Ausdruck 

aaf  die  vorstehenden  Beispiele  anwenden,  so  haben  wir  für  n  10  zu  setzen. 
Nun  ist  J/n=i. 2,3025874=1,1512937.  Von  lOOr  an  haben  wir  diesen  Unter- 
tdued  wenigstens  annähernd  in  den  vorstehenden  Beispielen.  Die  Annähe- 
nng  würde  bedeutender  sein ,  wenn  nicbt  die  siebenstelligen  Logarithmen- 
tafeln anzureichend  gewesen  wären. 

In  I)  und  II)  (S.  128)  ist  ^,  der  Halbmesser  des  einen  Drahtstückes, 
unendlich  klein.  Nun  ist  zwar  nach  der  Erfahrung  die  Cohäsionskraft  dem 
Querschnitt  des  Drahtes  proportional.  Allein  da  wir  uns  infolge  der  An- 
nahme stetiger  Massenvertheilung  nicbt  in  Uebereinstimmung  mit  der  Er- 
fihrang  befinden ,  so  dürfen  wir  auch  hier  den  Erfahrungssatz  nicht  ein- 
fliestien  lassen.  Auch  ist  der  Kadius  der  anderen  Drahthälfte  mit  mathe- 
nttischer  Genauigkeit  berücksichtigt.  Es  liegt  daher  nahe,  dass  wir  eine 
u  grosse  Kraft  erhalten,  wenn  wir  dieselbe  proportional  ^'setzen,  auch 
f^  endliche  Werthe  von  (».  Die  Ausdrücke  I)  und  II)  sind  nämlich  berech- 
net für  den  Fall,  dass  die  Drahthälfte  mit  dem  unendlich  kleinen  Halbmesser 
9  genau  in  der  Verlängerung  der  Axe  der  anderen  Drahthälfte  liegt.  Je 
inehr  man  sich  nun  aber  von  der  Axe  entfernt,  um  so  mehr  nimmt  die  Kraft 
*b,  da  die  Theile  der  anderen  Drahthälfte  zum  Theil  seitwärts  rücken. 
Andererseits  ist  zu  beachten ,  dass  selbst  für  den  äussersten  Cylindermantel 
ein  grosser  Theil  genau  so  bleibt,  wie  für  die  Cylinderaxe,  dass  aber  der 
iDterschied  ein  verbältnissmässig  beträchtlicher  nur  auf  eine  kleine  Ent- 
feniQng,  allein  bei  kleinem  X  die  ganze  Kraft  nur  unbedeutend  ist,  da  die- 
selbe sich  mit  A  der  Null  nähert.  Es  wird  sich  aus  dem  Folgenden  ergeben, 
"*««  wir  für  die  Anwendungen,  die  wir  von  den  Formeln  I)  und  II)  machen 
werden,  die  Kraft  ^*  proportional  setzen  dürfen.  Der  begangene  Fehler  ist 
'w  nnscrcn  Zweck  von  keine  in  Delang. 


Safiep  wir  nun  in  I)  and  11}  für  p  ilen  Werlli  r,  so  erhnlttn  -mix 

. .  ,.y("+--)' +'■■+(■'+ 


IV) 


2/-,,'.7.',r'[-l'-if'j'  +  ri+J^4J'  +  r>-5r'lpJi^±| 


III)  giebt  dia  Kraft  an,  womit  sich  zwei  Cylinder  bei  gleicher  Masaen- 
vcrtUeiluDg  uod  Zugrundelegang  der  N  ewtan'sclieD  Auziehuugskraft  an- 
xietien,  weuo  die  Diditigkeit  n,  die  Äxen  aiisammenfnlleD ,  der  Radins 
i^ines  jeden  r,  die  Länge  den  einen  f ,  die  Länge  des  aadein  (a — fl),  di« 
ICnireruung  der  beideu  ß  hetiägl.  Wenn  der  Radius  des  Cylindera  von  di 
L'inge  (a — ß)  niclit  gleicli  dein  Undius  r  des  andern  Cylinders  ist,  sondei 
gleich  Ä,  so  hat  man  an  Stelle  von  p  in  I)  ft  zu  setzen. 

IV)  giebt  die  Cohäsionskran  C,  in  der  Hüte  eines  Cylinders  bei  gUi* 
eher  Masscnycrtheilung  nnd  Zugrundelegung  der  Newtou'acben  An- 
2ielmngskrart  an,  wenn  die  Dichtigkeit  [i,  die  LSnge  Sil,  der  Kadins  r 
belvägt. 

Da  Cr  oder  IV  gleich  Af.n'.tt^.r'.y  ist,  so  gilt  von  C,.  alles  Das,  « 
wir  oben  von  y  gezeigt  haben.    Cr  dnrcblKuft  also,   wenn  A  von  0  bis 

wächst,   alle  Werthe  awiscben  0  und  ce.     —^  oder   das  Verhältuias    ( 
dl 

Zunahme  von  C,  eu  der  von  l  ist  fiir  i=0  und  il=  oo  gleich  0,  wuchst  vott 

i=0  bis  i=0,5S394r,  erreicht  hier  sein  Maxiraum,  um  von  du  an  bis  l 

dC, 

abzunehmen,  ist  aber  bestSndig  positiv.    Schon  bei  i  =  IOr  ist  —  fastl. 

umgekehrt  proportional.     Alle   diese  8ätze  widersprechen  der  ErfabniDg. 
Welcbes  ist  der  Grnud  hiervoa?    In  der  Bechnung  kann  er  nicht  liegei 
ist  also  in  der  Voraussetzung  zu  suchen.     Diese  aber  ist  aweierlei:  1.  u« 
nimmt    die   Richtigkeit    des   Newtou'schen    Gesetzes    auch   für   die    Co- 
häsiouskraft   nnj   2.    sie  nimmt  vollständig  gleichmässige  Verlbeilnng 
Masse  der  in  Betracht  kommenden  Körper  innerhalb  des  Raumes  dersolbea 
an.     Dass  die  zweite  Unterstellung  falsch  ist,  wissen  wir  aus  der  Erfab- 
rnng.    Die  Falschheit   des  Ergebnisses  der  Kechnang  kann  alao  in  Ni 
ihren  einzigen  Grund   haben  und  somit  Nr.  I  richtig  sein.    Es  fragt  sich 
nnn^  ob  dieses  auch  in  Wirklichkeit  der  Fall  ist. 
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Da  die  Newton  'sehe  Anziehungskraft  im  Weltenraum,  auf  der  Ober- 
fliehe  der  Erde,  nnd  zwar  selbst  zwischen  kleinen  Massen  erfahrangs* 
Alstig  herrscht ,  so  liegt  es  jedem  Naturforscher  selbstverständlich  fern, 
bei  der  Cohäsionskraft  ein  anderes  Gesetz  unterstellen  zu  wollen,  wofern 
es  mdglich  ist,  die  Thatsachen  mit  Hilfe  der  Newton'schen  Anziehungs- 
knft  zu  erklären.  Dass  man  bis  jetzt  bei  der  Cohäsion  eine  eigene  Mo- 
leeultrkraft  annimmt,  hat  eben  darin  seinen  Grund,  dass  man  es  noch 
ncht  rermoeht  hat,  die  Thatsachen  der  Cohäsion  mit  Hilfe  der  Newton* 
sehen  Anziehungskraft  zu  begründen. 

Noch  weniger,  wie  bei  der  Annahme  absolut  gleichmässiger  Massen- 
vertheilang ,  stimmt  die  Rechnung  mit  der  Erfahrung  überein ,  wenn  man 
«Doimmt,  die  Materie  sei  um  mehr  oder  weniger  viele  Contra  verdichtet, 
diese  aber  seien  im  Räume  des  Körpers  gleiclnnässig  vertheilt.  Da  zwei 
Engeln  sich  so  anziehen,  als  ob  ihre  Massen  in  den  Mittelpunkten  ver- 
einigt wären,  so  können  wir  die  Kugeln  bis  zu  ihrer  Berührung  ausgedehnt 
denken. 

Wir  wollen  nun  die  Kraft,  womit  sich  zwei  sich  berührende  Kugeln 
anziehen,  mit  der  Kraft  vergleichen,  womit  sich  die  Hälften  des  Cylinders 
anziehen,  welcher  jene  Kugeln  von  aussen  berührt  und  mit  ihnen  gleiche 
Masse  hat. 

Die  Länge  des  Cylinders  betrage  2A,  der  Halbmesser  des  Querschnitts 

und  der  Kugeln  ist  alsdann  -.    Da  die  Massen  gleich  sind,  so  ist,  wenn  u 

die  Dichtigkeit  der  Masse  des  Cylinders  ist,  die  Dichtigkeit  der  Kugeln  |fi. 
Mithin  ist  die  Kraft,  womit  sich  die  Kugeln  anziehen ,  also  die  berechnete 
Cohäsionskraft  oder  Cr  im  Berührungspunkte : 

f.  i^'^M^'^' .  |^'=:0,0Ö25  .  f.  (i'.  7^.  k*. 

I^^gegen  erhalten  wir  als  Anziehungskraft  der  beiden  Cylinderhälften : 

=  0,0777832. /".fi'.w'.A*. 

Eis  ist  dieses  ungefähr  |mal  die  Anziehungskraft  der  beiden  Kugeln. 
Dieser  Unterschied  wird  um  so  unbedeutender,  je  weiter  die  Kugeln  und 
Cylinder  von  einander  entfernt  sind. 

Setzen  wir  z.  B.  in  III)  e  =  2r,  jS^Sr,  a  =  10r,  so  erhalten  wir  als 
^Qtiehangskraft  der  beiden  Cj^linder  0,0405022. /.^'.Tc'.r^,  als  Anziehungs- 
kraft der  beiden  Kugeln  Oft^.f.fi^.nf.r*.  Setzen  wir  aber  in  III)  ^  =  2r, 
?=J)6r,  a=^  lOOr,  so  liefert  die  Rechnung  bei  Benutzung  der  Vega'schen 
^^garithmentafel  keinen  Unterschied  mehr. 

Nehmen  wir  also  an,  die  Materie  sei  um  Centra  verdichtet,  diese  aber 
leien  im  Baume  des  Körpers  gicichmässig  vertheilt,  so  liefert  die  Rech- 
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nung  Doch  eine  kleiuoro  CobfisiaiiBkrafi ,  als  b«i  der  Aanaliine  absolut 
gleicbmässiger  Masseuvertbeilung,  da  die  Vertbeilaog  Id  «icli  beriihrenda 
Cyliüdor  uotbwendig  eine  nur  um  Weniges  grüssece  Kral^  liefeit,  ab  ab> 
solatc  Massel) verlbeilung. 

Wie  wolleD  uQii  berecbneu,  wievielmal  die  berecbocte  CohJisioDskraft 
Cr  kleiuer  ij>t  als  die  tbatääcbliclie  C„.  Als  Eiubeilen  uebmcn  nir  MeUr, 
Kilogramm  uud  die  Kraft,  womit  eia  Kilogramm  uud  ein  Kilogramm  in  ds^ 
Eutfernuog  von  einem  Meier  eicb  nuziebeo.  Alsdann  iBt/^l.  Der  Ha)t> 
messer  der  Erde  sei  gleicb  R  Meter,  die  Masse  der  Erde  -V,  Kilogramm 
AUdann  ist  eiu  Kilogramm,  d.  b.  die  Kraft,  womit  die  Erde  die  MaesS  einoi 
Kilogramms  auziebt,  gleich 

M, 

Wenn  nun  die  Zugfestigkeit  eines  Drabtes,  di 
dessen  Durclimesscr  2r  betrügt,  Z  Kilogramm  int, 


Oagegei 


=  4^': 


Virklicbkeit  n 

nd  Kccboung  nnschanItcL 

Es  ist 

jtf,  =  5900000  Trülio 

R  =  0304024  Meter 

litbin 

-j~  =  ujooooonoon. 

Nebmeu 

wir  nun    einen    EisendraU 

=  0,001"  int, 

so  erhalten  wir* 

("„  _       145000000000  .  250 
ö ~  i2ÖÖ79384ToyOOÖOO"l'! 2/ 
y  hängt  bekanntlich  von  1  ab  n 
Wirknngssphäro  der  Cohäsion  setzen, 
Wertbe  von  y  \&6&t  sich  nun  der  vor« 
berechnen.    Für 

J  =  O,0lr  ergiebl  sich  n 


Cr       4fi'ir'r 
Ein   bestimmtes  Beispiel  wird    das  enorme  Missverhälliiiss   zwiiichei 


» 


Es  Ut  aUo  Jie  tbntsiiclilicbo  Cobasionakraft  Irilliouea-,  wenn  uicht 
quatrilliotienmal  grosser  ala  <lie  bei  nnseren  Voraussetsungen  berechnete. 

Welche  Anordnung  der  Moleculo  vermag  dieacH  Mis§verhä1tniss  auf- 
labebea?  Die  CoUäsionM kraft  ist  der  Erfahrung  gemäss  dem  Querscbnitt 
praportieaal.  Da  aber  nuch  die  MolecuUrkrÜfte  nauh  allen  Seitsa  wirken, 
so  müsste  die  Cohäsionakraft  selbst  bei  relativ  gleichmfisslger  Massenver- 
theilnng  in  holierem  VerbHltuiss  als  der  Qnoracliaitt  wachsen.  Denken  wir 
ans  »her  ein  Drulilbiindel  von  gleichen  und  gleichweit  von  einander  ent- 
Ceintcii  Urähleu,  so  ist  diu  Anitahi  ilw  Drähte  dein  Querschnitt  des  Bün- 
dels pfopuitional.  Insofern  nun  die  Ansiehungskrart  zwischen  benachbarten 
Drühten  gegen  die  CohJtsiouskraft  der  Eiuzeldr&hle  vorschwindet,  ist  die 
Zngfcstigkuit  der  Ansuhl  der  Drahte  und  daher  auch  dorn  (^uorsuhnitt  pro- 
jtoiliotial.  Denken  wir  uns  aher  jeden  Pimkt  eines  Drahtes  mit  Punkten 
d«f  andeTen  Diahte  durch  Fäden  verbunden,  die  um  so  schwächer  sein 
mSgen,  je  weiter  die  verbundenen  Punkte  von  einander  entfernt  sind,  so 
müssen  beim  Zerreisseo  des  DrahtbQndels  nicht  blos  die  einseinen  Drähte, 
sondern  auch  znm  grossen  Theil  jene  Verbindangsl^den  zerrissen  werden. 
Die  Aniahl  der  Fäden  aber,  die  zerrisi^en  werden  müssen,  wächst  in  weit 
•choelleiem  VerhSItuiss  als  der  Querschnitt  des  BUndels,  mithin  auch  die 
ZagfiKitigkeil.  So  verhält  es  sich  aber  mit  jedem  Körper,  wenn  die  Mo- 
iMuIe  in  dem  Kaum  desselben  gleichmässig  verlheilt  sind.  Hier  ist  auch 
bei  der  Zugrundelegung  irgend  einer  Mnlecnlaikraft  jedes  Moiccul,  jedes 
Alotn  mit  jedem  andern  seiner  Wirkungssphäre  durch  Fäden  verbunden. 
Wild  nun  der  Stab  oder  Draht  aerrisseu,  so  müssen  alle  Fäden,  durch 
velciie  die  ThcilungsHache  geht,  zerrissen  werden.  Die  Proportionalität 
der  Zugfestigkeit  mit  dem  Querschnitt  ist  also  nur  dann  raüglich,  wenn 
jddtir  8ub  oder  Draht  ein  Bündel  von  Stäben  oder  Drahten  ist,  die  keine 
Verbtadung  unter  sich  haben,  d.  h.  deren  Eutfernung  von  einander  so  gross 
i«t.  dafs  die  von  anderen  DrJlhten  ausgehende  Ansieh nngskraft  im  Ver- 
gleiche KU  derjenigen,  die  von  den  Theilen  desselben  Stabes  oder  Drahtes 
aasgeht,  verschwindet.  Nun  tr?tl  aber  in  einem  Körper  die  Cohäsionskraft 
nach  allen  Uichtungen  auf;  eti  müssen  daher  im  Allgemeinen  drabtähnllche 
Verbindungen  wenigstens  nach  drei  verschiedenen  Richtungen  liegen. 

Wir  kommen  jetzt  za  dem  schwierigsten  nnd  wichtigsten  Punkte:  zu 
der  Tliatoache,  dass  die  Zunahme  der  Cohäsionskraft  für  A=0  oder  doch 
wesiifstciu  für  ein  unuessbar  kleines  A  ara  grössten  ist,  während  dio  Rech- 
oang  dsa  Maximum  der  Zunahme  für  A  =  O,053694r  angiebt,  und  zu  der 
woitaroa  Thatsache,  die  aher  mit  jener  in  engster  Beziehung  steht,  dass 
dio  CuhMiions kraft  um  auf  eine  unmerkliche  Entfernung  merkbar  wirkt, 
daaa  als«  Ober  diese  sehr  kleine  Grösse  hinaus  das  Wachsen  von  A  von 
Ccinem  merkbaren  Belang  ist.  Nun  ist  aber  hier  zunächst  nicht  zu  verges- 
Mo,  dasB  Dach  den  Venucbea  voa  Caveudish  die  Anüehwag  &vi«.\v  b.^^ 
Ealferaaag^a  merkbar  wird,  wenn   man  not  für  oum  \e\t\Aft  \i*J- 
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weglichkeit  sorgt,  dass  also  auch  ein  Wacbsen  der  Cohäsionskraft  bei  einer 
Vergrössernng  von  A  eintreten  muss,  wenn  auch  die  Zunahme  kleiner  ist, 
als  die  Fehler  der  Beobachtung. 

Betrachten  wir  nun,  um  den  richtigen  Weg  zu  finden,  nochmals  IV), 
d.  i.  die  Grösse  der  berechneten  Cohäsionskrt^ft  Cr  und  ihre  Abhängigkeit 
von  A.  Wir  haben  gesehen,  dass  Cr  für  A=0  selbst  gleich  Null  wird,  mit  A 
wächst  und  für  A  =  00  selbst  auch  unendlich  gross  wird;  dass  die  Zunahme 
von  Cr  für  A  =3  0  ebenfalls  Null ,  dass  von  da  an  das  Wachsen  von  Cr  ein 
beschleunigtes  ist  bis  A  =  0,553694  r,  dass  nun  aber  mit  A  C^  zwar  beständig 
wächst,  aber  doch  in  immer  mehr  al)nehmendem  Grade,  dass  aber  erst  für 
A^oo  diese  Zunahme  unendlich  klein  wird. 

Bei  diesen  Ergebnissen  ist  aber  nicht  ausser  Acht  zu  lassen,  dass  A  nur 
im  Verhältniss  zu  r  ausgedrückt  ist.  Nun  kann  aber  A  für  sich  eine  sehr 
kleine  Grösse  sein  und  doch  im  Verhältniss  zu  r  sehr  gross.  Sehen  wir 
daher  einmal,  wie  sich  IV)  oder.C^  ändert,  wenn  zwar  das  Verhältniss  von 
A  zu  r  dasselbe  bleibt,  dagegen  der  absolute  Werth  von  A  durch  Abnehmen 
von  r  kleiner  wird. 

Da  das  Verhältniss  von  A  zu  r  unverändert  bleiben  soll,  so  setzen  wir 

A  =  mr, 

in  welcher  Gleichung  m  ein  constanter  Factor  ist.  Setzen  wir  diesen  Werth 
von  A  in  IV),  so  erhalten  wir 

'^l^^i  +  m 

V)  -  yr^" 


L  ym^'\- 1  —  m 


+  1/  '•-  —  ^  ■■  ^ —     =  2f.  fi*  .  JE*  .  r* .  M. 
l/4m*+l— 2iwJ 


Demnach  scheint  Cr  proportional  der  vierten  Potenz  von  r  zu  sein. 
Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  sich  A  in  demselben  Verhältniss  ändert, 
wie  r;  wenn  also  r  grösser  oder  kleiner  wird,  so  wird  in  demselben  Verhält- 
niss A  grösser  oder  kleiner.  Je  grösser  aber  m  ist,  um  so  geringer  ist  der 
Einfluss,  den  das  Wachsen  oder  Abnehmen  von  A  auf  C^  ausffbt.  Ist  z.  B. 
m=  10000,  so  muBS  A  um  mehr  als  das  Zehnfache  seiner  Grösse  wachsen, 
damit  Cr  bei  unverändertem  r  nur  um  ^  seiner  Grösse  zunehme  (s.  S.  131). 
Ist  also  A  im  Vergleiche  zu  r  sehr  gross,  so  ist  Cr  der  vierten  Potenz  von  r 
proportional. 

Cr  nimmt  also,  wenn  die  Dichtigkeit  (i  constant  bleibt,  mit  r  sehr 
schnell  ab.  Denken  wir  uns  aber  die  Masse  eines  Cylinders  derart  vor- 
dichtet, dass  der  Radius  r  =9  wird,  so  nimmt  fi  zu.    Es  sei 

r 

alsdann  ist,  da  die  Masse  des  Cylinders  mit  dem  Radius  q  dieselbe  ist,  wie 
iie  des  ursprünglichen  Cylinders  mit  dem  Radius  r,  die  Länge  aber  eben- 
falls unverändert  geblieben  ist: 
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wenn  d  die  Dichtigkeit  des  Cylinders  mit  dem  Radius  q  isti    Folglich 

Ist  aber  der  Radius  eines  Cylindrrs  q^  die  Dichtigkeit  £,  die  halbe 
Lange  oder  iL  =  m(>,  so  ist  nach  IV)  und  V) 

Setzen  wir  nun  für  d  und  q  die  obigen  Werthe ,  so  ist 

r* 

Es  ist  dieses  aber  genau  derselbe  Werth,  den  man  für  Cr  erhält,  wenn  der 
Radios  des  Cy linders  r,  die  Dichtigkeit  ft,  die  halbe  Länge  mr  ist.   niQ  ist 
aber  pmal  kleiner  als  mr.    So  kommen  wir  zu  dem  für  unsern  Zweck  ent- 
scheidenden Ergebnisse: 
VI)  ,, Verdichtet  sieh  ein  Cjlinder  mit  dem  Radius  r  zu  einem  solchen 
mit  dem  pmal  kleineren  Radius  ^,   wird  alsdann  der  verdichtete 
Draht  in  p  gleiche  Theile  getheilt,  so  ist  die  (berechnete)  Cohäsions- 
kraft  in  der  Mitte  eines  Theilcs  gerade  so  gross ,  wie  in  der  Mitte 
des  ursprünglichen  Cylinders/' 

Nimmt  man  von  dem  verdichteten  Cylinder  und  dem  ursprünglichen 
gleiche  Längen,  so  ist  die  Masse  des  einen  Cylinders  so  gross,  wie  die  des 
Andern.  Da  nun  aber  von  dem  Verdichteten  ein  pmal  kürzeres  Stück  zu 
nehmen  ist,  so  ist  auch  die  Masse  pmal  kleiner.  Somit  haben  wir  mit  pmal 
^<^niger  Masse  und  p  mal  kürzerem  Cjlinder  dieselbe  Cohäsionskraft  erzielt. 

Da  aber  ein  Cylinder  mit  messbarem  Querschnitt  nicht  aus  einer  Reihe 

▼on  Molecnlen  bestehen  kann ,  so  haben  wir  an  Stelle  des  einen  Drahtes 

oiit  dem  Radius  r  ein  Drahtbündcl  zu  betrachten,  welches  s  gleiche  Einzel- 

drlhte  enthält,   die  sich  berühren.    Der  Radius  des  Bündels  sei  r,  seine 

^Dichtigkeit  fi,  der  Radius  des  Einzeldrahtes  q\  die  Dichtigkeit  desselben  6\ 

Alsdann  ist 

Ttr" 


ferner 


4? 


■•=-ä/^ 


4 


Ist  nun  wiederum  A  =  mp',  so  ist  nach  IV)  die  Cohäsionskraft  in  der 
Mi^te  des  Einzeldrahtcs,  wenn  die  Anziehungskraft  zwischen  den  verschie- 
denen Drähten  ausser  Acht  gelassen  wird,  gloich 

^»,  weaa  wir  für  d'  und  p'  die  obigen  Werthe  setzen ; 


138  ZurückführnDg  der  Cobäsionskraft  etc. 

^  sr 

Da  wir  nun  s  Einzeldräbte  haben,  so  erbalten  wir  bei  dem  Bündel, 

dessen  Länge  mr .  \T/  — ,  dessen  Radias  r  und  dessen  Dichtigkeit  fi  ist: 

9 

Wir  wollen  nan  untersuchen,  wie  lang  ein  cylinderformiger  Draht  Toa 
der  Dichtigkeit  ^  und  dem  Radius  r  sein  müsste,  wenn  derselbe  aus  $  glei- 
chen sich  berührenden  Drähten  besteht,  innerhalb  derer  die  Materie  gleich- 
massig  vertheilt  ist^  damit  die  Rechnung  bei  Zugrundelegung  der  Newton- 
schen  Anziehungskraft  dieselbe  Cohäsion  liefert,  welche  thatsächlich  nach 

der  Beobachtung  vorhanden  ist    Nun  ist  bei  einer  Länge  von  mr,\y  — 

s 

und  nach  S.  134  ist  bei  einer  Zugfestigkeit  von  Z  Kilogrammen  die  thataSch- 
liche  Cohäsionskraft 

Wir  haben  also,  da  /"=!  ist  (S.  134): 


27r».^'.r*.  3/.  -  =  , 


's"    R' 


^*>'gl^<^^  ^^^       s,M,.Z 


Nach  S.  130  wächst  Af  y  wenn  k  ;?mal  grösser  wird,  um  J/w. 

Ist  nun  für  k  =  m\r  die  Grösse  31=  M\  so  fehlt  noch  an  der  zu  erzie- 
lenden Grösse 

2««.^».r^Ä« 

So  oft  nun  ^In  in  diesem  Quotienten  enthalten  ist,  mit  der  sovielten 
Potenz  von  n  muss  mV  mnltiplicirt  werden,  damit  wir  di«  Länge  erhalten, 
für  welche  Cr=Cn->    Für  diese  Länge  ist  also 

5.iV^.z-27I^|li^r^)r.  Ä' 

m  =  m  ,n  , 

Mithin  ist  die  gesuchte  Länge 

s.M,.Z^2n^.li^.r'M'.B^ 


L  =  1/  —  .  r  ,m ,n 
f     s 


Der  thatsächliche  Durchmesser   der  Wirkungssphäre  der  Cohäsiona- 

Ar^fif  sei  d.    Damit  nun  bei  der  Lange  d  cmcs  Dtalites  dieselbe  berechnete 

Coh.'isinj}skrafi  sich  orgipht,  wie  bei  gleicher  MnssoTw^xVWxXwcv^vxi  ^«tv'^^- 


y- 


des  Ein 


iddrKbUn,  w«nn  die  Litage  L  i.st,  mnss  der  Darchmesser 

■^drfthles  in  demselben  Verhahniss  kleinnr  angenoromeD  werden,  nlii  d 
U«tner  «Is  i  isU  Nennon  wir  nun  den  DnrchinesBer  dea  Terdicbteten  Ein- 
Kldrahtea  ^,  so  erhalten  wir  die  Proporljon 


L:ü. 


äj= 


:/, 


Schon  S.  135  haben  wir  geseheti ,  dass  mau  ' 
■ehiedenea  Ricblungea  dr«btäbnlicbe  Verbindung« 
dDBgen  uennen  wollen,  Aonehtneii  tansa.     Eb  ko 
der  Ricbtong  der  Cj'linderfixe  nur  \  der  Mnsse  zi 
RtuaetsnDg  inacbeD,  daaa  jene  drei  Ricbtnngon  au 

Wir  haben  aIso  in  dein  AnitdrDck  Tür  L  statt  fi  s 


'rigstena  nach  drei  ver- 

,  die  wirRoihenverbiu- 

ut  also  der  Cohäaion  in 

1  gnte,  wofern  wir  die  Vor- 

feinandor  senkrecbt  stehen. 


t- 


»Iilf,.Z  — an'./.r'.jH'.  Ä* 
'"x'.fL'.f.tfi.JP  " 


Die  rorstebende  Grösse  oder  der  Durchm 


r  der  verdichteten  Ein- 


y)- 


Absland    der  Einzeldrnbte,  wofern  Z, 
ra essbare  Grösse 


s^lditlite  Est  gegen  rj/-  oder  der 

wie  et  bei  festen  and  flüssigen  Körpern  der  Fall  ist, 

ut.  Tut  rerscbwindend  klein. 

El  irt  also  der  Darchmesser  der  Atome  oder  sogar  der  Molecule  gegen 

ikre  Entfernaug  oacli   fast  allen  Richtungen    eine   vorschwindend   kleine 

Gtisie.  Nar  nacb  einigen  Ricblnngcn  rücken  die  Molecuto  näher  ziiaam- 
mefi  tu  Heibenvorbiiidnngen,  die  wenigstens  bei  festen  Körpern  durch  deu 
CsuMii  K'irper  sich  durchsieben.  Diese  Reihenverbindungen  zerfallen  wc- 
niplfDS  hei  krj'Blallifiirten  Körpern  in  drei  Grnppen.  Die  Keibenverbin- 
iltiD(ca  derselben  Gruppe  sind  unter  sieb  ganz  oder  nahezu  parallel,  da- 
IV  WIden  die  Grappea  Winkel  mit  ein.indcr,  die  ui'il  AasttÄtmoi  iwftw 
*%>m  des  ITcxjigooH/-  und  luoaoclloiachejx  Systema  nni  Äftu  GtM^v^u 
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meclianische  Leistung  dee  Gnses  gosclüebt  auf  Kosten  der  AtomgeMliwiMJ 
digkeit,  also  der  Trmperainr. 

Ncbcu  dieser  rorlsclireitctideii  Bewegung  uiiumt  Glaaaiits  docJ 
scbwingende  nod  drebemie  an ,  auf  deren  Rechnung  ein  Tbeil  der  gesflnura- 
ten  den  Gauen  innewohnenden  lebendigen  Krafl  komnil,  und  diese  schwicx- 
genden  und  rotirenden  Bewegungen  setjt  derselbe  Forseber  auch  für  die 
tropfbaren  Flüssigkeiten  und  für  die  festen  Körper  voraus,  während  er  diQ 
Arbeit  der  Wärme  in  eine  äussere  und  eine  innere  theilt,  von  denen  dia 
ersiere  Lasten  Lebt  und  andere  meclianiüch«  KAecte  erzielt,  indessen  di» 
andere  au  den  Molecularändorungen  im  Innern  der  Körper  benutzt  wird. 

Was  die  lortsubreitende  Bewegung  anbelangt,  so  möge  es  mir  gestaltet 
sein,  gegen  dieselbe  das  Bedenken  auezusprecben,  dass  bei  ihrder  sogenanntB 
Aether  gifuzücb  unberücksicbtigt  bleibt. 

Man  kann  wolil  nicht  zweifeln,  dass  die  Erscheinungen  dea  Liebtta 
auf  Oscillationsbewegnngen  beruhen.  Zu  einer  solchen  braucht  man  ein 
Mediam,  densen  Theilcheu  vibriren  können.  Da  nun  das  Licht  von  den 
fernsten  HimmelsrMunien  bis  zu  nun  gelangt,  mnss  das  Medium,  das  all 
Träger  desselben  dient,  durch  den  ganzen  VVeltenraum  verbreitet  sein. 
Die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  orbeixchl  einen  hoben  Grad  von  Elastici- 
tat  dieses  Mediums,  dessen  einzelne  Theilchen  sieb  demgemäss  mit  un- 
geheurer Energie  abstossen  oder  einander  ausserordentlich  nahe  sieben, 
mttssen.  Keiner  der  sogenannten  chemischen  Stoffe  erfüllt  eine  dieser  Be- 
dingangen  in  genügender  Weise.  Die  atmosphärische  Luft  oder  irgend 
eine  andere  Gasart.  die  nntcr  den  von  den  Chemikern  recipirten  Slofiea 
eintig  und  allein  hier  iu  Betracht  kommen  können,   entbehren  des  hohea 


ht  entfernt  im  Stande  sind,  als 
der  Träger  des  Lichtes 
man  in  den  Ühemiebilcliera 
von  den  Physikern  Aetlier 


Grades  von  Klasticitnt  derartig,   den 
Medium  des  Lichtes  zu  dienen.     Es  muss  ah 
anderer  StoiT  sein,  als  einer  von  denen,  di< 
verzeichnet  tindel,  und  dieser  andere  StoQ'wi 
genannt. 

Zu  einem  ähnlichen  Schlüsse  führt  die  Belracbtuug  der  Wilrm«.  Nach, 
dem  Mariolto'scheu  Gesetze,  der  Strahlenbrechung  des  Lichtes  u.  s,  w.  itt 
die  Dichtigkeit  der  almoapbariscben  Luft  im  Welteoraume,  wenn  sie  je  in 
demselben  zu  finden  isl,  so  gering,  dass  sie  von  derjenigen  der  Luß  am 
Meeresnive.au  viele  tausend  milliononnial  übertroffen  wird.  Es  müssen  also 
die  einzelnen  Atome  derselben,  und  wenn  man  sie  sii^b  auch  noch  so  klein 
denkt,  schou  ziemlich  weit  auseinander  sein.  Andererseits  ist  die  Senne 
für  nns  die  Hau[itwärmequelle,  und  die  mecbeuische  Kraft  der  von  dar 
Sonne  unserer  Erde  allein  gespendeten  Warme  betragt  nach  Klein*  iad«. 
Minute  nicht  weniger  als  228  Billionen  Pferdekräfle.  Die  WÄrmestrahl«» 
beruhen  nun  ebenso  nie  die  des  Lichtes  auf  Schwingungen  eines  H< 


*  GMem   Vllr,   n.  674. 


V. 
QeW  die  Art  der  Bewegung,  welche  wir  Wärme  nennea. 

Vou 

Prof.  Dr.  WlTTWEK 

in  Regenaborg. 


ÜBler  <l«DJ<^Qigon  pliysikalischcu  Discipliaeii,  dlo  sich  gegenwärtig 
ntilgtireUe  der  Anfiuerkauiukeit  der  FauhmHDner  erfreuen,  niiumt  die 
'Uht9  Vau  der  WSrwe  einen  der  ersten  Platze,  wenn  nicht  gerndezD  den 
Ich  ein,  and  dieselbe  iint  denn  ancli  einen  Lohen  Grad  der  Ausbildung 
riebt.  Trotüdem  glaube  ich,  dnas  die  Lösaiig  der  Frage,  mit  was  man 
kliei  der  Wilrmc  eigentlich  zu  tlmn  Labe,  noch  viel  zu  wünschen  übrig 
Kl,  nnO  doch  musä  gerade  die^e  Frage  an  Wichtigkeit  alle  andern  über- 
tSta,  denu  aui  Ende  ist  ea  immer  die  Theorie,  die  dem  Zusammenfassen 

I  Gesammtheit  der  Krscheiuungon  nothwendig  zu  Grunde  Hegen  mass, 

II  nllgv  mir  gestaltet  sciu ,  im  Nachstehenden  meine  Bedcukeu  über  die 
ig^DwSrlig    allgemein    berrscbende  Art  der  Beantwortung   vorstehender 

B  in  äussern  und  eine  Erklärungsweise  vorzuschlagen,  welche  sich 
isli  meinem  Ditfürbalten  besser  an  die  Natorerscheinnngeu  anychliesst. 
Iiin  weit  entfernt,  zu  glauben,  Uass  meine  Theorie  eine  ciidgiltige  sei, 
fielmebr  fest  Überzeugt,  dass  an  ihr  noch  Manches  zu  ändern  sein 
tttde ;  CS  eoll  mir  aber  genügen ,  wenn  es  mir  gelingt  zu  zeigen ,  dass  die 
■ffDwIrtig  herrschende  Ansicht  denn  doch  nicht  Über  alle  Zweifel  er- 
■■bcoivt,  und  wenn  ich  es  dabin  bringe,  die  Aufmerksamkeit  der  Physiker 
if  die  fraglichen  Funkle  zu  richten. 

FUr  die  Erklärung  der  WKrmeerscbetnungea  der  Gase  gilt  bekanntlich 
llfeinciii  die  Annahme  Krönig's,  dass  die  Luftarten  aus  elastischen 
[Atnnieii  bettleben,  die  ohne  alle  Fernewirkung  sich  so  lange  in  gerader 
^cbtiiDg  bowegon,  bis  nie  an  andere  oder  an  die  Wandungen  des  ein- 
WUiUfCDden  Gefäsaes  oder  an  andere  Kürpor  nnstossen ,  worauf  sie  re- 
ImUii  werden,  um  bei  einem  neuen  Zusamnienstosse  eine  abermals  ver- 
«  Richtung  and  OeachwiDdigkeit  zu  erlangen-  D\o 'Vftm'^wfl.V'aT  ift» 
t  kt  der  aiitUereo  hbeodlgßn  Kraft  der  Atome  yvci^ortioöfli,  "»^^  <«^« 
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Es  möge  mir  gestaltet  eein,  aus  meiner  Schrift  „Die  M oleenl argaMlM^^ 
otnige  Sätze  als  gegeben  anzuführen,  bezüglich  deren  Beweis  ich  «licb  anf  1 
die  genannte  Schrift  hernfe. 

mater 
Subatanzei),  denAetherunddieMas: 

2.  Gleichartiges    etösst    sich    ab 
zieht  siuh  An. 

3.  Sänimtlicbe  Wtrkangcu  nehmu 
drat  der  Encrornung  wächst. 

Ausser  diesen  drei  Fundamentalgesetzeu  citire  ich  aus  der  genaiinl 
Scliiift  (S.  35)  folgenden  Lehrsatz:  Ut  in  dem  Räume  irgend  ein  Theil  v 
Aether  entleert,  so  ist  die  Wirkung,  die  dadurch  auf  irgend  ein  Äetkai 
tbeilchen,  befinde  sieb  dieses  wo  es  wolle,  ausgeübt  wird,  genau  die  nii 
liehe,  als  sei  der  allgemeine  Raum  von  Aether  leer,  und  als  sei  nur  i 
wirklieb  leere  Stelle  von  einer  Substanz  erfüllt,  die  nnch  deniselbea  C 
aber  in  enlgegengesetstom  Sinne,  als  der  Aelher  wirkt, 

Ist  ein  gegebener  Raum  nur  zum  Tiieite  enlloort,  so  ist  die  ^ 
so,  als  sei  der  Raum  in  mehrere  kleinere  getheilt,  von  denen  die  einen  g 
erfüllt,  die  anderen  leer  sind. 

Da  die  nrsprüDgliebe  Wirkung  der  Aetbertbei leben  eins  im  niii|^»U 
ten  VerbSItnisse  zum  Quadrate  der  Entfernung  stehende  AbstoiBtiag  i 
so  wächst  für  einen  grösseren  leeren  kngelfürmigeD  Raum  die  Anziehung 
der  ersten  Potenz  des  Radius  direct  pro|)ortional. 

Ich  habe  diese  Wirkung  „Druck  des  äussern  Aether«"  genannt,  m6 
spielt  in  allen  Vorgängen  in  der  Molecnlarwelt  eine  Hauptrolle. 

Befindet  sich  ein  Massenatom  im  Räume  gleichseitig  mit  nngexShItsa 
Aethortheilchen,  so  übt  es  auf  diese  eine  Aneiebung  aus,  und  infolgv 
dieser  Anziehung  wird  sieb  eine  Anzahl  von  Aelhertheilchen  unmiUelbw 
an  das  Massenatom  antagein.  Sind  es  der  Aetbcitbcikhon  viele,  so  bUdftn 
sie  um  das  Atom  eine  mebr  oder  weniger  dicke  Uinde ,  utid  je  dicker  die 
ist,  je  grösser  also  die  Zahl  der  angelagerten  Aeiberlbeilcben  wird,  um  m>. 
melit  ist  man  zur  Annahme  berechtigt,  sie  seien  sammt  und  souders  im 
Mittelpunkte  des  Massentheilchens  vereinigt.  Sind  m  und  fi  dieQuaatitBtm 
träger  Substanz  von  Massen-  und  Actbertheilchen ,  ist  n  die  Zahl  der  ]eti- 
teren,  a  die  Änziebungsconstante  von  Aelher-  und  Massentheilchon,  b  dJs; 
Abetessungsconslanlo  der  ersteren  je  für  die  Einheit  der  EairernDng  i 


*  Uuler  der  Bezeichnung  „Massen tbeilclien"  ist  hi«r  das  fcneint,  wai  tau 
^ewöbiilich  „schwere  Theücben"  nennt.  Ich  habe  das  Wort  „stbwcr"  vermird«l| 
weil  man  damit  eine  gegenseitige  Anr.iebanfr  der  Körper  tn  bfzGkhnen  pflegt;  S^ 
MaMentlii^iti'lien  für  »iub  5tc6»en  si'b  nU-r  geeenscMii;  ab,  und  eine  Ansicbnq 
kommt  erst  bei  den  V<j-binilnn-;vn  cou  Massen-  ntiil  Aelbertheilvlicn  sum  Vorscfirlj^ 
(AloL  -  Ges.  tt4.) 


drr  Qnamitiit  <!er  tragen  Siibstanz,  so  wird  ilie  Anziehung  so  Iiinge  furt- 
■laaom .  bis 

in.  Sowie  a  dittscn  Werth  erreicht,  hört  jedu  weitere  Wirknng  auf,  da  die 
Abatounng  der  bereit»  gcbandßnnn  AelhRrlhoüchen  auf  ein  noch  freies  ge- 
rade «n  gtoia  ist  als  die  von  dem  Massenatom  au^goliende  Anziehung,  £b 
v&nlen  sich  dann  iiifolgi;  dos  äussern  Aetherdruckes  noch  fo  viele  Aether- 
lL«itclieo  «af  drr  ganxen  CombiuAlion  samnielo,  als  lelatere  infolge  ihres 
VolamimB  rerdrlingt,  und  hierauf  wäre  die  ganze  Verbindung  für  die  Übrige 
Welt  wi«  gar  nicht  vorhaudcD. 

Nach  Cauchy  ist  dii>  Geschwindigkeit  dos  Lichtas  in  don  Medien 
obo«  FarboDseistrpnnng  dar  QnadrntwurKGl  der  Hiclitigkeit  des  AotUers 
proportional.  Es  giebt  nun  wohl  keinnn  Grund  zur  Annahme,  für  die  Medien 
mit  Färbend Lspersion  gelte  die  entgcgcagcset2ti>  Norm,  wie  für  die  Medien 
ofcn«  die  lelslere,  und  da  dJn  ErfAhrnng  xeigt,  dass  da,  wo  eine  grüssore 
QiiuililSt  von  MasaonsubfitAnz  in  engen  Rünntcn  vereinigt  ist  (in  den  tropf- 
b«rflfi<*ig«D  und  in  den  festen  Körpern),  die  Lichtgeschwindigkeit  geringer 
ict  aIs  im  «llgeuioinen  Unume,  so  orgicbt  sich,  dass  dcrAether  in  der 
anmittelbaren  Nahe  der  U  asitentUeilchon  weniger  dicht  ist 
Im  Terno  davon.  Ich  w^ss  wohl,  d«Ms  dieser  iSatz  den  Lehren  sjlmmt- 
'lijrsikbiicher  widorspricUt,  burufo  mich  aber  darauf,  dass  das  Licht 
ch  den  Aelber  nicht  hindurchgeht,  wie  die  Kngnl  durch  ein  Brett,  son- 
■a  da»  der  Aether  der  Trügor  des  Lichlos  ist. 

Die  Aetbertbeilchen  sind  kleine  Kürper,  die  je  von  einander  getrennt 

b  Ubor  den  Raum  verbreiten.     Sie  wirken  abstossend  auf  einander  und 

I  einem  einzelnen  derselben    ausgeübte   Thätigkeit  ist  nach  allen 

Kiehlongen  die  gleiche.     Wäre  dieses  nicht  der  Fall,  so  mtlsste  eine  An- 

•fdnnng  ilereelbcn  im  Knume  zum  Vorschein  kommen,  die  sich  jedenfalls 

Ol  räier  W«isa  aeigtui  würde,  din  der  bei  den  dnppettbrechenden  Krystallon 

b»abac]it«tea  analog  würe.     Man  kann  darnm  die  Gestalt  der  AelhertUeil- 

dua  aU  di«  der  Kugel  setzen,  da  deren  Fcrucwirkung  die  nämliche  ist. 

Dia  Anordnung  dieser  Kugeln  im  Unume  ist  eiuo  derartige,  dass  sämmt- 

li«h«  mf  eine  derselben  von  allen  Übrigen  ausgeübten  Wirkungen  in  der 

HahfUgB  »ich  aufheben,  und  dass  die  absolute  gurame  aller  dieser  Wir- 

kongsn,  verglichen  mit  der  einer  andern  Verthciluug  entsprechenden,  einen 

LltinntRD   Werth    hat.      Dieses  Minimum  wird  dann  eintreten,    wenn    alle 

Diatmian  zwi.Mben  jo  swei  einander  benachbarten  Acthortheilchen  unter 

■itb  ganz  oder  müglichst  nahe  gleich  sind.    Je  ungleicher  die  Entfernungen 

•iml,  an  «n  gröaser  ist  bei  gleicher  Dichtigkeit  die  absolute  Summe  der 

I  HfuD  Aetberthcilchen  ausgeübten  Ahstossungen,  oder  um  so  grösser  ist 

^1     b«i|lcicbBr  Abstossuog  das  von  einer  gegebenen  Anzahl  beanspruchte  Vo- 

^H  UatB.     Welche  Aaorilaang  diese  der  kleinsten  Abstosaang  Bft\,  i»*  wV 
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meiaes  Wissens  zur  Zeit  unbeknnnt.  Nahe  nc  dem  Minimum,  abue  m 
jedoch  ganz  zu  errciciien,  isl  dipjenigc  Stellung,  in  welclier  nrn  ein  gegeb^ 
lies  Äetberth  eil  dien  liernm  die  Nacbbara  in  der  Weise  gruppirt  sind; 
man  dieses  bei  den  Ecken  derjenigen  Cnnibinalinii  lou  Warfei  uudOcUeder 
findet,  bei  welcher  alle  Kanten  gloicb  lang  siud,  oder  was  dasselbe  ist,  dl» 
Anorduaug  gleicb  grosser  Kugeln  zu  drei-  oder  vierseitigen  l'yramidea. 
Bei  dieser  Gruppiruug  isl  die  ZabI  der  unmittelbaren  Nachbarn  eines  Aelber- 
tbeilchens  zwölf.  Ist  bei  irgend  einerandernAnordnnngdieabsolaleSc 
der  AbstoBBungeu  oder  die  Verschiedenheit  der  Entfernungen  grösser  als  b« 
der  erwähnten,  so  i^t  sie  jedenfalls  auch  grösser  als  bei  der  Minimalstellani 

Wenn  in  Gleicbnog  1)  n  einen  grossen  Werth  bat,  so  bildet  sieh,  wi 
bereits  oben  erwähnt,  eine  mehr  oder  weniger  dicke  Kinde  von  anf  einai 
der  gelagerten  Aetberkugcln  um  ein  Massentheilchen,  das  ich  zuuXcbst  d. 
kugelförmig  voraussetzen  will,  und  von  eiuer  Veidünnuog  des  Aetbers  kan 
hier  keine  Hede  sein. 

Es  sei  nun  augenotnmen,  in  Gleichung  l)  habe  n  den  Werth  3.  In  dö 
aem  Falle  werden  zunächst  drei  Aolhertbeilchen  sich  anmittelbar  auf  di 
Massenkugel  nioderlnsson,  und  da  sie  sich  wegen  ihrer  gegenseil  ig«!]  AI 
stussuDg  möglichst  weit  von  einander  ontfernea,  nehmen  sie  in  der  fiahi 
läge  die  Ecke  eines  gleichseitigen  Dreieckes  ein,  dessen  Ebene  durch  dl 
Mittelpunkt  der  Massenkugel  geht.  Fragt  man,  ob  letztere  im  Stande  m 
aocb  ein  viertes  Aelhertheilcben  nufznnebmen,  so  ergiebt  sich  für  ein  tfA 
ches,  welches  sich  in  der  Geraden  befindet,  die  man  durch  den  Mittelpunkt 
der  Massenkugel  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Aetherdreieckes  errichtet: 

^'  '^  Ä»         (Ä'  +  r')%' 

wenn  W  diese  Wirkung  (Anziehung  positiv),  R  die  Entfernung  des  Mittel- 
punktes der  Unssenkugel  von  dem  des  freien  Aethertheilchens  und  r  dk 
Entfernung  des  Massenkugelmittelpnnktes  vun  dem  eines  der  auf  der  Kugel 
bufindlichen  ActbertbeilcUens ,  also  die  Stinime  der  beiden  Halbmeeaet  bfr] 
deutet.     Unter  tierllcksicbtigung  von  I)  wird  2); 

1  \  3V 

/        r'\V'  1     fi'    " 

So  lange  r'  gegen  fi'  vei nachlässig!  weiden  kann,  so  lange  ist    H-'  =  0. 

wenn   aber  ^  einen   zu  berücksichtigenden  Wortb  hat,  so  ist  ff  >0, 

deutet  also  eine  Anziebuog,  nnd  es  wird  daher  noch  ein  viertes  AelhertheS« 
eben  ittcorporirt.     Sobald   dieses  vierte  Aelhertheilcben   einverleibt  wir 
rQcken  wegen  der  gegenseitigen  Abstossung  die  ersten  drei  aus  ihrer  bi 
berigen  Siellang,  nnd  es  (ritt  nieder GloicligcwichtKlage  ein,  wenn  die  Ml 
teljinnkte  der  vier  Aetberkugeln   die   Ecke   eines  Tetraederchens  bildaqj 
dessen  iVirieJpankt  mit  dem  der  Ma4BenkttgQ\  nvsiunaftwl'SÄV. " 


1)  ir=li- 
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I  Dia  Frag«,  ab  noch  eiu  fUnfles  Aotbertfieikben  aufgeDammen  werden 

köoite,  mUM  verneint  werilen,  denn  in  tlerjenlgen  ätetluDg  den  aufznnobmen- 
dfo  Aethertbeilchens,  in  der  dieses  nucb  ais  ehestea  tnüglicb  wSre,  in  der 
letiteres  in  einer  Geraden  ist,  die  normal  auf  einer  Tctraederfläcbo  steht 
nsd  dnrcli  den  Mittel)iunkt  der  Massenkugel  gebt,  ist  die  Wirkung : 

I)  fr^b^'{-tt-'  +  V  fl-  M  -  ',v  «-« /^  + . . . ). 

»o  duH  itUo  eine  Abstoganug  stattfindet,  so  lange  der  Wertb  von  —  nicht 

^^bedeutcnd  unter  2  sinkt,  was  ala  bockst  unwahrscheinlich  hier  nicht  weiter 
^■Witvrvucbt  werden  soll. 

^^m       Die  ganze  ao  entstandene  Verbindung  eines  Massentheilcbens  mit  vier 
^■^«Iherkugeln  wirkt  nun  auf  den   umgebenden  Aether  ein.     Nehmen    wir 
xa«ret  Bolohen  Aetber,  der  in  verbältniasniässig  grosser,  wenn  auch  immer- 
hin noch  namessbar  kleiner  ICutferuuag  sich  befindet,  so  wird  dieiier  von 
dem  Uasseniheikbcn  angeEogeu,  von  den  Aetberkugeln  dagegen  abgeEtod 
scn,  und  da  die  Absiossung  dreier  der  letzteren  ebcuw  gross  ist  als  die  Au- 
siehung  des  Masscntbeilchens,  so  Iritt  Tür  diese  Compeneation  eiu  nnd  es 
bleibt    nnr  noch  die  Wirkung  des  vierten  Aethertbeilchens  ilbrig.     Dii'se 
Wirkung  ist  eine  Abstossuug  und  um  dieser  willun  würde  der  umgebende 
Aetber  sich  entfernen.     Die  Verbindung  niuiuit  jedoch  einen  Raum  ein  und 
«B  ihrer  Stelle  wäre  bei  ihrer  Abwesenheit  ein  Aetbertheilcben,  das  gerade 
»a  iD  die  Ferne  wirken  würde  wie  sie,  und  das  ganze  Ergebniss  wäre,  dass 
im  allgemeinen  Hanmc  unter  dem  übrigen  Aether  statt  eines  Aetherlheil- 
elmna  eine  gleicbwirkende  Verbindung  von  Massen-  und  Aetbertheilcben 
wire.     Man  hätte  also  Kube.     Gehen  wir  auf  geringere  Entfernungen  von 
■oseier  Verbindung  über,  so  ist  es  nicht  gleichgiltig,  ob  man  die  vier  Aethor- 
Üieilchen  je  zu  drei  Viertbeilen  compensirt  au  den  Ecken  eines  Tetraeders 
faabi!,  uder  ein  einsiges  Aetbertheilcben  in  dessen  Mittelpunkte.     Es  ist 
gerade  so,  als  sei  au  Jedem  l^cke  ein  Vieriheil  eines  Theilcbens  Ihätig,  und 
dietar  Umatand  mnss  von  Einfluss  auf  die  Gruppiruug  des  benachbarten. 
Acthers  sein.    Da  das  Maasentheilcben  nur  drei  Aetheitboilcheu  neutrali- 
•irt,  blribt  eine  Abstussung  übrig,  und  wäre  diese  allein  thUtig,  eo  würde 
ilci  umgebende  Aether  sich  bis  in  unendliche  Entfernung  wegbogobeu,   Da- 
liarch  würde  um  die  Verbindung  herum  eiu  ätborleerer  Kaum  entstehen, 
ii        unil  nach  dem  üben  angeführten  Lehrsatze  vom  Aetbcrdrneke  mnss  dieser 
^H    latitere  mit  der  VergröasciUDg  des  illherleereu  Kaumcs  wachsen,  während 
^H  iu  ita  der  Verbindung  ausgebende  Abstossung    immer  kleiner  wird,  je 
^V  Bclir  die  Entfernung  zuniraiot.     Es  musa  darum  endlich  einmal  eine  Ent- 
I  ffinnog  kommen,  in  der  beide  Wirkungen  sich  aufbeben.    Man  kann  sich 

<u>>  die  Verbindung  herum  .Flächen  gleicher  Absiossung  gezogen  denken. 
l^i«H  Flüchen  werden  aoicbo  von  doppelter  Krümmung  sein,  und  eine  solche, 
^ie  siaer  kleineren  Abstossung'  enlsjiricht,  wird  eino  F\&c\iQ  g\ti&&QT%t  k\i- 
«oMug  eiabaltea.  Die  Ocitah  der  /''(äciiea  fiuderl  stclimdet  NI«\a«J>Ä.aa* 
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sie  voD  der  ausgesprocliGnen  letT«edri6cbeti  in  grüsserer  Entrerniing  oacl 
und  n«ch  In  die  Kugelform  übergebt. 

Detiken  wir  uns  für  eisen  Augenblick,  ein  Aetbertheilcben  sei  »a  d« 
Stelle,  wo  die  FlSchi;  dem  Telraedermittelpunklc  mägltchst  nahe  ist, 
<3H  fiei  dort  in  RiiLe,  «eil  die  AbGlossung  voa  innen  gerade  so  gross  ist  ali 
der  von  aussen  in  diametral  eiitgegengeselBier  Rii-Iitnng  wirkende  Aetke» 
druck!  Litsst  man  nun  das  Aclbcitlieilcbun  über  die  Flacbe  gleicher  Ab< 
^tossnng  hingleiten,  so  ht  es  sllontbalben  weiter  von  dem  Mittolpuakte  enl 
fernt;  diese  grössere  Entfernung  entspricht  aber  einem  bodenteuderM 
Drucke,  während  die  Abstossung  die  gleiche  geblieben  ist,  Qud  das  Aetbs» 
tUeilcben  gebt  also  an  seine  alte  Stelle  zurück.  Dasselbe  tritt  ein 
das  Aolherlbeilchen  in  normaler  Richtung  von  der  Flüche  entfernt  wir 
Infolge  dieses  Umstandes  wird  das  Aelhertheilcben  in  einer  beBtimmtn 
Entfernung  von  dem  Tctraederroittelijunkte  in  der  über  einer  Flüche  desse 
ben  errichteten  Nurmalen,  die  durch  den  Mittelpunkt  gehl,  seine  Rohelaf 
finden.  Rings  um  Ana  Tetraeder  kommen  vier  solche  Slelleu  vor,  und  « 
bildet  eich  daher  um  das  erste  ein  einhiillendes  zweites,  und  beide  sind  a 
gestellt,  (lasG  dem  Ecke  des  einen  der  Mittelpunkt  der  FUche  des  anden 
gegenübersteht.  Um  die  erale  Hlillo  bildet  sich  eine  zweite  u.  s. 
mit  zunehmender  Entfernung  vermindert  stcli  der  Einflnas  des  Innern  To« 
traeders  mehr  und  mehr,  nnd  endlich  tritt  die  nurmale  Gruppirang  dM 
Aethers  im  allgemeinen  Ranme  ein. 

Es  wurde  oben  darauf  hingewiesen,  dass  die  AethcrrertheilaDg  im  ■ 
gemeinen  Eaume  eine  derartige  sein  müsse,  daas  die  Entfernnngen  swiacha 
je  zwei  benachbarten  Theilchen  eine  möglichst  gleiche  sei.  Geht,  wie  diei 
bei  dem  vorstehenden  Beispiele  der  Fall  ist,  die  ursprünglich  tetrfte drisch« 
Atiurdnung  altmülig  in  die  normale  über,  so  ist  es  gar  nicht  anders  tniif 
lieh,  als  das8  die  Entfernungen  unter  einander  grössere  Verschiedenheitatt 
bieten,  als  dieses  bei  einer  darchaus  normalen  Anordnung  der  Fall  ist,  d 
es  folgt  darans,  dass  eine  gegebene  Anzahl  von  Aethertbeilchen  bei  gl« 
chem  Drucke  ein  grösseres  Volumen  einnehmen  ndcr  bei  gleichem  Volnment 
einen  grösseren  Druck  ausüben,  also  sich  von  einander  entfernen  mDsse* 
Kh  ist  die  Verpackung  nicht  mehr  so  rationell  als  bei  der  normalen  Anord 
nnng,  und  daraus  folgt,  dnss  in  dem  gleichen  Räume  nicht  mehr  so  viel 
Theilchen  Plnt^  haben  als  früher.  Es  ergiebt  sich  ans  dem  Vorstehende! 
dass  der  ein  Massenalom  zunächst  umgebende  Aelher  weniger  dicht  tat  a1 
der  Aelher  des  allgemeinen  Raumes,  denn  die  mit  dam  Massen tbeilch« 
unmittelbar  verbmtdenen  Theilchen  machen,  was  DichtigkoitsvcrbiltnisM 
nnbelangl,  einen  integrironden  Bcslandthcil  der  Verbindung  ans,  bewegen 
sich  mit  derselben  u.  s.  w.  Die  Ursache  der  geringeren  Dichtigkeit  ist  t 
dem  eingeschlossenen  Tetraeder  zu  suchen,  und  darum  muss  auch  die  Dieb-- 
tigkeit  mit  waohsendar  Entfernung  von  demselben  suaehmen.  Es  beaa« 
sprucht  BO  dM  Tclraoder  mit  seiner  llüUc  «laftQ  gtöaadtea Umm  ».X»  «in« 


fWeli»  Aenlil  von  AolherUieilchen  iw  allgeiooinen  Räume,  liier  ist  also 

CID  Jllinrerduiiiiter  Raum,  uud  Dich  dem  LelirsaUe  von  dorn  Aethoi«) rucke 

tuxtt  Äetber   von  ilem  allgenieiiieu  Raumo  gogen  die  ganze  Gruppe  hio- 

dringcn,   es   iniiss  dalier  so^ar  euJIicIi  einmal  ciue  EDlFeinang  vou  dem 

TettAedrt  gtrlicn,  io  der  iler  Äellier  nogai-  etwaa  dichter  ist,  als  im  sllgemei- 

DCD  Rauiue,  lind  von  lüeser  StxWa  nn  uiiiimt  die  Diulitigkeil  wieder  ab,  bia 

dt«  gaoie  Anordnung  dw  Aclliorllieilchep    der    des  allgemeiucu  Raumes 

gleich  aud  die  ganao  Combination,  die  icli  nach  Rodtciibac  ber's  Vor- 

gUDg  rio»  Dynamide  nenne,  sbgescblosaea  ist.    Streng  genommen  würde 

dtMor  AbscbluB«  sllerdiuga  erst  in  nneudlicber  Entfernung  staltduden,  aber 

bei  dem  nnbetrücli (lieben  Werthe  von  —  und  ü,  auf  welche  Grossen  hier 

Allva  ankoiniut,  küunen  wir  auuehoK'u,  dass  der  Abachluss  der  ganzen  Üy- 
oainide  itcbuii  in  ituineGiUar  klt^iner  Entfernung  erfulgo. 

Nach  Abzug  dea  xur  Neutcalisirung  des  ftlaaBentbeilchens  uöthigen  und 
ladur<:li  selbst  neatialieirten ,  also  nicht  weiter  zu  berücksichtigenden 
tttlicr«  ist  in  der  ganzen  Dj'aamide  genau  obonsoviol  des  letzteren  cnthal- 
in  dum  gleichen  Volumen  des  allgemeinen  Raumes,  aber  rücksicht- 
1  der  Anordunng  der  Aetbertheilcben  bietet  die  Djuamide  gegen  diesen 
iaen  Unterschied. 

Zur  Vermeidung  von  Umschreibungen  uud  Wiederbolungen  habe  ich 
■seliit«hende  BeKeicbunngeu  gewShlt:  Gebundener  Aether  (diejenigen 
A«tkfiTthrilcbou ,  welche  mit  dem  Massenalonie  in  unmittelbarer  Ueiührung 
und),  SüttigQiigsitther  (derjenige  Thoil  des  gebundenen  Aethers,  welcher 
aachtileiuhnng  J]  von  dum  MaKsentbeilcben  neutraliiiirt  wird),  überzähliger 
Abtlier  (derjenige  Tbeil  dus  gebundenen  Aethers,  der  nach  Gleichung  3] 
■«(lezogcn  wird).  Kern  der  Uynauiide  (Mnasonatom  uud  gebundener  Aelher 
tiuaintuo»),  Ulilleiiütbiir  (diejenigen  Aetlierthcikbeu  der  Hülle,  deren  Grup- 
fitmn;;  Tun  der  normalen,  im  allgcmciuen  Haurao  statlliiidenden  abweicht), 
IreicT  Aetliei  (der  Aether  des  allgemeinen  Raumes). 

Dio  gaoEc  Hülle  enlhült  also  soviel  Aetber,  ah  sich  naeh  Abzug  dos 
feUifaidigen  Xßthors  io  einem  gleichen  Volumen  des  allgemeinen  Raumes 
befindet,  uud  da  der  gebundene  Aetber  sich  nicht  selbslständig  bewegen 
kian,  iclgen  die  auf  Aetlierbcwegnng  beruhenden  Erscheinungen  etetK 
riae  Aeihervordilunung  als  Itesultat  der  Einwirkung  der  Massentheilchen 
ao.  Ucnkt  mau  sieh  von  aussen  gegen  den  Kern  zn  rings  um  diesen  niobr 
und  nii>bT  Aothnr  weggenommen,  ao  wird  die  durchscbnittlicho  Uichtigkeit 
■l«  Rmtea  immer  Icleiner,  denn  bis  ku  dem  a[a:(imum  der  Uichtigkeit 
h«»ia  liDd  die  weggenommenen  Scbichtei.  dichter  als  die  durciiscbnittliche 
ÜitWekeit  d«[  Übrigen  Hülle,  und  von  dem  Maximum  an  ist  jede  äusaere 
StliitUt  (Tioder  dichter  als  jede  von  ihr  eingeschlossene. 

K»  wurde  bisher  »ogvuommea ,  dass  das  MassGnt\ie\\c\te&  iaitV  &«\ 
*^ftth»!tlehen  geaita  aeatnlisin  sei.     Durch  N iohlertüWMn^  iVvcBCt  ^«- 


diiigiiDi;  wird  an  der  ganzen  Reilienrolge  vou  Wirkuogen  keine  wr»eBtIiclMi 
Aenderuug  liervorgebrscLt.  Lifsst  man  nftmlicii  m  nach  and  uttcb  grösser 
werden,  eo  wird  endlich  einmai  ein  Wertli  desselben  zum  Vorschein  koiH- 
incn,  bei  dem  fttnT  Aetheraloine  statt  vier  aargenoDimen  werden.  Wäcfalt 
m  nocU  weiter,  ao  künnica  aeclis  At'therlheilcben  n.  s.  f,  bis  etwa  zwS]£ 
Stets  wird  ein  Uebergang  von  der  eiuen  Aetheranoidnung  sar  andern,  d.  1. 
von  der  dnrch  die  Zahl  der  gebundenen  Aethcrlbeilchen  ungegebenen  Mr 
üDrinalen  statifinden,  und  infolge  dessen  auch  eine  Aenderuog  der  Dichti^ 
keit,  welche  Aenderung  aber  nm  so  geringer  auBfalien  muas,  je  bedeatea- 
der  die  Zabl  der  gebundenen  Aethertbeilchen  i»t.  Würde  m  sbnebniea, 
(itatt,  wie  eben  augenumnie»,  zu  wacbseu,  so  würde  eben  die  Zabl  der  ge- 
buDilencn  Aclher[heilctien  kleiner,  aber  die  Aenderung  der  Dichtigkeit  dei 
Aethers  der  Dvnamidcnbulle  von  innen  nach  aussen  würde  nicht  ausbleibeo. 

Sind  die  Uynamiden  volUlIindig  und  mit  mehr  oder  weniger  Treien 
Äetbei'  unlermischt,  ao  entsteht  ein  Gas;  «ind  dagegen  von  den  Udlleti  mebr 
oder  weniger  Schichten  abgestreift,  so  haben  wir  eine  Uolecalar Wirkung  dof 
UynHmidcn  aufeinander  zn  erwarten,  nnd  es  entsteht  ein  tropfbarflSssigW 
oder  ein  fester  Körper.  Es  möge  mir  gestattet  sein,  bezüglich  dieser  Wir- 
kungen anf  meine  Schrift:  „Die  Molecnlargeaetie"  zn  verweisen.  Ich  will 
hier  nur  in  Kürze  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die  Verbindung  Toa 
Massentheilcben  nnd  Aethertbeilchen  des  unvermcidticbeu  iibertlhüges 
Aethers  wegen  gegen  jede  andere  ähnliche  Verbindung,  sowie  gegen  jedes 
Aethertbeilchen  abstossend  wirkt,  diese  AbttloasuDgen  aber  inmitten  dM 
allgemeinen  Aetbers,  dessen  Theilchen  sich  ebenfalls  absloaseo,  vorkam- 
men.  Anziehungen  zwischen  Verbindung  und  Verbindung  oder  swiscfa«n 
Verbindung  und  Aethertbeilchen  sind  in  derselben  Weise  möglich,  wie  die 
axiale  Stellung  diamagnetischer  Subslaozen ,  wenn  sie  umgeben  von  i 
stärker  diamagnetiachen  Medium  zwischen  den  Polen  eines  Elektrom^ow 
tos  aich  holinden. 

Betragt  die  Zahl  der  gebundenen  Aeihertheilchcu  drei,  so  entstebt  out 
Körper  des  hexagoualen  Kristallsystems;  steigt  die  Zahl  auf  vier,  t 
kommt  man  einen  Kristall  des  tesseralen  Systems,  und  zwar  ein  Telraedsr 

hei  einigermassen  kleinem  Wertbe  von  —  (unter  etwa  0,2);  wenn  der  BrncI 

grösser  wird,   entsteht  ein  Octaeder.     Bei  fünf  Aetbertbeilcheti  bekona 
mau  einen  amorphen  Körper,  bei  sechs  einen  tesseralen  Krystall  n.  a.  w. 

Körper,  die  aich  abslossen,  verhalten  sich  wie  Körper,  die  von  einei 
absolut  ulaslisclien  Polster  umgeben  sind.  Das  Polster  des  einen  Körpal 
reicht  bis  zu  dem  des  andern,  und  ist  deren  eine  grosse  Anzahl  in  einei 
gegebenen  Räume  vorbanden  und  noch  dazu  beweglich,  so  sucht  jeder  di 
AbBtOBsang  der  Übrigen  möglicbst  auszuweichen,  jeder  einzelne  sucht  dfl 
voa  deti  übrigeo  /cergolatisenen  PUlz  6inauuft\vm«\i,  iiaä  4\«ilf  tA^«  ävKuuU 
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dASi  iler  gogebene  Raum  allenlbalbei]  besetzt  ist.  Jeder  einzelne  Krirper 
bat  •«inea  aDgcwi««eDeo  PUtz,  und  nimmt  man  noch  ferner  an,  daas  er  mit 
«inr-in  jibaolut  i^Uslisclieo  Polster  umgeben  ist,  so  ist  der  ganze  Raum  ge- 
«tMcrmaitsen  voll.  Bewegt  sich  in  diesem  Kanine  ein  Theilchen,  so  kann 
M  aicbt  weit  kommen,  ohne  anzaslossen;  deun  streng  genommen  drückt, 
■itbkli]  es  iinf^Dgl,  RJch  zu  bewegen,  aein  Polster  auf  diejenigen  der  Nacli- 
tiarttieikbcn,  es  wird  von  denselben  auTgefangen  und  re.Sectirt.  Progrcasli-c 
Betregnngen,  wie  «ie  die  Krönig'sche  Theorie  voraussetzt,  können  bier 
niclit  vorkommen,  und  die  Bewegungen  müssen  sieb  daher  auf  Oscillationen 
XBräckfBbrea  Jansen,  denn  auch  die  Drehungen  und  Wälzungen ,  wie  sie 
ClmosiDB  annimmt,  müssen  «ich  dem  Vorstehenden  zufolge  im  höchsten 
F«Ue  bei  den  Ma:isentheilcbcD  auf  geringe  Schwankungen  rcdaciren,  näh- 
tend  sie  bei  den  Aetherlheilchen  gar  nicht  vorkommen  können,  oder  wenn 
•ie  vorkXrnen,  sieb  Hteta  auf  dasselbe  Aelhertbeilchen  beschränken  wurden, 
da  all»  aiöglicfakeit  der  Mittbeilung  fehlt,  so  dass  wir  sie  als  ohne  Elnfluss 
DBEb  anssea  gar  nicht  in  Betracht  zu  ziehen  haben.  Uh  mnss  jedoch,  um 
UiBsversLändnissen  vorzubeugen,  bemerken,  dass  wohl  infolge  irgeud.  einer 
Siuseren  Veranlassung  Strömungen  vorkommen  können  ,  welche  auf  einem 
Hileinandergehen  einer  grösseren  Anzahl  von  Theilchen  beruhen,  wie  x.  B. 
brj  dem  Winde,  dass  aber  eiu  einzelnes  Tbeilchen  ohne  eine  ganz  ausser- 
gewübttlicbe  Ursache  bald  aufgefangen  werden  miisKe,  ohne  aus  der  näcb- 
■teil  Nachbarschaft  hinauszukommen,  Solcbe  aussergewöhnlicbe  Ursachen 
•lad  wenigslens  bei  Körpern,  die  sich  im  thermischen  Gleichgewichte  be- 
fiadi>n ,  nicht  anzunehmen ,  und  auch  die  Massentbeilchen  müssen  von 
Aelbertheilchen  aufgefangen  werden  können,  da  «ie  von  denselben  (Son- 
Hniilrahlea)  auch  in  Bewegung  gnsotzt  werden. 

fjtusseu  zwei  absolut  elastischn  Körper  auf  einander,  so  wird  die  Be- 
«egnog  des  gemcinschafllichen  Schwerpunktes  dadurch  in  keiner  Weise 
gciodort,  und  dasselbe  Verhalten  beobachtet  mau  auch  bei  Körpern,  die 
ätb  abstossen  ,  nach  welchem  Gesetze  dies  auch  geschehen  möge. 

Wenn  iwei  Körper  sich  blos  unter  dem  Einflüsse  einer  zwischen  ihnen 
ibiligfu  abstnssenden  oder  an/.iehcnden  Kraft  befinden,  so  werden  die  Ge- 
whBindigkcilen ,  die  sie  in  einem  gegebeneu  Augenblicke  besitzen ,  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  der  Quautitätcn  ihrer  trügen  Substanz  sein.  Wftre 
nan  »Iwa  in  einem  Gase  nur  ein  Masscntheilchen  und  ein  ihm  benachbartes 
A«tb«rlbeitcheD  beweglich,  so  wurden  beide  abwechselnd  sich  einander 
alhera  oder  »ich  von  einander  entfernen,  die  Bowegungsgrössen  beider 
■lt«B  gleich,  und  auf  der  je  sieb  abgewendeten  Seite  angelangt,  würden 
■i*  TOD  dort  bo&udlicbun  (als  fest  angenommeucu)  Theilchen  reäeclirt.  Sind 
^r  di«te  Theilcben  auch  hewiglich,  so  müssen  sie  ebenfalls  mitschwingen, 
>Bd  in  einer  grUsaereu  Quantität  schwingender  sieb  abstossendon  Körper 
*>id  der  Olelchgowicbtsnustaod  eingetreten  sein,  wenn  d\a  Bew^^nvi,^«- 
yiW  tj/r,  gleich  hf.     {,1  'Ih-irm   Fj/Ip  oscillirt  jeili-r  tttn  seÄTie  ti\fc\«.\i- 
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gewichtslage ,  und  die  SchwiDgungsampIitade  ist  der  Quantität  der  trägen 
Substanz  umgekehrt  proportional.  Hätte  ein  Theilcben  in  dem  Augen- 
blicke, in  dem  es  die  Gleichgewichtslage  passirt,  eine  grössere  Geschwin- 
digkeit, als  die  normale,  so  würde  es  sich  auch  über  die  normale  Amplitude 
hinaus  entfernen,  würde  dann  auf  die  gegenüberstehenden  Theilcben  einen 
stärkeren  Stoss  ausüben,  sie  also  zu  stärkerer  Oscillation  veranlassen  und 
daher  selbst  verlieren.  Im  entgegengesetzten  Falle  wird  ein  Gewinn  von 
Geschwindigkeit  die  Folge  sein.  Schwingen  also  nach  Eintritt  des  thermi- 
schen Gleichgewichtes  alle  Theilcben  um  ihre  Ruhelage,  so  werden  auch 
die  Bewegnngsgrössen  gleich  sein. 

Ich  halte  dafür,  dass  der  vorstehende  Satz  durch  Vernnnftschlüsse  klar 
gemacht  werden  kann,  dass  es  aber  zur  Zeit  sehr  schwierig  sein  durfte,  ihn 
durch  mathematische  Formeln  zu  beweisen,  denn  die  Integralrechnung  ist 
nicht  ausreichend,  wenn  es  sich  nicht  um  StÖsse  handelt,  die  aus  allen  Rich- 
tungen kommen,  welche  Bedingung  hier  nicht  erfüllt  ist,  und  da  die  Grup- 
pirnng  der  einzelnen  Theilcben  wenigstens  in  der  Nähe  der  Massentheil- 
eben  von  Körper  zu  Körper  verschieden  ist,  lässt  sich  auch  nicht  wohl  eine 
auf  eine  räumliche  Anordnung  discrcter  Theilcben  gestützte  allgemeine 
Formel  aufstellen. 

Im  Falle  des  thermischen  Gleichgewichtes  wird  ein  schwingendes 
ITieilchen  von  den  benachbarten  reÜectirt  "wie  von  einer  festen  Wand ,  und 
es  sei  zunächst  angenommen,  wir  haben  einen  solchen  Körper,  der  sich 
zwischen  zwei  ihn  abstossendon  Wänden  oder,  wenn  man  will,  festen  Punk- 
ten hin  und  her  bewegt.    Die  Abstossung  sei  ausgedrückt  durch 


»)        /«=-(^+f,+>-). 


wenn  6,  y,  Ö  ,,.  positive  oder  negative ,  w ,  /?,  ^  . . .  positive  Constante  vor- 
stellen. Je  nachdem  wir  mit  einer  Abstossung  oder  Anziehung  zu  thun 
haben ,  ist  6,  )r,  4 . . .  positiv  oder  negativ.  Bedeutet  x  die  Entfernung  des 
schwingenden  Theilchens  von  der  Gleichgewichtslage,  r  die  Entfernung 
der  letzteren  von  einer  der  beiden  Wände,  so  wird 

^^     1?^'^^  \(r- j?)« ""  {r+x)")  "  ^  \(i^x)P ""  (r+x)p)  '^"" 

Ist  F  die  Geschwindigkeit,  wenn  a:  =  0,  v  die  jeweilige  Geschwindig- 
keit, und  setzt  man 

2bn    .    2yp    ,  2bn  /    ,        vp       ,        \ 

bn(n  +  l){n+2)/  yp  (/>+!)  (p  +  2)     _^      \^ 

^  2.3r"+>         \  ■^i«(n  +  l)(n+2)rP— ■^•"7      ^' 

80  ergiebt  dio  Integration  von  6) 

and  V 
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10)  (F«  -  »«)  (l  -^a:*)  =  (px\ 

wobei  die  höheren  Potenzen  von  x  als  sehr  kleine  Grössen  repräsentirend 
weggelassen  sind.  Wächst  jr,  so  wird  v  kleiner,  und  x  erreicht  einen  gröss- 
ten  Werth  s^^  wenn  »=0  ist.   Dieser  Maximalwerth  ist 

j^  +  V 
Setzt  man  in  10)  für  v  den  ursprünglichen  Werth  —  ein,  so  ergiebt  sich 

dx  t/   1—  -ir* 


12)  rf/=     '^         "P 


und  durch  Integration  von  x=^0  bis  ^=0:0  findet  man 
oder,  wenn  man  für  Xq^  q>  und  1^  die  Werthe  einsetzt: 

(;i-hl)(^^  +  2)^,^„_,/  yp(p+l)(/)  +  2)  5yp    \1 

32671  \   "'"6«(«+l)(w  +  2)rP-»      26/irP-vJ* 

Es  bedeutet  hier  i  die  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um  aus  der 
Gleichgewichtslage  bis  Xq  zu  kommen,  und  die  ganze  Schwingnng  ist  das 
Vierfache  dieser  Zeit.  ' 

Ans  Gleichung  11)  ergiebt  sich,  da  g>  und  ^  positiv,  dass  der  Werth 
von  Xqj  also  die  Sehwingungsamplitude ,  mit  der  Geschwindigkeit  wächst, 
mit  welcher  der  Körper  die  Gleichgewichtslage  passirt  Die  Scbwin- 
gungszeit  ist  constant,  so  lange  man  in  14)  das  zweite  Glied  nnberttck- 
sichtigt  lassen  kann;  ist  dieses  aber  nicht  mehr  gestattet,  so  ergiebt  sich, 
dass  die  Schwingnngszeit  bei  zunehmender  Geschwindigkeit  des  Körpers 
kleiner  wird ,  und  bei  fortdauernder  Abnahme  der  Schwingungszeit  muss 
es  endlich  einmal  dahin' kommen ,  dass  die  von  diesen  Schwingungen  ein- 
geleiteten Aetheroscillationen  sichtbar  werden,  und  der  Körper  glüht. 
Das  Glühen  beginnt  mit  derjenigen  Farbe,  deren  Schwingungszeit  die  be- 
deutendste ist,  mit  der  rothen. 

Der  schwingende  Körper  übt  seinerseits  auch  einen  Druck  auf  die 
Wände  ans.  Bezeichnet  man  diesen  auf  eine  Wand  ausgeübten  Druck  mit 
fP,  80  hat  man 

in  welcher  Gleichung  das  Integral  von  dem  AugenbU^k.^  lUTL^VitDA^SsX^  \^ 
dem  der  Körper  die  Gleiebgewiohialmge  ptamTt ,  \m  %vl  d^m  ^  Vn  "«^^««^  «^ 
In  ar,  MBgekommen  ist.    Das  Integral  gilt  dtaa  flit  ä^  lAfstX^  ^ä<^^  ^^ 
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Körper  1: 
Setzt  ma: 


n) 


1  +  x^  nach  —  Xg  oder  umgekehrt  zu  geUugen.  —  l 


.-'■(■+') 


i  15)  aus  12)  der  Werth  ' 


(ri  +  l)rl— ■^■•■ 
OD  dt  eingesetzt, 


Die  Inti-gi'ation  giefat 
I») 


l.t\ 


Die  Glcieliimg  13)  gielit  den  Wertli  d^r  Zfit,  während  welcher  der 
Kfirper  vod  0  bis  x„  geht;  Uividirl  man  also  »'  in  I»)  darcb  deo  doppelten 
Werth  vou  (  in  13),  bo  erhSit  man  denjenigen  Drock,  welcher  der  Zeit 
einheit  entspricht.    Dieser  ist 


») 


-[(,' 


+  -.  +  ■ 


,("+!)  r 


('+£r.i^:)h-} 


Dieser  Werlh  des  Druckes  besteht  ans  swei  Theilen,  von  denen  d« 
eine  von  der  OscillalionsgtiHchwindiglceit  unabhAngtg  ist,  während  dci 
wie  das  Qaadrnt  ron  V  wächst.  Der  erste  Tbeil  ist  derjenige  Dmck,  der 
darch  den  von  aaesen  herein  wirkenden  Aethcr  aurgehoben  wird.  Ist  d« 
fichwingendn  Körper  ein  im  allgemeinen  Uaume  befindliches  Aethertheilcheoi 
seist,  weil  die  Aethcriheilchen  sichmiteinerKraftahstoGsen,  dieimumgekehr 
ten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung  steht,  b  die  Abstossnngscfl 
Btftnie,  n=2,  y  ...~0;  für  Maasenlheilcben  oder  Aethertheilchen  in  der« 
NShe  kann  der  Angttfi'itpunkt  der  Abstossung  aus  dem  oben  angegeben«! 
Grande  aicht  mehr  in  den  Mittelpunkt  des  Massentbeilchens  gelegt  trerdea, 
ond  es  sind  daher  die  Wertbe  von  y,  S  ..  nicht  mehr  gleich  Null;  sie  sm 
es  aber  auch  nicht  für  den  von  aussen  herein  wirkenden  Aclherdruck,  nod 
für  den  Fall  der  Ruhe  beben  beide  Wirkungen  sich  auf.  Wurde  u 
die  Gleichung  20)  auT  die  in  4)  angeführte  Stellnng  anwenden,  so  bSttS 
man,  wenn  man  in  4)  ^  als  Einheit  der  Quantität  trüger  Subslans  nnd  r 
Einheit  der  Entfernung  selzl,  b=b,  j.=  — (,*p,  d=ft  i^\  fi=2,  p=&,  J= 
Tritt  nun  eine  Osciltation  auf,  so  erscheint  eine  neue  Abslossung, 
neuer  Druck,  der  durch  den  Aetherdruck  nicht  eompensirt  wird,  und  diB' 
fien  babea  wir  ah  die  Folge  der  WRime  bu  beliachten. 

Eotaprecbea  sich  fBr  zwei   gleiche  Körper  äwtl»*<!.V.t  p,  p^  im^  3 
G«Kab  wmdigkeitea  fand  f, ,  bo  hat  man 
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Eb  ist  ErfahruDgssatz,  dass  die  absolute  Temperatur  dem  Drucke  pro- 
portional ist  oder,  wenn  man  will,  man  setzt  die  absolute  Temperatur  dem 
Drucke  proportional;  es  wird  also 

F'       p       t 

wenn  x  and  T|  2  verschiedene  Temperaturen  bezeichnen.     Ist  e  eine  Con- 
stante,  so  hat  man  für  die  Temperatur  r^ 

Denkt  man  sich  c  Theilcheu  in  eine  Reihe  gestellt,  so  erhält  man  ein 
Prisma,  dessen  Querschnitt  die  Einheit,  dessen  Länge  er  ist.  Wächst  nun 
Tt  Qm  T,  so  nimmt  r  um  s  zu,  und  wenn  der  Druck  p,  der  gleiche  bleibt,  so  ist 

r  +  5  r 

Es  wird  so 

'""^ 
25)  *  =  — . 

War  das  Volumen  vorher  er,  so  ist  es  jetzt  c(r  +  Ä)  =  crfl+-y 
Gelten  r  nnd  r,  für  0*  irgend  einer  Scala,  so  ist  er  das  Volumen  bei  0®  und 

—  der  Aosdehnangscoefficient.    Bezeichnet  man  das  Volumen  des  Gases  bei 

1 

T*  and  0*  mit  F«  nnd  F«,  dann  den  Brach  —  mit  a,  so  wird 

^1 


0  Vt  =  ^.  (1  +  «t). 

Die  Annahme,  die  absolute  Temperatur  sei  dem  Quadrate  der  Ge- 

ligkeit  proportional,  entspricht,  wie  man  sieht,  der  Beobachtung, 

M  lange  sich  die  Untersnchung  aaf  gleichartige  Theilchen  beschränkt.  Ver- 

gMeht  man  verschiedene  Körper,  so  mnss  auch  die  Quantität  der  trägen 

Sibttani  der  Bchwingenden  Theilchen  in  Berücksichtiguag  gezogen  werden. 

Hin  haben  wir  aber  den  Satz,  dass  für  den  Fall  des  thermischen  Gleich- 

gewiehtet  die  Prodncte   ans  Geschwindigkeit  und  Quantität  für  die  vcr- 

•cluedenen  Theilchen  gleich  sein  müssen ,  und  es  muss  daher  als  Ausdruck 

todie  absolute  Temperatur  eines  Atomes  gesetzt  werden 

weui  Ar  eine  Constante,  m  die  Menge  träger  Substanz  des  schwingenden 
Atomes  darstellt. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  gelten  allgemein  für  die  Körper  aller 
Af|;regttzastande. 

BszQglicb  der  Gase  liegt  der  Gedanke  nahe,  die  Grösse  r  der  Formel 
2t)  mit  dem  Mari  Ott  e 'sehen  Gesetze  in  Verbindung  zu  bringen,  da  be- 
»•»ntlich  dieses  Qeaetz  steh  aus  einer  der  Entfernung  umgekcVil  \vto^cs\- 
ÄwiÄw  Abätogsaog  ablehen  läaat    In  diesem  Falle  w&te  a\ho  Aää  r  <i^x 

***fcÄli:  ttmlh»m»tik  a,  Pbytik,  XVIJI,  ^  .  • 
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Formel  '^)  die  mittlere  Entfernung  zweier  Gasatome.  Macht  man  diese 
Annahme,  wie  ich  in  meiner  Schrift  „Molecalnrgcsetzo^*  gethan  habe,  so 
mvLss  mau  nach  dem  Vorgange  liodtcnbacher's  bezüglich  der  Acther- 
theilchen  voraussetzen,  dass  in  den  Dynnmiden  radiale  Schwingungen  de» 
Hüllenäthcrs  gegen  den  Kernstatttinden.  SovieleVortheile  diese  Annahme  in 
mancher  Hinsicht  bietet,  so  ist  mir  der  Umstand  störend,  dass  sich  die  Noth- 
wendigkeit  dieser  radialen  Schwingungen  nicht  gut  motiviren  lässt,  und  ich 
will  daher  im  Nachstehenden  das  Mariott  e*sche  Gesetz  unter  der  naturge- 
mHssesten  Voraussetzung,  dass  r  die  mittlere  Entfernung  zweier  Aethertheil- 
chen  oder  eines  solchen  uud  eines  Massentheilchenssei,  abzuleiten  versuchen. 

Unter  dieser  Annahme  wird  durch  eine  Verdünnung  oder  Verdichtung 
eines  Gases  eine  wesentliche  Aenderung  von  ;*  nicht  hervorgebracht,  und 
es  unterscheidet  sich  das  dünnere  Gas  von  dem  dichteren  nur  dadurch,  dass 
im  ersteren  eine  gegebene  Quantität  von  Atomen  mit  mehr  Aether  unter- 
mischt ist,  im  letzteren  mit  weniger,  uud  Verdichtung  eines  Gases  ohne 
Temperaturänderung  ist  gleichbedeutend  mit  Abscheidung  von  Aether.  * 
Die  Erwärmung  eines  Gases  ist  im  Gegensätze  hiervon  verbunden  mit  einer 
Vergrösserung  von  r. 

Bekanntlich  ist  die  Toricelli'sche  Leere  durchsichtig,  was  beweist, 
dass  dieselbe  Aether  enthält.  Neigt  man  das  Barometer,  so  läuft  das  Queck- 
silber  bis  an  das  Ende  der  Röhre  vor,  und  da  diese  jetzt  mit  Quecksilber 
erfüllt  ist,  muss  der  Aether  sich  entfernt  haben.  So  sicher  dieses  ist,  so 
wenig  läset  sich  zur  Zeit  angeben,  welchen  Weg  der  sich  entfernende 
Aether  genommen  habe.  Er  kann  durch  das  Glas,  durch  das  Quecksilber 
oder  der  Berührungsfläche  beider  entlaug  gegangen  sein;  augenscheinlich 
ist  ihm  auf  dem  Wege  kein  grosses  Hinderniss  entgegen  getreten;  denn 
man  beobachtet  kein  Blasen  oder  eine  sonstige  Erscheinung,  die  auf  Schwie- 
rigkeiten schliessen  Hesse.  Wenn  aber  der  Aether  auf  seinem  Wege  kein 
Hinderniss-  erfährt,  so  kann  er  auch  auf  Glas  und  Quecksilber  nicht 
drücken,  d.  h.  nicht  in  dem  Sinne  drücken,  in  dem  ^s  allenfalls  eingeschlos- 
sene Luft  thun  würde,  denn  der  Druck  setzt  das  Hinderniss  voraus. 
Würde  man  irgend  einen  derartigen  Druck  annehmen,  so  würde  eine  Aether- 
verdichtung  in  der  Toric  eil  loschen  Leere  die  unmittelbare  Folge  einer 
etwaigen  Neigung  des  Barometers  sein,  und  es  wäre  wohl  schwer,  die  Un- 
abhängigkeit der  beiden  Quecksilberniveaux  von  der  Grösse  der  Tori- 
celli'sehen  Leere  und  von  der  Abweichung  der  Barometerröhre  von  der 
Verticalrichtung  zu  erklären. 

Ed  ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehenden,  dass  der  in  dem  Kaume  über 
dem  Quecksilber  in  der  langen  Höhre  des  Barometers  befindliche  Aether 
auf  die  Höhe  der  Quecksilbersäule  ohne  Einfluss  ist,  und  wenn  man  bei 
Anwesenheit  von  Gas  in  diesem  Räume  eine  Verkürzung  der  Qaeckailber- 
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säale  beobachtet,  so  kann  diese  nur  von  der  Wirkung  der  in  dem  Gase  be- 
findlichen Massentheilchen  herrühren.  Nehmen  wir  nun  an,  es  befinde  sich 
oberhalb  des  Quecksilbers  ein  Gas,  so  werden  dessen  Massentheilchen  das 
Quecksilber  herabdrücken.  Die  einzelnen  Gastheilchen  werden  in  irgend 
einer  Richtung  oscilliren,  und  der  hieraus  sich  ergebende  Druck  wird  sich 
in  eine  horizontale  und  in  eine  verticale  Componirende  zerlegen  lassen. 
Die  erstere  wird  durch  den  Widerstand  des  Glases  aufgehoben,  letztere 
drückt  das  Quecksilber  herab,  und  dieser  Druck  muss  bei  unveränderter 
Temperatur,  also  gleichbleibender  Geschwindigkeit  der  Massentheilchen 
um  so  bedeutender  sein ,  je  dichter  die  an  das  Quecksilber  stossenden  Mas- 
sentheilchen sind,  je  geringer  das  Volumen  ist,  und  so  erklärt  sich  das 
M  a  r  i  0 1 1  e '  sehe  Gesetz.  Es  hat  dieser  Vorgang  einige  Aehnlichkeit  mit  dem 
D  Alton 'sehen  Gesetze  des  Gasdruckes,  wo  je  nach  Umständen  der  eine 
Theil  eines  Gasgemenges  drückt,  der  andere  nicht.  Um  jedoch  Missverständ- 
niesen  vorzubeugen,  will  ich  hier  bemerken,  dass  der  Aetherdruck,  von  dem 
ich  immer  spreche,  sich  bemerkbar  macht,  wenn  irgendwo  ein  Ütherleerer 
oder  fitherverdünnter  Raum  ist;  diese  Bedingung  ist  aber  hier  nicht  erfüllt. 

Es  wäre  noch  eine  weitere  Möglichkeit,  das  Mariotte'sche  Gesetz 
sn  erklären,  da,  und  diese  beruht  auf  dem  Umstände,  dass  die  Hüllen  der 
Dynamiden  einen  Widerstand  leisten,  wenn  bei  fortschreitender  Verdichtung 
mehr  und  mehr  Aethertheilchen  abgesondert  werden.  Dieser  Widerstand, 
der  dann  dem  Volumen  umgekehrt  proportional  gesetzt  werden  müsste,  be- 
ruht darauf,  dass  die  Aethertheilchen  dem  oben  Gesagten  zufolge  einen 
bestimmt  angewiesenen  Platz  in  der  Dynamidenhülle  einnehmen,  und  dass 
sie  aus  diesem  erst  entfernt  werden  müssen.  Bei  der  verschiedenartigen 
Gruppirung  der  Aethertheilchen  der  Hüllen  in  den  einzelnen  Gasen  ist 
jedoch  schwer  einzusehen ,  wie  gerade  dieser  Widerstand  ein  so  einfaches 
Gesetz  befolgen  sollte.  Eher  lässt  sich  denken,  dass  die  Abweichungen  der 
Oase  von  dem  Mario tte'schen  Gesetze  auf  einen  derartigen  Widerstand 
zurückzuführen  wären. 

Der  Druck  der  Gastheilchen  hängt,  wie  sich  aus  27)  ergiebt,  von  der 
Geschwindigkeit  ab,  mit  der  die  Atome  die  Gleichgewichtslage  passiren, 
also  von  der  Temperatur.  Mit  Abnahme  der  letzteren  muss  also  der  der  Ver- 
dichtung geleistete  Widerstand  kleiner  werden,  und  bot  gehörig  niedriger 
Temperatur  und  gehörigem  Drucke  muss  man  endlich  zu  einem  Punkte 
kommen ,  bei  dem  nur  noch  die  inneren  charakteristischen ,  weil  von  der 
Kugelform  abweichenden  Theile  der  Hülle  vorhanden  sind ,  und  es  folgt 
darauf  eine  Molecularanziehung,  eine  Condensation  des  Gases.  Diese  wird 
also  um  so  eher  eintreten,  je  niedriger  die  Temperatur,  je  grösser  der 
Druck  ist;  es  möge  mir  jedoch  gestattet  sein,  bezüglich  dieser  Actionen  auf 
meine  „Molecutargesetze^'  zu  verweisen. 

Wenn  auch  bei  den  Versuchen  über  das  Matiolt^^  %^\i^  ^^^^Vl  ^\v^ 
VerditoJiiiii^  oder  Verdichtung  des  Aethers  ti\ehlTiac\i^ÄÄi^x\%V^  Vi\%X^^ 
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darum  doch  denkbar,  dass,  wenn  rasche  Verdünnung  oder  Verdichtung  und 
Beobachtung  nahe  zusammenfallen,  eine  Dichtigkeitsänderung  des  Aethers 
uachweiijbar  wäre.  Ausdehnung  zieht,  wie  weiter  unten  gezeigt  werden 
soll,  eine  Abnahme  der  Temperatur  nach  sich,  Verdichtung  eine  Erwär- 
mung, und  es  wäre  nicht  unmöglich,  dass  die  Temperaturänderungen  einer- 
seits bei  raschem  Auspumpen  der  Luft  vermittelst  der  Luftpumpe,  anderer- 
seits bei  dem  pneumatischen  Feuerzeuge  nebenbei  die  Folge  einer  Aende- 
rung  der  Aetherdichtigkeit  wären.  Bei  den  Versuchen  über  das  Mariotte  - 
sehe  Gesetz  kommen  derartige  rasche  Aenderungen  nicht  vor,  denn  es  ist 
bekanntlich  Bedingung  bei  denselben,  dass  vor  der  Untersuchung  von 
Druck  und  entsprechendem  Volumen  gewartet  werden  muss,  bis  alle  Tem- 
peraturvertchiedenheiten  verschwunden  sind. 

Die  Wärme  eines  Atomes  beruht  auf  dessen  Bewegung.  Wird  dieser 
Satz  als  Ausgangspunkt  genommen,  und  setzt  man  ausserdem  Schwingungen 
des  Körpers  voraus ,  so  kann  seine  Wärme  (eigentlich  seine  Wirkung  auf 
benachbarte  Körper,  ans  der  wir  aber  auf  die  Wärme  zurückschliessen)  nur 
abhängig  sein  von  der  Geschwindigkeit  F,  mit  welcher  das  Atom  die  Gleich- 
gewichtslage passirt,  von  der  Quantität  m  seiner  trägen  Substanz  und  von 
der  Zahl  c  der  Stösse,  die  in  der  Zeiteinheit  gemacht  werden.  Bezeichnet 
also  ^die  Wärmemenge,  so  ist 

28)  W^f{V,m,c). 

Welcher  Art  diese  Function  sei ,  lässt  sich  meines  Erachtens  a  priori 
nicht  angeben,  man  muss  dieselbe  suchen,  indem  man  geeignet  scheinende 
Voraussetzungen  macht,  und  dann  die  Resultate  mit  denen  der  Beobachtung 
vergleicht.  Wäre  die  gesuchte  Function  eine  sehr  complicirte,  so  würden 
wir  wohl  wenig  Aussicht  haben,  sie  aufzufinden ;  doch  sind  glücklicherweise 
alle  Vorgänge  in  der  Natur  auf  ganz  einfache  Gesetze  zurückzuführen,  und 
unter  diesen  ist  im  vorliegenden  Falle  die  Wahl  nicht  gross. 

Was  zunächst  die  Grösse  c  anbelangt,  so  kann  die  Wirkung  eines 
schwingenden  Körpers  nach  aussen  nicht  wohl  etwas  Anderes  sein ,  als  ein 
der  Grösse  c  proportionales  Product,  andererseits  sind  m  und  V  derartig 
mit  einander  verbunden,  dass  für  verschiedene  Körper,  aber  für  die  näm- 
liche Temperatur  das  Product  mV  dasselbe  ist,  und  so  hat  man  eigentlich 
nur  mit  einer  Function  der  Bewegungsgrösse  mV  zu  thun.   Es  wird  also 

29)  W=cf(mV). 

In  meinen  Moleculargesetzen  habe  ich  f{m  F)  &=  m  F  gesetzt.  Es  ist 
also  die  Wärme  gleich  cmV.  Obwohl  ich,  wie  später  gezeigt  werden  soll, 
dies  nicht  ohne  Grund  gethan  habe ,  so  habe  ich  doch  in  neuerer  Zeit  mich 
veranlasst  gesehen,  davon  abzugehen  und  die  zweite  Potenz  von  mF  zu 
rsmaeben,  und  ich  glaube  in  der  Thai  Resultate  erzielt  zu  haben,  die  den 
^fbmcbtnngeo  besser  antoprecben.   Sind  also  in  e\ik«t  i^ef^ebenen  Quantität 
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^^-■-^l.^•^^^■/'^-^  •^. --'S-i-v-.'^^^  •••-.'- A^^,-  •"•.^•v.'s.- 


»^  w^  ^>--N^-s->  **^  v^  •  •- ^  ,- ^ 


Gas  alleDfalls  in  der  Gewichtseinhoit  q  Massentheilchen  und  s  Aethertheil- 
chen ,  80  ist  die  Wärmemenge  des  Gases 

Nach  Gleichung  14)  ist,  wenn  die  Glieder  von  untergeordneter  Bedeu- 
tung ausser  Acht  gelassen  werden,  die  (ganze)  Schwingungszeit  eines  Theil- 
chens  ausgedrückt  durch 

Sl)  /  =  27i;7/-r— , 

'  r     2bn' 

und  die  Zahl  der  in  der  Zeiteinheit  ausgeführten  Schwingungen  ist 

2if^  ^^^' 
wenn  a  eine  Constante  bedeutet.    Dadurch  wird 


fr==fj,+s)n.^vyj^,, 


=  ß{q+s)m*V*r    ^  *  '' 


1 

a 


wenn  man  die  constanten  Grössen  — j/2bn  durch  ß  ersetzt. 

Wird  das  Gas  ohne  Ausdehnung  erwärmt,  so  dass  seine  Wärmemenge 
auf  fV+JfV  steigt,  so  muss  die  Geschwindigkeit  V  auf  V+JV  erhöht 
werden ;  es  ergiebt  sich  also 

33)  .    JV+JfF=ß{q+s)r       ^    m*{V+JV)\ 
woraus 

34)  JfV=^2ß(q+s)r      ^    m'VdV 

folgt.    Aus  27)  ergiebt  sich 

35)  ^T  =  2^w»K^r. 

Ersetzt  man  in  34)  VdV  durch  ^t,  so  ergiebt  sich 

ß  "+^ 

36)  ^^^=-r(^  +  ^)r       ^   z/t. 


k 

^  Die  Wärmezunahme  ist  also  der  Temperaturzunahme  proportional. 
Hat  man  mit  der  Gewichtseinheit  des  Gases  zu  thun,  und  ist  ^t=  1^,  so  hat 
man   als   specifische  Wärme  des  Gases  bei  gleichem  Volumen 

37)  fF,  =  |(9+,)r       '•. 

Dieser  Ausdruck  ist  von  m  und  t  unabhängig,  und  es  ergiebt  sich  daraus, 
dass  die  specifische  Wärme,  dasjenige  Quantum  von  Wärme,  welches  noth- 
wendig  ist,  um  die  Temperatur  einer  gleichen  Anzahl  von  Thoilchen  um  1* 
zu  erhöhen ,  für  alle  Gase  eiuo  gleiche  sei ,  dass  sie  ab^x  a>]L^Vk  ^\^  '^veXv^^ 
bleibe,  welche  Temperatür  das  Gas  bereits  beBil^^ü  ma^. 
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Denkt  man  sich  die  Gewichtseinheit  der  Oastheilchen  in  eine  BeÜM 
gestellt,  so  ist  das  von  ihnen  beanspruchte  Volumen  gleich  dem  eines 
Prismas,  dessen  Querschnitt  die  Einheit,  dessen  Länge  (g+i)r  ist,  deaseii 
Rauminhalt  also  durch  (9+^)'*  ausgedrückt  wird.  W&chst  die  Entfemiuig 
von  r  auf  r-|-^r,  so  wird  das  Volumen  {q-i-s)  (r-f-<^Oi  ^^^  dadurch  wird 

nach  14)  die  Schwingungszeit  zu  2»  7/  -  —  —r^ 1  die  SchwingongsiaU 

geht  über  in  ß{r  +  Jr)      ^  ,  und  dadurch  wird  die  Wftrme  vermindert 
Die  nun  vorhandene  Wärmemenge  ist 

38)  ^^\=ß(^  +  s){r+Jr)       '    mT«, 


Führt  man  durch  Vergrösserung  von  V  die  Wärme  ^/|  AT  zu ,  so  er- 
hält man 

«+1 

39)  fF, +j,w=ß (q +s)r~~(i- "-+ ^  7^) »•' ( y+  A yy- 

Soll  die  Temperatur  in  derselben  Weise  erhöht  werden,-  wie  vorhin-^ 
so  hat  man 

40)  H'\  +  J,W=^  IF+JJV. 
Es  wird  also 

41)  \  2.      r  J 

=^ß{q  +  s)r"    '^    m^iV+JVy 
oder 

42)  j,r=jv+"+'^.r. 

4        r 

Nach  der  Erwänuuug  ist,  wenn  mau  diesen  Wertb  von  z/,  V  in  39)  ciusetx^ 
die  Gesammtwärme  ^ 

n-f» 

43)  Jf\  +  J^jr=ß{q  +  i;)m'r       '^    {F'  +  2V^V), 
vor  der  Erwärmung,  jedoch  nach  der  Ausdehnung  war  sie 

44)  »F.  =  ß{>i  +  s)  m^r~  "^  (1  -  'i±i  ^)  F». 
und  die  Differenz  beider  Wärmen  ist 

45)  ^,Jr=2ß{q  +  s)m'r      *    (^r.1V-v"Y    T^'    )* 
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n  nadi  27)  Find  AV  durch  t  nad  Ax  aus,  so  bat 

1*1)  ^."'=^(9  +  0r~^(^i  +  '^^^'-). 

Wird  DDQ  noch  nach  33)  —  iliircb  -^  ersetzt,  so  wird 
r  t 

.,)        4»'=.|w+.)r"-*'(j,+'4'.E^.). 

Nimnit  man  in  dieser  GleicliODg  Ji  =  l",  so  tirbült  mau  die  ti{ie 
Wirme  bei  gleichem  Drucke: 


et     1 


?,+,r-(,+"+J£..> 


£s  ergiebt  sich  hleraiiB,  dass  die  epecitischo  Wärme  bei  gloicliem 
Oiocke  grösser  ist,  als  (linjenige  für  gleicties  Volumf  n.  Kb  wird  demgemätis 
cina  gewigae  «juantitiit  von  WSrme  lalcnt  »nd  diese  ist 


tu)  i*-i-i^\=W,  =  ^{q  +  i']r       '     ('-^') 


Die  veiGcliwandeno  Wärtne  ist  a]so  dem  Producte  ans  p  iind 
Ar,  also  dar  geleisteten  Arbeit  proportional. 

Die  im  VorstebeDden  angegebenen  Aosdröcke  zeigen,  dnss  die  Wärme 
der  SvmmB  der  Aether-  und  Massentbeikhen  propnrtiooal  sei.  Da  nun  in 
glvkhen  Uauialbeileu  diese  Snmme  die  iiKmIiche  ist,  so  würde  aicL  hieraus 
•igebei),  dass  die  su  einer  Teniperatiirorhobiiug  von  1°  nöthigft  Wärme  un- 
abhängig Ton  dem  Luftdrücke  und  der  Arl  des  Gases  dem  Volumen  proportio- 
nal Kfii.  Dieses  widernpricbt  der  Beobachtung  insofern,  als  nach  letzterer  die 
wir  gleichen  Temperaturerhöbung  erforderliche  Wärme  unabhängig  von  dorn 
VcilDDieo  dem  Gewichte,  also  der  Zahl  der  Masgcntheilcbeu  proportional  ist. 
Die  Beobachtung  giabt  nur  die  Wärme  der  Massenthetlchen;  es  ist  aber 
neW,  ilkss,  wenn  neben  diesen  nncb  .\et1ier  in  einem  gegobeni?n  Räume 
»ich  befinde),  letzterer  nicht  ruhig  bleiben  kann,  wenn  erstem  sich  bewegen, 
E»  gleit  wühl  auter  den  Theorien,  die  den  Aotbev  überhaupt  zugeben, 
kerne,  welche  nicht  nnnühmo,  dass  in  einem  verdünnten  Gase  mehr  Acther 
••i,  al«  in  eiuem  dicliten  von  gleichem  Gewiclite.  Mnss  denn  dieser  nicht 
•otb  WXrme  in  Anxpruch  nehmen,  wenn  das  Gas  erwärmt  wird?  Hat  der 
Ä«hor  im  Vacunm  keine  Temperatur,  oder  nimmt  er  ohne  Aufwnnd  von 
Wlrmo  jede  beliebige  an?  Es  würde  wohl  schwer  sein,  letztere  Frage  zu 
^aketi.  Wenn  aber  Wärme  nölbig  iat,  um  diesen  Acther  zu  erwärmen, 
M  »ird  mcb  Wärpiie  notbwendig  sein,  um  den  Aether,  der  üich  in  den  Ga- 
»•n  neben  den  Masseulheilcben  hefindot,  zu  erwärmen.  Die  Uiiobachtnngen 
Ciben  DD8  Über  diese  AelherwArujo  keineu  Aufscbluss,  leb  «UV  ^n\t:.V\  U\«x 
«K**//p»,  aber  die  l/maclie  dieaen  UmataudcH  eino  KrkVÄtiio£  tX'  t'^^i«^. 
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ich  halte  mich  aber  für  berechtigt,  einen  Unterschied  zwischen  der  wah- 
ren und  der  scheinbaren  specifischen  Wärme  der  Gase  zu 
machen.  Die  wahre  specifische  Wärme  ist  diejenige,  welche  das  Oas  und 
sein  Aether  hat ;  die  scheinbare  dagegen  ist  diejenige  ohne  den  Aether,  und 
letztere  ist  die  der  Beobachtungen.  In  den  Gleichungen  ist  also  die  wahre 
specifische  Wärme  gegeben;  setzt  man  in  denselben  ^=0,  so  erhält  man  die 
scheinbare  der  Beobachtung. 

In  Gleichung  31)  sind  die  Glieder  von  untergeordneter  Bedeutung  aus 
14)  weggelassen.  Ihre  Beiziehung  würde  zu  dem  Resultate  geführt  haben, 
dass  die  specifischen  Wärmen  der  Gase,  sowie  ihr  gegenseitiges  Verhält- 
niss  nicht  stets  dieselben  seien,  sondern  kleinen  Schwankungen  unterliegen. 

Eine  weitere  Ursache  von  Verschiedenheiten  des  genannten  Verhält- 
nisses kann  in  dem  Umstände  liegen,  dass  die  Annahme,  es  sei  die  Grösse 
m*V*  bei  der  gleichen  Temperatur  für  alle  Körper  gleich,  nicht  ganz  genau 
ist.  Das  thermische  Gleichgewicht  ist  nicht  in  der  Weise  zu  nehmen,  dass 
die  Geschwindigkeit  eines  die  Gleichgewichtslage  passirenden  Körpers 
immer  die  nämliche  sei.  Es  werden  ohne  Zweifel  auch  Verschiedenheiten 
vorkommen,  wenn  diese  auch  nicht  gross  sind,  und  was  für  die  einzelnen 
Körper  gleich  ist,  das  ist  der  mittlere  Werth  von  mV,  Damit  ist  jedoch  nicht 
auch  der  mittlere  Werth  von  m^V*  gleich.  Es  ist  allerdings  die  Annahme 
berechtigt,  dass  diese  Verschiedenheiten  nicht  sehr  bedeutend  sein  werden 
und  dass  das  gegenseitige  Verhaltniss  der  Mittelwerthe  von  m^V*  für  die 
verschiedenen  Körper  ein  constantes,  von  der  Einheit  wenig  abweichendcjs 
sein  werde;  aber  auf  das  gegenseitige  Verhaltniss  der  beiden  specifischen 
Wärmen  kann  dieser  Umstand  doch  einen  Einfluss  ausüben ,  und  daraus 
kann  die  Verschiedenheit  der  in  den  Büchern  sich  findenden  Angaben  we- 
nigstens zum  Theile  abgeleitet  werden.  Diese  mit  der  Annahme,  die  Wärme 
sei  der  Grösse  m' F*  proportional,  verbundene  Unsicherheit  hat  mich  ver- 
anlasst,  in  meinen  Moleculargesetzen  die  Wärme  als  von  der  ersten  Potenz 
von  mV  abhängig  zu  betrachten;  doch  glaube  ich,  dass  die  im  Vorstehenden 
gesetzte  Annahme  mit  den  Kesultateu  der  Beobachtung  besser  harmonire, 
und  ich  bin  daher  zu  dieser  übergegangen. 

Die  Leitung  der  Wärme  in  den  Gasen  habe  ich  bereits  in  dieser  Zeit- 
schrift ,  dann  in  meinen  Moleculargesetzen  besprochen.  Ich  habe  zur  Zeit 
nichts  wesentlich  Neues  zu  derselben  hinzuzufügen  und  könnte  mich  hier 
darauf  beschränken,  darauf  zu  verweisen.  Nach  reiflicher  Ueberlegung 
habe  ich  mich  entschlossen,  die  Hauptzügo  meiner  Darstellung  dieses  Ge- 
genstandes hier  wiederzugeben,  um  meine  gesammte  Wärmetheorie  beisam- 
men zu  haben,  und  es  möge  daher  diese  Wiederholung  entf^chuldigt  werden. 

Es  ist  mir  bis  jetzt  nicht  gelungea,  das  allmälige  Anwachsen  der  Os- 
cillationsgeschwindigkeit  eines  sich  erwärmenden  Gases  durch  eine  mathe- 
natiMhe  Formel  anzugeben ,  und  ich  habe  daher  zu  einer  schematischen 
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B  Wirkung  aweiur  i 
litUn,  wia  der  StusH  abi 
■jilil  ron  MasHeiithuilcliei 
l^j«  eio  MasHen-  und  ( 


lit  «rgrifTeii.    CicstüUt  auf  den  äalz,  dnitH  dio  gegen- 

tiidi  aljBtusHuuiIeu  Kürper   das  tiäinliubo  Uesullat 

lut  elastbuher  Körpei',  deake  ich  luii'  cinn  An- 

und  Aethertheltdiea  so  iu   eine  Ueilio  geslellt, 

a  Actbcrthoiluhcu  mit  eiuauder  abwechselti.  Die 


■f^litai  materieller  Substauz  eines  UasHeuiheilclienti  sei  lOO  die  eiues 
lAcihertUBilcbetis  1.  Uie  erstcrea  beKeicfane  icb  durcb  A,  C,  E,  G,  die  lets- 
D  ilorcli  (>,  d,  f,  h.  Sind  diese  Tlieilebeu  unter  einander  im  tbermischea 
(lliicligewiolitv,  60  luUseeD  ilire  Gescbwindlgkeilen  sich  umgekulirt  wie  ibre 
B'Vue  rerliaiten,  und  wenn  tilso  die  Reibe 

A  ^  C  d  B  (         G  h 

+10  —1000  +10  — tOOO  +10  —1000  +10    -1000 

0  Ii«wttganguEU9t!tDd  so  vorstellt,    dass  daä  Zeicbeu  +  eiua  Uewegiiug 

n  liiik»   DAch    recbti«    bedoulcl ,   so    igt  tbermisubes  Gloicbgewtcbt    vur- 

lUileD,  dena  wenn  A  und  b  nusaininciistuBiieD,  so  crbSll  A  die  Geatbwiu- 

i^keit  —10,  b  bekuiumt  +1000,  die  UewoguugsgrÜäse  bleibt  also  bei  beideu 

faverindml.    In  dum  uüiulkben  Muaieute  ,  sei  augeooiumcu  ,  ijiud  C  nud  d 

'nMimtDCngeütussun,  und  das  Ueaultat  int  also  das  tiämlicbe.    In  eiuer  zwei- 

'ra  Zrit  knmraon  l  und  V  isaBainiuen,  nud  für  beide  ülcllt  bicb  die  uämticbe 

Inwpgung  wieder  ber,    die   sie  vor  deui  orstou  Z u>> am men troffen   hatten. 

tnt  mau  nnu  noch  an ,  es  sei  links  von  A  und  reubtH  von  h  je  eine  feste 

pftsd,  welche  dip  auffallenden  Körper  refleciirt,  so  ivgiobt  sich,  dass  die 

nMJDen  Theikben  bald  links,  bald  rechts  gcbcu,  dass  nber  auch  ibrn  Be- 

tcgnagHgrüsie  immer  die  gleiche  bfoibe.     Die  Mitssonlheilcben  tvecbselu 

wbdien  der  Geacbwindigkeit  +lü  und  —10  und  die  Autlicnbeilcbon  »wi- 

■eW-lOOO  nud  +10011. 

r»  »ei  nnii  angcnuaiinen,  das  erste  Tbeilclieu  A  komme  an  Eeiner 
[icruUrong  mit  pinor  uuudtiuKon  lV'iirun-([ue!le,  welche  in  der  Weine 
l^irlil,  das«  J  ÜKun,  weun  f»  dort  ri'fluctirt  wird,  nicht  die  Guachwindrgkeit 
lim,  mit  der  ea  dort  atikam,  «ouderii  jedesmal  mit  der  Geschwindigkeit 
I  IVOnrückkommt ,  das&  also  seiae  Bewegungsgrösse  zu  oiueu  ceustanteu 
1  ff«nl»  erhöht  wird. 

\i*»  Kecultat  der  verschiedenen  ätösse  findet  sieb  in  umstehender  Ta- 
|k*ll«  ■iigKg«'bi<n. 

Dir  in  einer  und  derstttben  Zeile  siebenden  Ziffern  stellen  die  gloich- 
I  ciiiitn  B«wcguiigHKualHnde  der  uinzoluen  Tbeilcbcu  vor,  Uabjeuigo  Theil- 
th«],,  d,i  Jio  +Utcbtung  hm,  filüsst  in  dem  gegebenen  Augenblicke  an  das 
Ditkilf  reehu  von  ibui  siebende,  und  das  l!irgebniss  des  Stosseci  ütoht  iu  dui 
■i^liatfelgeudeu  Zrile.  Die  erste  Zeile  seigt,  dass  A  mit  der  GcBcbwiudig- 
k'ill^Ol»  aar  6  atöast,  desHen  Bewegung  durcb  —1000,0  ausgedruckt  ist. 
'  l*«iM»goht  (sweitn  Zeile)  fflr  A  — 5,0*J1,  fiir  b  lOOil.O  bervot.  In  dem  nSm- 
l  KtktB  Ang«nblicko  siBwi  Van  if,  E  i>o  f.  G  an  A.  A  Uclivl  Vm*»^  iw^tiV, 
K^fU  fv«  Dvaota  dio  Goacbfriarlij^keit  13,000  au  ver&dkuQmi,  Ußi  >«to.ViB,\i\ 


i 


164 


Ueber  die  Art  der  Bewegung  etc. 


dieses  geschieht,  stösst  b  mit  der  Geschwindigkeit  1000,9  gegen  C(— 10,000), 
d  (1000,0)  an  E  (—10,000)  n.  s.  w.  Hätte  A  die  nämliche  Bewegnngsgrösse 
wie  die  andern  Atome,  so  hätte  man,  wie  bereits  gezeigt,  thermisches  Gleich- 
gewicht. Da  aber  A  jedesmal  wieder  die  Geschwindigkeit  15,000  erlangt, 
so  oft  es  von  seiner  Wand  aorückgeworfen  wird ,  so  ergeben  sich  die  mit 
fetteren  Ziffern  gedruckten,  schief  abwärts  laufenden  Zahlen. 


1  ^ 

Oeiehwiadigkeit  und  Biehtnag  von 

Ö  OD 

* 

&. 

a 

d. 

E. 

/: 

0. 

h. 

% 

1 

15,000 

-1000,0 

10,000 

-1000,0 

10,000 

-1000,0 

•    

10,000 

-1000,0 

-6,0991 

1009,9 

-10,000 

1000,0 

-10,000 

1000,0 

-10,000 

1000,0 

2 

15,000 

-1009,7 

10,196 

-1000,0 

10,000 

-1000,0 

10,000 

-1000,0 

-6,2911 

1019,4 

-9,8080 

1000,4 

-10,000 

1000,0 

-10,000 

1000,0 

3 

15,000 

-1018,6 

10,572 

-1000,4 

10,008 

-1000,0 

10,000 

-1000,0 

-6,4674 

1028,1 

-9,4476 

1001,5 

-9,9920 

1000,0 

-10,000 

1000,0 

4 

15,000 

-1026,4 

11,098 

-1001,6 

10,088 

-1000,0 

10,000 

-1000,0 

-6,6219 

1085,7 

-8,9534 

1008,7 

-9,9620 

1000,1 

-10,000 

1000,0 

5 

15,000 

-1033,7 

11,788 

-1003,6 

10,111 

-1000,1 

10,002 

- 1000,0 

-5,7626 

1042,8 

-8,3724 

1006,9 

-9,8930 

1000,8 

-9,9982 

1000,0 

6 

15,000 

-1038,2 

12,488 

-1006,6 

10,248 

-1000,3 

10,006 

-1000,0 

-5,8564 

1047,8 

-7,7436 

1011,2 

-9,7674 

1000,8 

-9,9940 

1000,0 

7 

16,000 

-1041,9 

18,149 

-1010,6 

10,451 

-1000,8 

10,022 

-1000,0 

-5,9287 

1051,0 

-7,1054 

1016,5 

-9,5736 

1001,7 

-9,9781 

1000,0 

8 

15,000 

-1044,3 

13,847 

-1015,4 

10,745 

-1001,6 

10,054 

-1000,0 

-5,9763 

1053,4 

-6,5345 

1022,7 

-9,2807 

1008,1 

-9,9466 

1000,1 

9 

15,000 

-1045,4 

14,464 

-1020,8 

11,154 

-1003,0 

10,112 

-1000,1 

-6,9980 

1054,4 

6,0456 

1029,1 

-8,9287 

1006,2 

-9,8921 

1000,8 

{mv) 

10499 

10499 

• 

10250 

10250 

10041 

10041 

10002 

10002 

A  stösst  an  b  und  das  Resultat  ist  beziehungsweise  —5,0991  und  1009,9, 
dann  stösst  b  gegen  C,  und  es  ergiebt  sich  —1009,7  und  10,190.  Bei  dem 
Zusammenstosse  von  C  an  d  erhält  man  —9,8080  und  1000,4;  stossen  darauf 
d  und  E  auf  einander,  so  hat  man  —1000,4  und  10,008,  und  wenn  hierauf. £ 
und  /  zusammentreffen,  so  erhält  man  für  E  —9,9920,  für  /*  (bei  Anwendung 
fünfstelliger  Logarithmen)  1000,0.  Hat  man  hierauf  Zusammenstoss  von  f 
und  Gf  so  ist  der  Erfolg  kein  anderer,  als  er  wäre,  wenn  die  Bewegung  von 
^  gar  keine  Erhöhung  erlitten  hätte,  und  der  erste  Stoss  versiej^t 
also,  sowie  er  sich  bis  /"  fortgepflanzt  hat.  Während  all  dieses 
geschehen  ist,  hat  sich  A  zum  zweiten  Male  die  Geschwindigkeit  15,000  ge- 
holt und  hat  zum  zweiten  Male  auf  b  gestossen.  Das  Resultat  ist  —5,2911 
für  A,  1019,4  für  b.  Nun  wiederholt  sich  die  Reihenfolge  von  Erscheinungen 
und  der  zweite  Stoss  versiegt  bei  G,  der  fünfte  bei  A  n.  s.  w.  Die  Erhöhung 
•r  Bewegnog  gehl  immer  weiter  vorwärts,  aber  stets  nur  Sehritt  flii  Schritt. 
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•m  VoFBclireitcn  dor  Stosswirkung   ist    eine  VergiÜBseiung    der   Be- 
g  itT  votderf-o  Glieder  der  RuiLe  verLuudcu,  wie  dieses  die  unterste 
nie  (nr)  der  Tnbelle  leeigl,  welche  die  uiitllere  BewegungsgrJisse  der  oia- 
ilgea  Tlieikkon  für  die  zwei  leisten  bereclineteD  Momente  angiebt. 

El  iGl  woUl  sicher,  dasB  die  im  Voratehendea  abgeleiteten  VurgHoge 
leAnalogieu  mit  deu  Erscbcinungcu  «eigen,  die  zu  Tage  treten ,  wenn 
Ü  Körper  mit  einer  cenittaDten  WäriDetjuello  in  BcrUliruDg  steht. 

Üaa,  WAS  man  nia  Strahlung  der  Wärme  bezeichnet,  er- 
llirl  lieh  aus  StÖBuen  elastischer  Körper  von  gleicher  Quan- 
\\H  der  trügen  Sabstaua;  was  man  aber  Leitung  dor  Wärme 
XBol,  tritt  dann  ein,  wenn  die  stosaendcn  Körper  verschie- 
)>n  sind.  Hängt  die  durch  Wärmeleitung  vetzügerte  Fortpüanzung  von 
In  Virachiodenbeit  der  trägen  Subülanz  der  stoasendeu  Körper  ab,  so 
Bim  dio  Lcitnng  am  so  rascher  vur  sich  gehen,  je  geringer  die  vorstehende 
ereehiedenheil  ist,  und  darum  leitet  auch  der  WaaserstofT  die  Wätmo 
Mm  dien  Gasen  am  besten. 

Ein  Gaa  besteht  ans  Aethertbelleben,  swiauhen  welche  Massenatome 
and  dort  eingeatrout  sind.  TrilTt  ein  WärmcytrabI  auf  seinem  Wege 
l)iDUas»en(hoilcben,  so  gebt  die  Sowegiiiig  nach  Art  der  ätrahluog  wei- 
;  «ird  aber  ein  Massenthcikben  getrolVeu,  «o  mntis  dieses  auch  in  Be- 
legniig  gesetzt  werden,  vou  ihm  gebt  die  Bewegung  in  Strahl ung>>rorm 
te  Anzahl  von  Aelhetthollcben,  dann  wieder  auf  ein  Masscoatom 
Uor  Wechsel  der  Atome  bedingt  Leitung.  Uteichbeit  der  Atome 
)n  mrahluug  Kur  Folge.  Je  grosser  die  Wahrscbeinlichkeit,  dass  vuu 
m  Strahle  M^tsseul  hei  lullen  getroffen  werden,  um  so  mehr  wird  die  gauxe 
tiMooug  deu  Oharnkter  der  Leitung  habeu  und  umgekehrt,  je  weniger 
ticlitdas  Gas  iet,  um  so  voltkommcner  wird  dessen  Diatbermansie  sein. 

Et  ist  lelbslverBtandltcb,  dass  die  Kiehtuug  der  SlÖssu  nicht  immer  au 
Mir«]  ist,  wie  sie  in  obigem  Schema  angenommen  wurde;  dieses  ändert 
1^  ia  der  ganaeu  Reihenfelge  nichts.  Man  hnt  n&inlich  in  der  Natur  nie 
lh*iiur  eluxigen  Reibe  su  thun,  sondern  immer  mit  einer  ganzen  Monge, 
nilman  kann  i>ioh  dieselben  stein  nu  un  L-insnder  gelagert  denken,  das«  sie 
ihBBadfll  bilden.  Ist  nun  in  einer  Ueihe  ein  Stosii  nicht  gerade,  so  lüäst 
hliKine  Witknn;;  in  f'oioponircnde  aerlegen,  vuu  denen  die  eine  in  der 
hich  das  Schema  dargestellten  Weioe  wirkt,  während  die  andere  auf  die 
bto*tbbart«n  Keiheu  Bewegung  überträgt.  UJehelbc  Erscbeinnug  kommt 
ir  inch  in  den  Nachbarrethen  vor  und  es  trügt  sich  Bewegung  auf  die 
liilK  über.  Uas  Gudergobni^B  kann  wohl  das  sein,  dase  die  WAmte  sich 
itig  fortpdanzt,  da«a  aber  eine  weieutliche  Abweichung  vou  dem  üben 
|^><:hibl<*rten  Zusammeuhauge  von  Strahlung  und  Leitung  vorkomme,  iMt 
•itlitaniuaehmen. 
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Die  im  Vorüteliendcu  für  die  Gase  entwickelteu  Sätze  Usaen  sich  ii 
auf  die  tropfbarflUssigen   und   die  festen  KGrper  anwendea ;   doch    ist 
Ent Wickelung  der  Theorie  darum  viel  schwieriger,   weil  hier  auf  die 
diT  Kugelfoiin  abweichende  Gnetalt  der  Dynamidenkerne  Hiicksioht  geu 
nieii  werden  ninss.     Dieses  ist  der  Grund,  warum  die  Fnriuelu  alsbald 
KieKeuhafte  iiachseit.     Eä  handelt  sich  ia  dar  gegenwärtigen  AbbandlDi 
nicht  um  die  BnslinimuDg  van  Couslanten,  sondern  nur  nm  die    Uote 
sucliaug,  in  welcher  Art  und  Weise  die  WärmeerscheiaiiDg« 
iu  der  Natur  vor  sich  gehen  mögen,  und  es  möge  mir  daher  ge- 
stattet sein,  mich  im  Nachstehenden  auf  das  Nolh wendigati 
Euhuschränken,  die  denkbar  ein  fa  ehrten  Fälle  a 

Wenn  man  eiues  der  im  Vorsteheuden  besprochenen  kleinen  Tetraedei 
chou,  die  RUd  einem  Massenatome  und  vier  Aeihertheilchen  bentehen,  stell 
im  Kaume  irgendwo  gelagert  denkt,  so  setüeu  sich  nm  dieses  herum  in  eini- 
ger Entfernung  vier  Aelhectheilclien  so  an,  dass  sie  in  der  Verlängerung 
dci  Nurmalen  stehen,  die  man  von  dem  Mittelpunkte  des  Telrsederchen« 
auf  eine  Fläche  desselben  zieht.  Hier  beGudeu  sieb  die  AethertheilcheR 
im  Minimum  der  Afastossang.  Es  sei  nun  angenommen,  auf  der  enlgegCB- 
geseliien  Seite  eines  dieser  Aeihertheilchen  befinde  sich  ein  zweites  Te- 
traoder wieder  im  Minimum  der  Abstossong.  Die  beiden  Tetraeder  wen- 
den sich  die  Flüchen  ku  und  sind  ebenfalls  im  Minimum  der  gegcnseitigea 
Abstossung,  wenn  das  eine  gegen  d>is  andere  um  60"  um  die  die  beiden  ver- 
bindende Gerade  gudrubt  ist.  Ich  habe  in  meinen  Moleculargesetsen  ge- 
zeigt, dass  auf  diese  Weise  ein  Tetracdcrkrystall  entstehe,  und  es  soll  daher 
hier  davon  Umgang  genommen  werden.  Von  den  ursprünglichen  Dyna- 
mideuhüllen  können  noch  mehrere  Acthorthoilchou  auch  in  dem  Krystalle 
zwischen  den  beiden  Elementartetraedern  siebeu  bleiben;  doch  will  ich  nm 
der  Kiiifacbbeit  der  Formeln  willen  davon  abseben.  Jedenfalls  ist  so  viel 
sieher,  dass  die  vorgenannte  Stellung  eine  Gleichgewichtslage  rcpräseutirt, 
welche  vorkommen  kann,  und  die  Frage,  ob  noch  mehrere  andere  um 
welche  vorkommen  köanen,  za  beantworten,  wUrde  ausserhalb  des  Zwecki 
der  gegenwftrtigen  Schrift  stehen. 

In   einem    Tetraoderkrystaite   heändet   sich ,    durch   hexagonale  Zwi>. 
schenrHume  gelrennt,  eine  grosse  Anaabl  von  solchen  Comhinalionen  von' 
Tetraeder,  Aetbertheilcben  und  Tetraeder  parallel  noben  einander,  uod 
man  kann  sich  nun  aus  einem  gros.sen  Kryslalle  eine  Platte  herausgesebnii 
len  denken,  deren  parnllelo  Flitchen  die  kleinen  Tetraedereben  entbaliea, 
während  die  Aetberlheilcben  in  der  Mitte  zwischen    beiden  FIftchen  sind, 
Von  einer  solchen  Platte  nehme  ich  aun  wieder  ein  Priam.i  ansgesclinittei 
das  eine  eiuzige  von  den  vorgenaunten  Reihen  entbillt.    Es  seien  nun 
lind  c  die  Constauten  für  die  Einheit  der  trägen  SubstauK  und  der  Kntfei 
aaiiff  für  die  gi-goiiooltigK  Wirkung  xwisohi'u  Massio-  und  Aeihi;ratom«i 
(Ausiobiiug)  für  AcÜmr  luid  Aelher  (Ä-Vislosiivnig^  ao4  ^^i  "Ä.»»«.!! 
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MuMenatom  (Abstossang).  Alle  Kräfte  nehmen  ab,  wie  das  Quadrat  der 
EatfemuDg  wächst.  Ausserdem  hat  r  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  Gleich- 
ang  2).  R  ist  die  Entfernung  zwischen  dem  einen  Tetraeder  und  dem 
Aethertheilehen ,  und  die  Distanz  der  beiden  Tetraeder  beträgt  also  2A. 

Die  gegenseitige  Wirkung  zwischen  einem  Tetraeder  und  dem  Aether- 
ibailchen  ist 

Die  Wirkung  swischen  den  beiden  Tetraedern  ist 

'^  \  9  27  /  4 

Die  Wirkung,  die  nun  das  eine  der  Tetraeder  von  den  beiden  anderen 
Bestand theilen  der  Combination  erfahrt,  ist 

Jfr=  amif,  (3  Ä-2  —  0,556 Ä-  *r»  +  0,162 Ä-»r*  + . . .) 
**^  —  6^«(8Ä-2-ll,inÄ-*r»  +  5,833Ä-V  +  ...)-0,25cm«Ä-2. 

Die  Constanten  a^  h  und  c  sind  streng  genommen  von  einander  nnab- 
hftDgig;  doch  kann  ein  Tetraeder  nur  bestehen  —  und  dieses  ist  hier  vor- 
ausgesetzt — ,  wenn  am  wenig  von  dem  Werthe  36fi  verschieden  ist.  Setzt 
man,  es  sei  die  Gleichung  2)  genau  erfällt  und  fi=l,  so  ist  am=^%h.    Be- 

sikglich  der  Grösse  c  haben  wir  die  Bedingungsgleichung*,  dass  - — c  (die 

Sckwsrewirkung)  gegen  die  Molecularkräfte  a,  b  und  c  verschwindend  klein 
■ein  BI0S9.  Siebt  man  von  dieser  Wirkung  ganz  ab,  so  wird  cn^~-^h^'=rz\)b. 
Nach  diesen  Vereinfachungen  wird 

M)  Fr=  — 1,256Ä-2^».4I46Ä-M  — 5,3476Ä-*r*  +  .... 

Ich  will  nun,  um  mein  Verfahren  klarer  zu  machen,  zuerst  eine  An* 
vsadaug  dieser  Gleichung  auf  die  £lasticitätsverhältnisi>e  des  Körpers  vor- 
flkreii. 

Geht  infolge  eines  Zuges  H  die  Grösse  R  in  R  +  ^R  über,  so  hat  man, 
wenn  lusn  bei  der  zweiten  Potenz  von  JR  stehen  bleibt  und  den  nun  on- 

■tinten  Bruch  -^  mit  a  bezeichnet: 
H 

FT,  =  -ir  +  6Ä-«{- 1,25  +  0.443«» -5,^7  «*  +  .,.; 

M)  ^bR-^JR  (—  2,5  +  47,222«»  —  ^/PfZu*  +  ...) 

+  bR-^JIi^{'^  3.75  +  1 41 .67  «»  —  1 1 2,2Ö  «*  +  , , . ;. 

^ikt  in  dieser  Gleichung  ein  Zug,  df:r  h*:\uift  Wirk<9rji;  nach  t'\u",t  V't 
P^rang  der  Abstossnng  gleich  zu  oefam«:n  i«t;  f.^  kothuti  tkUo  mti  df.ui 
Wehen  —  auf  die  rechte  Seite  des  GMth\it'itMz*:'i':h^uk, 
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Dnrcli  die  V^rgtöuüprung  von  R  t«t  das  oben  nogenommene  Pnun 
guwiLulieen,  und  ea  trugt  skli  nun,  weklie  Wirkung  der  AbütosBiiDg,  die  wi 
in  54)  off^ntiftr  Imbeii,  entgpgeuKUiiclsen  »ei.  Diese  Wirkung  ibi  der  Aethci 
druck.  Vor  dtr  Ausdehnung  w«r  bereits  ein  solcher  da,  nod  dieser  w« 
UberhHU|>t  UrsacliP,  dAse  die  nngeuommrne  Combiaation  von  cwei  Te 
traedein  und  «inoni  Aetlieitbeilclien  dem  Lehrsätze  vom  Aetberdrnuk  xS-j 
folge  bei  einnndet  geblieben  ist.  Bei  der  Vorgrösuerung  de« 
volums  ist  keio  Apther  bioeingekxminen  aud  da  inithie  der  leere  ItHnnt  g« 
'  wachsen  ist,  so  ist  auL-h  der  Aetbordruck  grösser  geworden, 
sieb  nnn,  wie  gross  ist  derselbe  jeta;t?  L)(.-r  Aotherdruck  ist  gei 
aU  sei  der  allgemeine  Haum  Ütberleer,  dafür  aber  in  dem  Raui 
der  Körper  eionimmt,  eine  Subaianz  ebenso  vertbeill,  wie  sonst  der  Acth« 
im  freien  KRume,  die  «ber  ttacb  dem  nümliuhen  Gesetze,  wie  dieser,  nicbi 
abstfisst,  sondern  nnzieht.  So  sieber  dieser  Ssts  ist,  so  schwer  ist  fl 
xnr  Zeil,  nniugeben ,  wie  gross  diese  Anziehung  an  einem  betreffendfli 
Punkte  ist,  wenn  es  sich  um  sehr  kleine  RHume  bandelt,  in  denen  die 
der  Gruppiruug  der  AetherlheiIcUeii  nicht  mehr  vernachlitssigt  werden  lUrfj 
bei  denen  es  nicht  mehr  genau  ist,  wenn  man  die  Aethersubstanz  kl»  c 
tinulrlicb  über  den  ganzen  Kaum  aisgebreilet  betrachtet. 

Wenn  übrigens  diese  Annahme  nicht  streng  richtig  ist,  so  ist  sie  d 
tvenigsteus  für  jeizt  uiubt  ku  umgehen ,  und  es  ist  die  Abweichung  von  da 
Wahrheit  nicht  sehr  gross,  wenn  ich  znnilchst  annehme,  der  von  dein  Körp«| 
eingenommen«  Khuiu  sei  gleich  dem  Volumen  eines  I'riomas  nderCylinder 
von  dem  Querschnitte  I  und  einer  I.üngc,  die  ursprünglich  2/{  beU-Ügt  nni 
infolge  des  Zuges  in  2[R-^jR)  übergeht.  Es  sei  ferner  Hngenommen,  d( 
Druck  fiude  gegen  den  Mittelpunkt  des  Prismas  statt  und  sei  dem  Qui 
drate  der  Entfernung  von  diesem  Mittelpunkte  umgekehrt  proportional.    L 

—  eine  Conslante,  welche  den  Actbeidruck  für  die  Einheit  des  Volnmea 

augiebt,  SD  ist  dieser  für  das  Volumen  2fl  gleich  /UH,  und  der  auf  eiae» 
der  Entfernung  R  vom  Mittelpunkte  gelegenen  Punkt  thStige  Druck  itl  an 

gegeben  durch  ^^MRK  Gehl  fl  in  Ä  + JÄliher,  so  wird  der  Dru< 
3/{/?-'— /i-'^fl+ft-'.rfÄ'...). 
Zur  Bestimmung  der  Cnnstautcn  M  haben  wir  die  Oleicbung  .%3),  dci 
es  giebt  H'  die  Abstoasung  na,  welche  in  der  tilcichgewichtBlage  aaf  di 
eine  Tetraedercheu  nnsgelibt  wird  nnd  durch  den  Aetberdrock  M  R—'  cfti 
pensirl  werden  muss.    Es  ist  al»o 

»lR-'+  Jf=0  oder 
65)  Af=I,2ä/)fl-'  — a,^41fc/f-*/■'^-5,:^47Afi-'^•'^-.... 

Diese^  Werth  vim  M  kann  nun  auch  in  54)  benutzt  werden,  denn  es  ist  da 
^  gJei'eb  der  Abßtosäong  der  Theikben  v-ln«  der  VVirkung  des  Zuges;  ■ 
üt  mlao 
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56)  J/(Ä-'-Ä-*^A?+Ä-'^/?'...)+  'f'i=^0. 

Im  Falle  de«  Gleichgewichtes  wir  1 

+  6Ä-2 (,  .>5  _  9,444a»  4-  5,347 a*  + . . .) 
^^^  -  b  R-^JR  (?,ö  -  47,222a>  +  32,084  «^  +  . . .) 

+  6 /^-^^Ä•  (3,75  —  14l,«7a*  +  112,29«*  + .. .). 

Wird  also  der  Werth  von  M  aas  55)  eingesetzt,  so  ergieht  sich,  wenn 
jRiR~*  =  x  genommen  wird: 

Ä  =  (1,25  —  37,778  a'  +  26,737  «^  +  . . . )  ^t 

—  (2,5  —  132,22  a»  +  106,94  a*  +    . . )  ^,. 

Da  der  Werth  von  a  nicht  wohl  über  0,25  sein  kann,  was  hier  voraus- 
gesetzt sein  soll,  so  sind  die  Coefticieuteü  von  xR"^  und  x^R^^  positiv, 
und  nennt  man  sie  der  Kürze  wegen  A  nnd  B^  so  geht  58)  über  in 

59)  HR'  =  Ax  —  Bx\ 

Diese  Gleichung  ergiebt  zunächst,  dass  die  Zugkraft  H,  welche  die  Atome 
um  einen  gleichen  aliquoten  Theil  der  ursprünglichen  Entfernung  ausein- 
anderbringt, dem  Quadrate  der  letzteren  umgekehrt  proportional  ist.    An- 

dererseits  hat  man 

R^ff 

Die  Ausdehnung,  die  der  Körper  erfährt,  ibt  der  ziehondi^ii  Kraft  pro- 
portional, so  lange  erstere  überhaupt  nur  klein  ist,  so  lange  man  also  das 
Product  Bx  vernachlässigen  kann;  hat  dagegen  x  einen  so  grossen  Werth, 
dass  diese  Vernachlässigung  von  Bx  nicht  mehr  statthaft  ist,  so  wächst  die 
Ausdehnung  rascher  als  die  ziehende  Kraft. 

Würde  man  statt  des  Zuges  einen  Druck  auf  den  Körper  ausüben,  so 
müsste  man  in  60)  für  ff  und  x  gleichzeitig  die  Zeichen  ändern,  weil  jetzt 
eine  Compression  entsteht;  man  hätte  also 

R'ff 
•*)  ""-^Ä+B-x^ 

welche  Gleichung  anzeigt,  dass  die  Compression  zuerst  dem  Drucke  pro- 
portional ist,  dann  aber  langsamer  wächst,  als  dieser. 

Bekanntlich  erhält  man  den  Elasticitätscoefficienten  eines  Körpers, 
wenn  man  die  Kraft  berechnet,  welche  nothwendig  wäre,  den  Körper  auf 
das  Doppelte  seiner  Länge  auszustrecken,  vorausgesetzt  jedoch,  dass 
sämmtliche  Ausdehnungen  in  der  nämlichen  Weise  erfolgen,  wie  die  ersten 
ganz  kleinen.  Man  hat  also,  um  diesen  Werth,  den  ich  mit  E  bezeichnen 
will,  zu  finden,  in  60)  das  Product  Bx  wegzulassen  und  dann  x  gleich  1  zu 
tetsen.    Es  ergiebt  sich  also 
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Der  Elnslicitütscoeflicieiit  ist  demnach  xii  erballen ,  wenn  mftn  in  itt  Ah': 
tttossuiigsfui'inel  noch  eine  ConEtanto  einführt.  Anf  dasselbe  Resultat  bin 
icb  Übrigens  schon  früher  auf  andere  Weise  gekommen.* 

Wenn  man  an  einen  Körper  ein  Gewicht  anhängt,  so  dehnt  er  sich  au 
und  findet  dünn  eine  neue  Gleichgewichtslage.  Wird  daa  angehängte  Ge- 
wicht vergrössert,  so  erfolgt  eine  neno  Ansdehnnng,  nnd  wenn  iliesc  s 
Hchiielier  wächst,  als  das  Gewicht,  no  ist  doch  im  Gänsen  eine  grüeeere  Be- 
lastung nothwendig,  um  ste  herbeizuführen,  aU  die  kleinere  vorausgeliende 
Ausdehnung  gehraucht  hatte.  Bei  dieser  fortgesetzten  Belastung  inuas  end- 
lich das  Gewicht,  welches  der  Körper  ausiabiilten  hat,  einen  grüssten  Werth 
erreichen,  nnd  hei  einer  clwaigeo  Vergrössernng  der  Betatitui 
Bruch  eintreten,  denn  um  eine  grössere  Ausdehnung  za  erhallen,  ist  keino 
Zunahme  der  Belastung  nölhig,  da  das  Maximani  bereits  erreicht  ist.  Der 
Körper  dehnt  sich  also  fortwährend  aus,  dabei  werden  seine  Atome  mehr 
und  mehr  von  einander  entfernt,  und  der  an  den  Seiten  des  Körpers  befioiI> 
liebe  äUBüere  Aether  drängt  sich  vermöge  des  allgemeinen  Aetherdruckei 
zwischen  die  Atome  des  Körpers,  dessen  Zusammenhang,  der  ja  nur  tmi 
dem  Drucke  des  äusseren  Aelbors  beruhte,  da  aufgehoben  wird,  wo  dot 
äussere  Aether  eindringt.  Der  Körper  bricht,  und  das  Brechen  eines  K6r- 
pers  ist  analog  der  Abnahme  eines  evaeuirlen  Recipienten  von  dem  Tnllef 
der  [.nfipumpe.  Man  bekommt  den  Werth  von  .r  und  den  entaprecbeudea 
von  H  aus  59).    Es  wird 

:r=.^nndff=^-^. 

Würde  man  in  Glefcbung  58)  u  =  0,1  Beizen ,  so  würde  der  Brach  er- 
folgen ,  sobald  31  =^0,255  ist-  es  miisste  also  der  KSrper  am  etwas  mehr  als ' 
ein  Viertlicil  seiner  ursprünglichen  Länge  ge&treckt  werden.  Dieser  Wetth 
von  a'  ist  bedeutend  gröfiser,  aU  die  Beobachtung  ihn  angiebtj  es  wäre  Ubti* 
gens,  wenn  es  nothwendig  wäre,  offenbar  keine  grosse  Kunst,  die  Cooatan' 
ten  a,  h,  c,  a  so  zu  wählen,  dass  das  Maximnm  von  x  einen  bedeutend  kleü 
neren  Werth  bekäme.  Ich  unterlasse  dieses,  weil  ich  keinen  erhebliche 
Gewinn  darin  finde,  und  weil  es  dann  nölhig  wäre,  noch  die  seitliebe  Ooo-. 
traction  des  in  Kedc  stehenden  Prismas  in  Rechnung  eu  Kieheii.  Wird  dei 
selbe  nämlich  in  die  Länge  gezogen,  so  wird  die  von  dem  Tetraeder  dal 
einen  Endfläche  huI'  die  yeillicli  von  dem  andern  stehenden  Tetraeder  atu 
geübte  Abstoasung  kleiner  und  damit  auch  die  seitliche  Componirendl 
welche  diese  rernhält.  Zieht  man  also  das  Frisma  länger,  so  wird  es  dabi 
dlinner,  und  das  Volumen  des  ätherleeren  Raumes  wnehst  daher  etwas  langi 
samer,  als  die  Länge.  Da  nun  das  Zerbrechen  um  so  ober  eintreten  lonsl 
je  langsamer  der  Aelherdruck  wächst,  niuss  dieser  Umstand  dazu  beilrageil 
das  Maximum  der  nWiglivhen  Dehnung  kleiner  zn  machen. 

•  MoJ.-Qea.  28. 
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Zieht  wui  daa  abeD  aDgcnomnieiie  Prisma  anBeinaoder,  nnd  läaat  man 
e*  daiit)  rascli  los,  oüer  drückt  man  es  durch  eioen  rascLeu  Schlag  z 
»en,  so  inttssen  Oscillationen  der  einzelDen  Theilclten  um  die  Gleich- 
^wichuUge  entstehen,  und  iusofern  die  Wfirme  auf  Schwing 
angen  ilor  Körpertheilc  hen  herutit,  mnss  durch  diese  me 
chkaiacUe  Wirknng  eine  dersellien  entsprechende  OacüU 
tioB,  also  auch  eine  aDgamesaene  Wärmeq  uautitHt  hervor 
EOrnfon  werden. 

Ich  habe  ohen  die  Conet&nten  a,  b.  c  und  o  willkürlich  gewählt.  Man 
kennte  im  ersten  Augenblicke  ginnhen,  dass  dadurch  die  von  mii  ahgel^i- 
letrn  Rosultate  sehr  prekÄr  würden ;  doch  ist  dieses  nicht  eo  nvg.  Es  kann 
daa  Vcrhlllniss  von  a  und  b  möglirhcrweise  nicht  genau  durch  die  Gleich- 
Dog  a«  =  3ftf(  ausgedrückt  werden,  ohne  dass  darnni  die  Bildung  eines 
TetraPder«  beeinträchtigt  würde,  und  so  lange  ein  Tetraeder  entsteht,  wer- 
den die  Keitnltaie  gelten.  Bei  einer  bedeutenden  Vcrklelnevnng  von  »i  wUrde 
•b«  Hexagonalpyramido,  bei  einer  Vergruseerung  ein  amorpher  Kürper 
»am  Vomchein  kommen.  Uann  mlisste  die  oben  vorausgesctzio  gr>genseitige 
Slj'ltang  der  einselnen  KHrjior  geändert  werden,  und  die  Aufgabe  würe  nun 
wohl  eine  andere,  sie  müHSte  aber  nach  Aufatellung  der  neuen  Grundgleich- 
ongen  ebenso    behandelt   werden,    wie   das    oben    hei  dem  Tetraeder  ge- 


Mbeben  ist. 

Wa«  die  ßrüsse  c  anbelangt, 

w»g'n  der  Schwerewirkung  mnsa  — - 


>  ist  R 


I  nicht  ganz  nnahhKngig,  denn 
nahezu  verschwindende  Grösse 


Min.  Bei  sehr  kleinen  Wertbeu  von  -  würde  ein  Octaeder  entsleben,  nnc 
aan  hUtle  hier  wieder  eine  andere  Aurgabe.  Wenn  also  ein  Tetraedei 
•li Abgangs j>nnkt  genommen  werden  soll,  ho  kann  der  Werlh 
niiMwohl  aber  0,2E>  betragen. 


fC 


h  i>iiiem  Tetraederkrystalle  ist  steta  den  vier  Flüchen  gegenüber  ein 

udfrcf  Tetra  od  or  gestellt,  nnd  nach  der  obigen  Voraussetzung  des  mög- 

litli»!  einrachen   Fallea    befindet    sich   zwischen  je   awei  Tetraedern    ein 

I    AMherlhei leben.     Entfernt  »ich  nun  ein  solches  Totraederchen  aus  seiner 

I  Oleielijewichtslago,  so  befindet  es  sich  innerhalb  einer  dreiseitigen  Pyra- 

I  wiIk,  deren  Spitze  durch  den  Punkt  der  Gleichgewichtslage  selbst  gebildet 

I  'i'i,  wAhtend  an  den  anderen  drei  Kcken  drei  weitere  kleine  Telraedor- 

1  tliea  liegen,  nnd  auf  der  Mitte  jeder  Seite  ein  Aethertheilchon  sich  befindet. 

l^QwaiQUilwirkiiug,  die  nnn  auf  das  aus  seiner  Hnhelnge  ontfernto  Te- 

■n«d«rtbeQ  ansgeltbt  wird,  ist  eine  solche,  vermöge  welcher  es  auf  seinen 

I   ''Iki  mnlckkehrt.    Ist  ea  dort  angelangt^  so  geht  es  vermöge  der  Trägheit 

iuühtf  blamag,  kommt  aber  dabei  ia  eine  andere  Pyramide  uuA  NJiti  ea4- 
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lieh  wied«r  zam  Umkehren  gebrachl,  dne  TctrneilerFlten  oncillirt.  Im  At)- 
gemeinen  kann  die  Oscillationsriciilnng  eine  gunz  beliebige  sein;  allcis  ] 
unter  dieser  UanDiclifalligkeit  von  Ricblangen  isl  doch  eipe,  welche  beson<J 
dere  Berücksichlignug  verdient,  und  diese  ist  diejenige,  bei  wolcb 
das  Telraederchen  in  der  auf  der  Bnais  der  Pyramide  errichteten  Seokrechj 
ten  bewegt.  Diese  Riebtang  ist  bckannilich  diejenige,  in  welcher  die 
solnte  Sommo  der  verschiedenen  AbEtoKsnngen  einen  kleinsten  Werlh  er-  ' 
reicht,  und  in  der  also  dns  schwingende  Telraederchen  bleiben  ninss, 
ee  in  deraclben  angelangt  ist,  während  ee  dabin  getrieben  wird,  wenn  ea 
anderweitig  schwingt.  Es  findet  hier  für  seine  Bewegung  den  geringsloc 
Widerstand.  Meinem  Grundsätze,  zanächet  mich  auf  die  Betrachtung  dei 
einfachsten  Falle  xu  beschränken,  getreu,  will  ich  im  Nachstehenden  »n- 
nehmen,  dass  die  Üscillalioneu  nur  in  der  angegebenen  Richtung  vor  sieb 
gehen.  Gesetzt,  es  stehe  ein  ztisamnieDgesetztes  Tetraeder,  das  ans  fUnf 
Elementartetraedern  (dem  inneren  nnd  den  vier  an  den  Ecken  befindlichen) 
und  ans  vier  Aethorkugoln  insammengesetal  ist,  auf  einer  horisonUleo 
Fliehe  auf,  und  das  innere  Tetraeder  schwinge  in  der  Verticatlinie, 
miwibt  seine  Schwingungsrichtnng  mit  der  Verbindungslinie  Ton  aeinM 
Gleichgewichtslage  und  einem  der  unteren  Ecktetmedei  einen  Winkel  von 
TO*  31'  46",  Der  Cosinus  dieses  Winkels  ist  J.  und  ebenso  ist  die  verticKia 
Componirende  der  Wirkung  eines  Seitenäthertheilcbens  oder  unteren  Eck- 
tetrseders  auf  das  innere  J  der  Wirkungderjenigen  des  obern  Aethertheilcheus 
oderEcktctraedora.  Da  solcher  seitlichen  Aelhertheilchen  oder  Ecktetraeder 
drei  sind,  so  ist  die  Wirkung  aller  drei  EUsammeD  gerade  so  gross,  als  die 
Wirkung  der  betreffenden  oberen  Theilchen,  während  die  horizontalen 
Componirenden  sich  aufheben,  und  für  das  schwingende  innere  Tetraeder 
ist  es  daher  gerade  so,  als  habe  man  die  Reihenfolge: 

Tetraoder,  Aether,  Tetraeder,  Aother,  Tetraeder, 
jedes  in  Betiehiing  anf  das  mittlere  Tetraeder  in  der  Stellung  der  kleinstaa 
AbstoBsting.     Die  Abstossnng,  welche  sich  dem  schwingenden  Tetraeder 
nach  aufwKits  hemmend  in  den  Weg  legt,  ist  derjenigen  gleich,  welche  eel 
bei  dem  Abwfirtsgeben  aufhält.    Selbstverständlich  sind  alle  SchwingnngetM 
klein  genug  zu  nehmen,  dass  eine  wesentliche  Acndcrung  des  Winkels,  den 
die  untere  Verbindungslinie  mit  der  Verticalen  macht,  nicht  eintritt.  I 

Die  auf  das  railllero  Tetraeder  ansgetibte  nnd  ebenso  die  von  ihm  an»»! 
gehende  Thäligkeit  ist  nach  53),  wenn  man  sich  auf  clie  swei  ersten  Gliedecl 
beschränkt :  I 

63)  W'=  —  l,25i.Ä-^  +  0,4446Ä-M.  I 

Für   die   absolute  Temperatur  i   geht  diese  Wirkung  zufolge  20)  und  M)l 
aber  in  1 

Öt;     H,=  —  (,2öiÄ- - +  9,444  6  fi-'H  — 0,375^  ß-'  +  7,082l  Ä-*r*.  I 


») 
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Wichst  die  Temperatar  am  Axy  so  nimmt  R  am  z/i?  za,  and  bleibt  man 
wieder  bei  der  zweiten  Potenz  von  JB,  stehen,  so  erhält  man 

*^T+-i/«=-  I,256Ä^'  +  9,444ÄÄ-M- 0,375-  Ä"!  +  7,085  ^  T<r^i^ 

k  k 

+  \2fibR-^  —  47,222 ÄÄ-V  +  0,375  ?  Ä-^ _  28,340 ^  /?-»  ^A  jR 

—  U,75  6  Ä- ^ -- 141,66  6  Ä-V»  +  0,375 1 Ä- 3  _  70,850  ^  Ä- «  r»)  ^fi« 

-  (0,875  —  -  7,086  — —  j  ^/T. 

Der  Wirkung  W^  mass  der  Aetherdraok  i^,  Widerstand  leisten.    Geht 
W^  in  ^T  +  jt  über,  so  erfolgt  eine  Ansdehnang,  der  wieder  ein  vergrös- 
seiter  Aetherdmck   ^^r  +  i^r  entspricht.     Die  Bestimmung  dieses  Aether* 
dmckes  Iftsst  sieh  in  Hhnlicher  Weise  durchführen ,  wie  dieses  bereits  oben 
geschehen  ist,  und  es  muss  hier  nur  bemerkt  werden,  dass  jetzt  die  Ans- 
dehnang nicht  mehr  eine  lineare,  sondern  eine  räumliche  ist,  da  das  Te- 
traeder nach  allen  drei  Richtungen  wächst.    Der  Druck  nimmt  wieder  dem 
Volumen  entsprechend  zu ,  und  nimmt  man  in  Ermangelung  eines  besseren 
Sattes  wieder  an,  es  sei  die  Aethersubstanz  continuirlich  Über  den  ganzen 
gegebenen  Raum  verbreitet,  und  der  Druck  sei  gegen  den  Mittelpunkt  hin 
gerichtet,  sei   also  gleich  einer  von  diesem  ausgehenden  Anziehung,  so 
hat  man 

ind 

Zar  Bestimmung  von  M  hat  man  die  Gleichung 
tt)  Mn+W^=:0, 

v«rias  sich  ergiebt 
«)    Jlf  =  l,25ft Ä-'*  -  9,4446Ä-«r»  +  0,375-  Ä^^  _  7^085  j  R-^r*. 

Bei  der  erhöhten  Temperatur  muss  der  verstärkten  Abstossung  von 
iBDen  der  verstärkte  Aetherdruck  von  aussen  das  Gleichgewicht  halten,  und 
QUU)  hit  daher 

Setzt  man  aus  65)  und  69)  die  Werthe  ein  und  wird  wieder  rR'  ^  =a 
^R^^jRssx  genommen,  so  bekommt  man 

(t,756-.ö6,67 6a»  -f  0,75  ^-35,07^a») a: 4  3,75 b - 141,66^ «» +  0,371^  ^  -70,85«»j j x" 
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Da  nun  wieder  c(<0,25  stn  DelimeD  ist,  so  siod  die  in  KUmmern  eiaj 
geschlossen en  Ansdtdckß  positiv,  nnd  seist  man  an  ihre  Stelle  wieder, 
und  B,  60  wird 

72)  Ax—Bx'^  (0,375  —  7,085 "')  r ■^ » 

nnd 

(0,370  —  7,085«')    Ä 


.  _  A  +  y^  —  Ah  (0.375  —  7.085 g*)  R 

1  '^—  25  k      '■ 

Ist  die  Tempe rata rzun ahme  /lt=:\'',  so  giebt  x  den  linearen  Ansdeh- 
nUDgacoefficieiiteD,  uod  derselbe  ist,  wenn  Jx  andere  Werlbe  nnnimra^ 
dieser  GriiHse  proportioual,  so  lange  Dx  gngen  A  rernacblässigt  werde» 
kann;  für  grijssere  Werlhc  von  z/t  dngegen  ergiebt  sich,  dass  die  Zunsbrof 
von  R  rsBclier  vor  sich  gebt,  als  dio  von  t.  Es  hängt  jedoch,  wie  sich  ant: 
der  sehr  verein Tachten  Gleichnng  71}  crgicbt,  diese  Zunahme  der  Ai 
dehnung  von  einer  ganzen  Menge  von  GrösBen  ab. 

Man  kann  t  als  die  absolute  Temperatur  des  Nnllpnnktei  irgend  einer< 
Scala  betrachten,  Thnt  man  dieses,  so  ist  X  die  Aenderung  bi«  zu  nJx'  b»- 
ziiglicli  der  Grösse  bei  0".  Setzt  man  in  71)  t  =  0,  so  giebt  ^x  die  Ansdeh- 
nnng  von  dem  absoluten  Nnllpunkte  an. 

Wie  ans  der  obeB  vorgeführten  Darstellung  der  Bildung  der  Dynnmi- 
den  hervorgebt,  ist  dio  Wirknng  eines  Tetraeders  nicht  nach  allen  Rich- 
tungen die  nämliche,  und  die  oben  erwähnten  Flüchen  gleicher  Abaloasani* 
werden  daher  auch  von  der  Kugelgestalt  abweichen  mUssen.  Wenn  sich 
nun  einem  angenommenen  ersten  Tetraeder  gegenüber,  wenn  auch  dorch, 
ein  Aelhertlicilchen  davon  getrennt,  ein  zweites  anlagert,  so  wird  diesea 
zweite  gegen  das  erste  nicht  jede  beliebige  Stellung  einnehmen  können, 
sondern  es  mnss  sich  so  ütellon,  dnss  beide  gegeuscilig  im  Minimnn)  deT' 
AbstoBsnng  sich  boündan,  und  diese  Position  der  kleinsten  Abstossnng  ist 
(wenn  R  nicht  <4r)  diejenige,  in  welcher  die  beiden  Elemcntartotraedar 
einander  die  Flüchen  znwelsen ,  wodurch  dann  dio  Bildungeines  grösseren 
Tetraederkrystnlles  eingeleitet  ist.  Dreht  man  zwei  der  kleinen  Tetraeder- 
chen gegen  einander,  so  werden  sie,  da  sie  dadurch  ans  der  Lage  der  klein- 
sten Abstossnng  herausgebracht  werden,  dieser  Drehung  einen  Widereland 
leisten,  nnd  dieser  Widerstand  ist  das,  was  man  im  gcwöhnlicbeu  Leben 
mit  dem  Worte  Härte  bezeichnet.  Diese  Tlürle  kann  nnr  von  dem  Ver- 
hältnisse von  —  [Gleich.  50),  51),  52)]  abhängen,  und  sie  wird  dämm,  da  r 

constant,  R  veründerlich  ist,  abnehmen,  wenn  ß  wächst.    Wenn  also  durcbi 

Tetnperalarerhiihnag   dio   Entfernung   »wischen   swei  Tetraedern    wSehat, 

aimmt  die  M»ch\.  derjenigen  Tliäligkeit,  die  den  'V'eU»eÄem  Wjt*  ft'(«A\e.U«S 


Von  Prof.  Dr.  Wittwer, 

Slellaugfln  snweiit,  «b,  und  dHriim  werden  die  Körper  bei  zuueliaißnder 
Ttinperatar  weicher.  Der  Wirkuug  der  Tetraeder,  die  eine  gegenseitige 
JIiiUKDng  ist,  entgegen  ist  der  Aetherdruck  ihätig.  So!n  Bestrobou  ist  die 
BtrtlelluDg  der  Kngelform  des  eingG§chloB8eQeii  Körpers,  und  seine  Macht 
Ticbl  mit  dem  Radius  der  Kugel.  Wenn  nun  die  Härte  mit  zunehmeu- 
dem  R  abnimmt,  die  anf  die  Kugetform  hiimrbeilende  Aetherwirkung 
lülul,  »0  muas  man  endlich  xu  einem  Punkte  kommen,  wo  beide  gleich 
lod  bei  dessen  Uebersclireilung  die  GeetaU  eintreten  muss,  die  der 
ielhcrdrock  erheischt.  Unser  Körper  gelit  also  von  dem  Tetraeder  ia  die 
Kngelform  Über,  es  bildet  sich  ein  Tropfen.  Für  grössere  Mrskcq  ist  noch 
noe  weitere  Kral^  sn  berticktiichtigen,  und  diese  ist  die  Schwerewirkung  der 
,  welche  wieder  die  Kugelform  modificirt  und  eine  horizontale  Oher- 
Ikhe  herstellt.  Früher  glaubte  ich,  üifse  Kraft  sei  wenn  nicht  allein,  doeh 
is  erster  Stelle  für  die  Aeoderung  des  festen  Aggregatsiistandes  in  den  Hüs- 
j  massgebend,  doch  bin  ich  von  dieser  Ansicht  Bbgekommen,  weil  bei 
äier  ÄnntihmB  die  Tropfenform  unerkliirt  bleibt,  Die  Tropfenform  macht 
Mitli  »bcr  früher  geltend,  als  die  Horizontaltläcbc,  erhält  sich  derselben  ent- 
g«e«u  (Quecksilber)  und  darum  masa  der  sie  bewitkeuden  Ursache  der 
iTDrlritl  eingeräumt  werden.  Der  feste  Aggrogntzu stand  der  Körper  unter- 
■ebeidet  sich  also  von  dem  flussigen  dadnich,  dass  bei  dem  ersteren  dio- 
iroige  Kraft  überwiegt,  vermöge  welcher  den  einzelneu  Moleculeu  (in  nn- 
mtiu  Falle  Telraedern)  ein  bestimmter  Platz  angewiesen  wird,  was  hei  den 
iMi'treD  nicht  der  Fall  ist. 

Bei  den  Gasen  ist  eine  Gleichgewichtslage  überhaupt  nicht  mehr  da, 
ditHolecnle  entfernen  sich  von  einander  und  jedes  versieht  sich  mit  Aethor- 

ktllsa,  wodarch  der  Werth  -  so  klein  wird,  dass  man  ihn  als  verschwin- 

^d  betrachten  kann. 

Unter  der  Annahme,  dass  die  durch  die  Wärme  veranlasste  Ausdeh- 
aingdcM  durch  14)  ausgedruckten  Kürpors  stets  so  kloin  sei,  dass  man  die- 
Jtaigeu  Potenzen  von  x,    welche  die  zweite  übersteigen,  vernachlässigen 

,  UsBt  sich  auch  die  Temperatnr  bestimmen,  bei  welcher  der  Kiirper 
'**ionn  Aggregatzustend  verändcin  muss.  Wenn  nämlich  Ji  immer  ^'rüsser 
*'rd,  «0  muss  CS  endlich  einmal  dahin  kommen,  dass  (Gleich.  74)| 

JS)  4ß((l,375  — 7,085o')  -  Jt=A' 

'*t(i,  und  sobald  dieser  Werth  von  Ji  Überschritten  ist,  wird  in  74)  der 
■  QrMlansdrnck  imaginär  und  das  Tetraoder  kann  als  solches  nicht  weiter 
*M«li«n;  «ntweder  kommt  eine  andere  Gleichgewichtslage  (vcränderLo 
jitallform,  Uebergang  in  einen  amorphen  Korper),  oder  es  entsteht  eine 
^tegmlintitaDds&nd erntig  im  gewöhnlichen  Sinne  dos  Wortes. 

D*i  Vorstehende  gilt  zunScbst,  nm  das  Princip  anzugeben,  R»i^  4ettii\ft 

9keai»taaderaug  eines  Körpers    beruht     Ansserdem   ■witC:  ob   av-iVt  lu 
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recbtfertigeD ,  gerade  bis  zur  zweiten  Potenz  vou  x  zd  gelten  nod  dabei 
stehen  ao  bleiben,  In  Wahrheit  ist  die  Gleichung  72)  eine  Gleichung  vom 
n'"  Grade,  wenn  ii  so  gross  ist,  dftss  das  mit  .t'+i  mnlliplicirte  Glied  nur 
die  Grösse  von  .t  keinen  bemerkbaren  ICinlluss  mehr  bat,  was  im  Atlger 
Den  wohl  ziemlich  bald  geschehen  mag,  da  x  stets  ein  kleiner  echter  Bruch 
ist.  ßs  gicbt  nun  ffir  die  verschiedenen  Körper  Je  eine  derartige  Olei 
nug  und  durch  Anftuchen  ihrer  Wurzeln  bekommt  uiau  di"  jeweiligen  A 
debnungen.  Um  einen  klareren  Blick  in  diese  Verhältnisse  tu  erzieleoi 
habe  ich  willkürlich  eine  Gleichang  vnm  vierten  Grade  vorgenoranien  o 
die  Werlbe  gesucht,  welche  x  bekomml,  wenn  man  das  von  x  freieGltc^, 
Süden.    Dieae  Gleichung  ist 

76)  x'  —  (1,2a:*  —  0,08.i;'  +  0,018  j:  —  «^1  =  0; 

Hio  ist  vollständig  willkürlich  gewählt,  kann  aber  ganz  gul  die  Gleicbuog 
irgend  eines  der  unendlich  vielen  Naturkörper  sein  oder  ihr  uabe  koinmeit, 
und  mag  einstweilen  die  übrigen  ropräseutiron. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  adx  nach  und  nach  die  Werlho  0 
U,0001,  0,0003  u.  s.  w.  und  bezeichnet  man  die  einzelnen  Warseln  tnit  ^,, 
x„  X,,  so  bekommt  man  für  dieselben  nachstehende  Werlhc: 


«^T 

Xi 

■r. 

a'i 

** 

0,0000 

0,0000 

-  0,2800 

imag. 

iiug- 

üfmx 

0,0067 

-0,361B 

„ 

0,0002 

0,0117 

-0,29BS 

„ 

0,000286 

U,OI60 

-  0.2931 

0,3386 

0,2386 

0,0003 

0.018! 

-  0,8986 

0,2206 

0,8547 

0,00W 

0,0262 

-  0,3946 

0.1  B90 

U.2696 

0,0005 

0,0320 

0,2967 

11,1846 

0,27M 

0,0006 

0,M1I 

-  i),2968 

11,1701 

0,2860 

0,0007 

0,05!!1 

-  «,2970 

it,1661 

0.3907 

0,0008 

0,0658 

-0,3930 

0,1376 

0.2956 

0,0009 

0,1000 

-0,8000 

0,1000 

0.3000 

0,0010 

imag. 

-  0,3010 

imag. 

UJ040 

0,0011 

-  0,8021 

„ 

0,3076 

0,001S 

-0^31 

,. 

0,3110 

Angenommen,  die  Gleichung  76]  sei  wirklich  die  der  Gleichang  71^ 
antsprecbende  Ausdehnungsgleichung  eines  Körpers,  so  ergiebt  sieh  Jarai»| 
Kolgendes. 

Von  a4i  =  fi  bis  «^1:=  0,0001  beträgt  die  lineare  Ausdehnung  0,009il^fl 

wie  sie  durch  den  Werth  x,  angegeben  ist;  denn  man  kann  keinen  Ang«i^ 

blick  zweifeln,  dass  hier  *,  genommen  werden  mnss,  denn  die  Werthe  it» 

a^  sind  täaimtlicb  negativ,  können  nlirn  der  Nator  der  Aufgabe  nach  keiM 

Aaweadaog  fioden,  witiirendx,  und'^ imägmäT  aniÄ.  '^&<i\>a\.«d»^*\\M,< 
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•ich  X,  stetig  za,  uod  seine  Znnihme  ist  dem  Anwftcliseii  von  tt^t 

I,  «ber  niclil  ganz  proportional;  dpnu  bei  o',  gehl  die  Vergrösserang 

nuclier.     Wodd  aJt  den  Werth  0,00026«  erreicht  bat.  do  hören  x, 

:,  auf,  imaginär  zn  sein ;  der  Körper  n'ird  aber  die  ilineu  enteprecheode 

Jehaiing  nicht  RDnelinien,  da  er  sich  bereite  in  eiiier  tileicbgewichtsUgo 

licfindfll  nnd  er  naeli  ij  oder  t^  nnr  über  eine  Nicblgleidigewichlalage 

Iwagen    könnte.     Ancb    bei    liöherer  Temperatur    wird    ans   demselben 

■aaie  der  Körper  bei  .r,  bleiben.    So  geht  es  fori  bis  ajT  =  0,0OQ».    Von 

beobnclitet  man  ein  sehr  rasches  Wachsen  von  x,,   denn  während 

Ton  ([jtfis=  0,0007  bis  a^r  =  0,0006  nnr  von  0,0521  bis  0,0658,  also  nm 

il»7  aogenommen  bat.  slcigt  es   von  o^i  =  0,0008  bis  «ift  =  0,0000,  bis 

also  Dm  0,0342  oder  beinahe  das  Dreifache  Tür  lias  nämliche  Tempe- 

iDiervall.    Daa  ist  doch  wohl  ein  Vorgang,  welcher  dem  Verhalten,  das 

K&rper  vor  der  Aenderiing  ihres  ÄggregatsDSlandes  zeigen,  sehr  ähn- 

aiabt. 

Hat  «Jr  ilea  Werlh  0,000«,  so  ist  x,  =0.1000  geworden  und  bat  damit 
Mine  äusserste  Grenxe  erreicht,  denn  steigt  a.dr  noch  weiter ,  so  wird  x, 
lataginHr,  di«  Atome  entfernen  sich  also  von  einaudor,  und  treffen  sie  auf 
ikrem  Wege  keine  nene  Gleichgewichtslage,  so  entsteht  ein  Gas.  In  unse- 
ran  Falle  befindet  sich  aber  eine  sulche  zwcile  Gleichgewichtslage  in  x^ 
Ukd  bit  bei  a^t  =  0,000»  den  Werth  0,3000.  Die  lineare  Aasdehnung  springt 
also  plölalich  auf  das  Dreifache,  es  (ritt  eine  Aggregataustands- 
tadernng  ein.  Die  weitere  Ausdohnung  bei  noch  mehr  steigender  Tem- 
pentor  geht  nun  in  der  einzigen  noch  vorhandenen  Lage  der  X^  vor  sich, 
lii*  Ansdehnnng  ist  der  Temperatnrerhbbnug  nahe,  aber  nicht  ganz  propor- 
lieiMl.  denn  sie  ist  etwas  langsamer.  Es  tässt  sich  nicht  sagen,  ob  dieses 
Verlialtca  ein  allgemeines  sei,  denn  die  mir  sar  Verfügung  stehenden  Quel- 
len «ioil  anflallig  arm  an  einschlägigen  Beobachtungen  der  Ausdehnungs 
cudfGvienten  von  Fllissigkeiten  iu  der  Nähe  des  Schmelzpunktes.  Das 
Witssr  dehnt  sich  in  der  Nähe  des  Schmelzpunktes  nicht  nur  nicht  aus, 
•nJsru  sieht  sich  iitsaaimeu.  Das  Olireiiöl  dehnt  sich  etwas  langsai» 
■u.  all  die  Temperatur  wHchsl. 

Wenn  mau  den  Korper,  der  vorhin  als  von  o/iT  —  O  bis  a^T> 0,0000 

wirmi  angenomtnou  wurde,  wieder  abkUhlon  lässt,  so  befindet  er  sich  bei 

"."KB  in  dar  Gleichgewichtslage  x^.     Zwischen  x^  und  x,  siud  nur  solche 

^_  <i)ii(ietiniiogen ,  die  keine  Gleicbgetvicblslage  sind,  nnd  wenn  bei  unver- 

^Kttderter  Temperatnr  auch  eine  Cuwpcession  von  x^  gegen  j,  stattfinden 

^H'^JIt«,  so  stellt  sich  doch  innerhalb  gewisser  Grenzen  x^  wieder  her.    Es 

^~  Hralii  hierauf  die  sogenannte  Surfusioti,  vermöge  deren  wohl  Wasser  unler 

4't  alMr  nicht  Eis  über  0°  mügÜch  ist.    Der  Zustand  x^  kann  bestehen  bis 

k«JI  =  0J)0O2afl  lind  jenseits   dieser  Grenze   ist  er  unmöglich.     Zwischen 
«JtB:«,0002M  und  a.dt  =^0,0009  kann  wohl  ein  plötzlicher  Uebergang  aus 
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umgekehrtem  Sinne,  denn  der  erstere  Umschlag  wird  durch  den  Aether- 
druck  begünstigt,  letzterer  gehindert. 

Bekommt  adj  nach  und  nach  höhere  Werthe,  so  wächst  x^  fortwäh- 
rend, und  diese  Wurzel  wird  nicht  imaginär,  welch  hohen  Werth  adx  auch 
bekommen  mag.  Der  durch  die  Gleichung  76)  angegebene  Körper  ist  daher 
nicht  flüchtig;  ein  flüchtiger  Körper  muss  eine  Gleichung  haben,  in  der  zu- 
letzt alle  Wurzeln  imaginär  werden,  oder  es  muss  diejenige  Wurzel,  in  der 
der  Körper  fortgeführt  wurde,  dann,  wenn  sie  imaginär  wird,  einen  grösse- 
ren Werth  haben,  als  die  noch  vorhandenen  reellen,  denn  wenn  die  Atome 
infolge  des  Imaginärwerdens  die  gegebene  Wurzel  verlassen,  entfernen. sie 
sich  von  einander  und  müssen  auf  ihrem  Wege  nach  auswärts  einen  neuen 
reellen  Werth  von  x  finden ,  bei  dem  sie  gewissermassen  aufgefangen  wer- 
den. Werdeuf  sie  nicht  aufgefangen ,  so  entsteht  mit  Ueberspringung  eines 
Aggregatzustandes  ein  Gas,  wie  wir  das  z.  B.  bei  dem  Bise  haben,  das  die 
Wasserform  Überspringend,  unmittelbar  die  Luftform  annehmen  kann. 

Wenn  bei  einem  Körper  der  Uebergang  von  Xi  auf  a?^  stattfindet,  so 
kann  nicht  unbedingt  gesagt  werden,  dass  der  Körper  geschmolzen  sei, 
denn  er  kann  möglicherweise  in  mehreren  festen  oder  flüssigen  Zuständen 
vorkommen.  So  hat  der  Phosphor  streng  genommen  vier  Aggregatzustände, 
zwei  feste,  einen  tropfbarflüssigen  und  einen  luftförmigen.  Der  Schwefel 
kommt  gar  in  sechs  Zuständen  vor,  drei  (a,  ß  und  y  Schwefel)  festen,  zwei 
tropfbarflüssigen  und  einem  luftförmigen. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelte  Erklärung  der  Aggregatzustandsver- 
änderung  ist  übrigens  nicht  die  einzig  mögliche;  es  können  auch  Aendo- 
rungen  der  der  Gleichung  72)  entsprechenden  Fundamentalgleichung  vor- 
kommen. Ein  Beispiel  dürfte  dieses  klarer  machen.  Nimmt  man  ein  Ele- 
mentartetraeder, wie  dieses  im  Vorstehenden  vorausgesetzt  wurde,  an,  so 

ist  bei  kleinen  Werthen  von  —  die  Gleichgewichtslage  der  kleinsten  Ab- 

stossung  nicht  mehr  diejenige,  bei  der  zwei  Tetraederchen  sich  die  Flächen 
zukehren,  sondern  diejenige,  bei  welcher  sich  zwei  Kanten  so  zugewendet 
sind,  dass  die  sich  gegenüberstehenden  Kanten  gegen  einander  00°  um  die 
sie  verbindende  Gerade  gedreht  sind.  In  diesem  Falle  entsteht  durch  Ver- 
bindung einer  grossen  Menge  von  Tetraedern  nicht  ein  Tetraederkry stall, 
sondern  ein  Octaeder.  Ich  hätte  nun  diese  Stellung  voraussetzen  und  im 
Vorstehenden  ebenso  zu  Grunde  legen  können,  wie  ich  dieses  bei  dem  Te- 
traeder gethan  habe ,  und  die  Resultate  wären  (allerdings  mit  einiger  Ver- 
änderung der  Ziffern  im  Wesentlichen)  die  nämlichen  geblieben;  doch  habe 

ich  dieses  aus  dem  Grunde  nicht  gethan,  weil  ich  bei  Zugrundelegung  des 

f 
Octaeders,  also  des  grösseren  -^ ,  in  sämmtlichen  Formeln  noch  höhere^Po- 

tensen  von  -5,  also  mehr  Glieder  hätte  berücksichtigen  müssen,  als  dieses 
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bei  dem  Tetraeder  nötbig  war,  was  dann  die  Formeln  mehr  als  nothwendig 
vergrössert  hätte.  Ich  will  nun  setzen,  es  sei  die  Rechnung  für  das  Oc- 
taeder  durchgeführt,  und  man  sei  auf  die  72)  oder  76)  analoge  Gleichung 
gekommen.  In  diesem  Falle  wird  man  durch  allmälige  Vergrösserung  von 
Jx  grössere  und  grössere  Werthe  von  x  bekommen,  und  endlich  gelangt 
man  an  eine  Grenze,  jenseits  welcher  x  imaginär  wird.  Nun  kann  das  Oc- 
taeder  nicht  mehr  bestehen,  die  Atome  entfernen  sich  also  von  einander^ 
und  in  grösserer  gegenseitiger  Entfernung  finden  sie  eine  neue  Gleich- 
gewichtslage ,  diejenige ,  welche  durch  72)  angegeben  ist.  Es  ergiebt  sich, 
dass  das  Ueberspringen  von  einer  Gleichung  zu  der  andern  analog  ist  dem 
oben  angenommenen  Ueberspringen  von  einem  x  auf  das  andere.  Im 
Uebrigen  muss  dieselbe  Reihenfolge  von  Erscheinungen  auftreten,  und  es 
kann  sich  die  Aenderung  der  Gleichung  möglicherweise  öfter,  je  nach  der 
Zahl  der  Aggregatzustände,  wiederholen.  Ich  muss  jedoch  hierbei  bemer- 
ken, dass  bei  den  Aggregatzustandsänderungen  auch  Aenderungen  des 
Aethergehaltes  vorkommen  können ,  was  dann  natürlich  wieder  in  der  Aus- 
dehnungsgleichung berücksichtigt  werden  müsste;  doch  behalte  ich  mir  vor, 
hierüber  am  Schlüsse  noch  Einiges  nachzutragen. 

Es  wurde  oben  [Gleich.  14)]  gezeigt,  dass  die  Schwingungszeit,  die 
ein  Körper  nöthig  hat,  von  der  Entfernung  des  reflectirenden  Gegenstandes 
abhängig  ist.  Hat  der  durch  Gleich.  70)  ausgedrückte  Körper  sich  durch 
die  Erhöhung  der  Temperatur  a^T  =  0  bis  a^T  =  0,0000  von  R  auf  i?.  1,1 
ausgedehnt,  so  ist  auch  die  Schwingungszeit  eine  andere  geworden.  Ist  € 
eine  constante  Zahl ,  so  ist  unter  Weglassung  der  Glieder  von  untergeord- 
neter Bedeutung  nach  14)  und  31)  die  Schwingungszabl  für  a^fT  =  0  aus- 
gedrückt durch 

wenn  mau  nach  53)  2  statt  n  und  1,256  statt  h  setzt.  Bei  der  Temperatur 
a^T  =  0,0009  und  der  Ausdehnung  f^.1,1  ist 


77)  z  =  £  }/' 


78)  ^.  =  */-Y-nV 

Hätte  sich  der  Körper  nicht  ausgedehnt,   so  wäre  die  Wärme  eines 

Atomes  für  die  Temperatur  0,0009,  wenn  die  constante  Grösse  e  JK  -^  durch 

9  ausgedrückt  wird : 

80)  fy  =  5m«r«; 

hat  er  sich  aber  ausgedehnt,  so  ist  zu  setzen 

81)  W,  =  sm*{V+  JVy  1,1-%. 

Sind  nun,  wie  angenommen,  beide  Temperaturen  gleich,  also  fF=  Wx^  so  ist 

m«F»  =  «m«  (F+ zf  F)«  1,1-V., 
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1111(1  di'r  auf  Am 


831 


^  C  =  0,0768  r, 
(ürweodete  Wärmoa 

=  sm'  F*.0,l&37. 


'■•]. 


Diese  lateut  gewordene  Wärme  tat  verweadcl  worden  anf  Uebcrwio 
ÜDiig  des  äusseren  Aetherdruckes ,  and  ist  das,  was  man  auch  innere  Ar 
brit  nennr.  Hätte  der  Kürper  ansser  diesem  Aeiberdmcke  noch  einen  ib- 
deru  xa  QberwiDden,  bälte  er  nocb  Ünssere  Arbeit  zu  leisten,  so  mtlEstl 
dieses  in  Gleicbang  TO)  berllcksicbtigt  werden,  und  wäre  JV  dieser  äassei 
Druck,  der  selbstverBtÄndlich  wieder  eine  Fnnction  von  fl  sein  kann,  t 
würde  70)  sich  umwaDdeln  in 

und  dicxcs  bälte  dann  wieder  auf  die  Gleichnngen  71)  bis  76)  seiueo  Eis 

flUHB. 

Tritt  in  unserem  Körper  bei  (i!ji  =  0,0009  eine  Aenderung  des  Aggi« 
gatzustanries  ein,  und  erhöbt  sieb  also  der  Werlb  von  B  plölslicb  von  R.  l, 
auf  R.1,3,  so  Qiuas  wieder  Wärme  latent  werden,  und  dieses  geschiebt  jeti 
in  erböbteuj  Grade.  Ist  V,  die  der  Ausdehnung  A.I,1  entsprechende  Gi 
seh  windigkeit,  f,  diejenige,  welche  bei  fl .  1,3  siattfiudet,  so  ist  tüt'ii 
uitmlicbe  Temperatur 

jwT,'.!, !-'/•=  sm'r,'.  1,3-*''', 
85)  F,=  I,133&F,, 

80)  rf(=-sm'r,'.  0,2847. 

Legt  UBU  den  von  mir  oben  angenommenen  Bau  einex  Tetraeder»  S 
Grunde  und  set^t  die  Eulferiiung  zwischen  einem  Elemeutartetraedei 
dem  uächstüu  Aethortbeilcheu  gleich  r,  so  ist,  wenn  der  Krystall  auf  ei o 
Fläche  gelegt  wird  und  seine  Höhe  f  »r  iet,  die  Zahl  dar  Aethertbeiteb« 
gegeben  durch 

t-')("  +  2) 


\    ^     ^     ^        ^        1.2     /  1.2,; 

hl  der 

(1+3  +  6  +  ... +  '■ 


Die  Zahl  der  Elcmentarteti 

"("  +  0' 


(n  +  l){n+2)  \ 


J  +  l^I+3  +  C  + 
J^(H-J)(«+2)(2»+3) 
1.2.3 

Da  nach  unserer  Vorausselzong  am=z9bfi  ist,  ein  Elemenlnrletrft»d«r 
also  drei  Aethertheilcben  neulralisirt,  ist  es,  insoweit  es  sich  um  die  Wi 
kung  auf  grössere  Entfernungen  handelt ,  gerade  »o ,  als  sei  an  der  Stell« 
eines  Elotneutartetraeders   ein    AotberlheJIcheu.     Für    die    Wirkung    amth 
auüsen  haben  wir  also  als  Aotheritabl 
g7j  .  =  8f,'  +  2ln'  +  a5w  +  6 


Von  Prof.  Dr.  Wittitbb. 
I>ii  Volanco  des  entsprechenden  Tetraeilerkry steltes  ist 

oj/s 

I  uud  ik  A«t|jcrdichtigkeit 

V  6.04  hM  *^    ' 

I>^  Vortbeilung  der  Aetherkugelo  im  allgemeinen  Räume,  die  zu  ken- 
a  hi«r  von  Interesse  wäre,  wissen  wir,  wie  bereits  erwähnt,  nicht;  doch 
kommi  ihr  diejenige  jedeoralltt  sehr  nahe,  welche  ninn  an  der  drei-  oder  vier- 
wiligen  Kugel  Pyramide  erhitlt.  Legen  wir  <liese  Grnppirung  für  die  Aethor- 
lb«ilcben  des  allgemeinen  Raumes  zu  Grunde,  so  ist  für  eine  quadratische 
kogeliiframide  von  n  Schichten 

«)  ..JM-lK'»+l)  . 

'      '  1.2.3 

i  du  Vulumen,  wenn  A  den  Äbstnod  zweier  Ki)geliii!ttel|iuuk(c  bedentot: 


2 


2n'/C 

Bul«utol  1  eine  sehr  grosse  Zahl,  su  erhält  man 

Üenkt  man  sich  nun  aus  einem  Tetraederkrystalle  eine  im  VerhÄltniss 
»  den  Molecalardistanzen  sehr  grosse  Kugel  auKgeschnitten,    so  ist  ihre 

Vltknng  nach  aussen,  wenn  man  von  den  höheren  Potensen  von  —  absieht. 

'üefinr«  Klherverdfinnteo  Raumes,  so  lange  iS<C<^i  Qnd  infolge  des  fiusHern 
Ac(h«[drnekes  erfolgt  also  eineConipression  desTetraeders,  bisimTelraedar 
rbiDtnviele  nicht  neutr&lisirte  Aethertheilchen  sind,  als  in  einem  gleichen 
Volnmea  des  allgemoinen  Kaumea.  Die  Distanz  zwischen  einem  Elemen- 
<wi#lrieder  und  dem  zwischen  je  swei  derselben  eiugeschlossnnen  Aetber- 
tliMlelieu  ist  demzufolge  kleiner,  als  die  Entfernung  zweier  Aethertheilchen 
im  Kllgemeinen  Räume,  und  es  ist 

^6*1  dem  Tetraeder  ist,  wie  bereits  oben  erwähnt,  die  Richtung,  in  wel- 
du  schwingende  Elemoutarletraedor  den  geringsten  Widerstand  er- 
,  die  Verbindungslinie  sweier  Tetraoderchen  und  deren  B'ortgetxuug. 
Da  b«i  dam  Aelher  des  allgemeinen  Raumes  die  Groppirung  sich  nicht 
fenu  uig«bea  ISsst,  so  kann  selbstverstünJlich  auch  die  Richtung  des 
UaiaataB  Widerstandes  nicht  bestimmt  werden.    Unter  der  Voraussetsung, 

tanch  hier  die  Verbindungsrichtuog  zweier  Theilchen  gesomnieo  «w- 
mSm».  hätte  aMa  moalog  der  Oleichaag  85)  in  deiQFB,\\e,  (i«iaftVi«\  €\n«t 


Ueber  die  Art  der  Bewegung  etc. 


I  B  den  Sprung  von  1,1  i 


VerdampfiiDg  des  Tetraeders    der  Wertli  i 
1,7320  maclit: 

.n«*r,'  1,1-'''  =  sm'f\'  1,7820-'". 

r,  =  1,4050  r,, 

114)  »■,'=^Sfn*  (','.0.0758, 

Es  wird  also  fast  ebensoviel  Wärme  verwendet,  um  den  Äggr< 
Eiiutand  XU  verändern,  um  innere  Arbeit  za  rerricliteo,  als  aar  Erbül 
der  Tühlbaren  Temperatur. 

leb  babe  wobl  kaum  uothwcndig,  zu  bemerken,  dass,  wenn  die  Ag] 
[g'aUUHtandsändoruDg   im    umgekehrten    Sinne    vor    sich    gebt 
Wärme  frei  werden  rauss,  als  an^lerereeite  gebnndeu  wird. 

Die  cbemischo  Wärme  ISsst  sieb  ebenso  auf  eine  VorkleincniDg 
Molcculardistanzon  zurück filbven. 

Wie  der  vorerwähnte  Fall  mit  dem  Tetraeder  zeigt,  Ijisst  sieb  kus 
äusseren  Volumen  wohl  etwa  auf  die  miltlere  Dichtigkeit  einer  Snbi 
schlieB8eu,  aber  von  dieser  kann  die  gegenseitige  Entfernung  der  einzoh 
Tbeik'ben  eehr  verschieden  sein.  Das,  was,  wie  oben  gezeigt,  bei  dem 
Tetraeder  eintritt,  kommt  in  höherem  odi;r  uiedrigerem  Grade  bei  sSmiat* 
lieben  festen  oder  ttopfbarflüsäigen  Körpern  vor,  denn  ihre  Exinie&z  bwtibt, 
nur  darauf,  dass  die  einzelnen  Theiluhen  nicht  so  gruppirt  sind,  dn£S  di*' 
möglich  kleinüto  Actiou  eintritt,  wie  dieses  bei  den  Aetberlheilcben  de« 
^illgemcinen  Raumes  der  Fall  ist,  und  die  CobüGiou  der  Körper  ist  eioA^ 
durchaus  von  dem  äusseren  Äetberdrucke  abhängige  Erschoinong.  Obotf 
diesen  würden  die  einzelnen  Molecule  eich  gegenseitig  abstossen,  und  di 
AuseJnauderreissen  eine^  Körpers  int  ein  Vergaug,  der,  wie  bereits  erwXhnV 
durchaus  analog  ist  dem  Abheben  eines  ausgepumpten  Recipienten  von  deS' 
Teller  der  Lurtpuuipe. 

Bezüglich  der  specifiscben  Wärme  der  festen  und  tropf  barfläsaigea 
Kfirpor  will  ich  hier  nur  anführen ,  dass  die  Gleichungen  37) ,  48)  und  «)' 
sieb  numiltelbar  auch  auf  sie  anwenden  lassen.  Uie  spedSsche  Warme  i^ 
zunächst  der  Anzahl  der  zn  erwärmenden  Atome  proportional.  Die  specM 
fisubc  Wärme  bei  gleichem  Drucke  ist  etwas  grösser,  als  diejenige  bei  gl^9 
chom  Volum.  Erslerc  ist  diejenige,  welche  die  Beobachtungen  geben,  UDM 
sie  wäclist  mit  steigender  Temperatur  etwas,  weil  sie  von  der  Ausdebnunn 
abhängt  und  diese  bei  Hteigender  Tempi^ratur  nach  73)  zunimmt.  Die  apAfl 
cifische  Wärme  ist  von  der  Quantität  der  trägen  Substanz  eines  schwingeM 
den  Atomes  unabhängig,  ist  also  für  die  Gewichtseinheit  dem  AtomgewkkH 
im  Allgemeinen  umgekehrt  proportional;  doch  kommt  dabei  noch  eine  wdH 
lere  Grösse  in  Betracht  und  diese  ist  das  r.  Wird  die  MoleculatdisiaiuB 
kleiner,  so  wächst  die  specifiecho  Wärme.  Analog  zusammengesetzte  cbsJ 
mische  Verbindungen  haben  nahezu  die  gleiche  sjiecifischo  Atomwärme  vnM 
dieses  VAasi  darauf  scbliessen,  da»B  auch  die  Moleculardistanzen  nahezu  doH 
ghichea  Wetth  itaben.    Die  Analogie  der  Tiae&mmQnaeVxviQ^  «ts,\.t%Ou.  Ü4lJ 


IF'  
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beb  ancli  inf  die  Aelherlh^HcIicn,  die  in  die  Verbindung  eingegangen 
WM,  deau  bei  den  festen  und  trnpr barflüssigen  Körpern  haben  wir  nicbt, 
liltbfi  Jen  Gasen,  freie  Aellierlhcilcbeii,  zwischen  welche  die  Dynnmiden 
■Hnfeilreut  sind,  sondern  dicAetberlbeilchen  bilden  in tegrirendeBestandthüile 
Uifi  KArpers,  and  ich  glaube  darum  nicht,  •inss  es  znlässig  ist,  die  Grüsse  s 
b  n  Tiaä  48)  za  TernachtäsaigeD ;  icb  halle  daher  dafür,  dass  die  specifische 
K'ttmB,  welche  die  Beobachtnngen  bei  festen  und  Iropf barflüssigen  K8r- 
[«m  geben ,  die  wahre  sei. 


leb  habe  im  Vorstebeuden  gezeigt,  dass  säntmtlicbo  Würmeerachei- 
BDDgFn  xich  auf  ganz  einfache  Weise  aus  Oscillallonea  ableiten  lassen.  Das 
IWaeder,  das  ich  als  Ausgangspunkt  genommen  habe,  ist  ein  mügliclicr 
KSrper.  der  bei  vollstKudiger  Ruhe  seiner  'l'heilchon  sich  iu  der  stabilen 
Olnichgewicbtslagc  befindet  und  unter  Annahme  von  üscillationen  ein  vull- 
lUlndiges  Analogon  zu  dem  Verhalten  bietet,  welches  die  Natnrkörper  bei 
•kt  Krwiriiiuiig  zeigen.  Damit  soll  aber  nicht  gesagt  sein,  dass  in  der  Na- 
Ini  eiu  Kürpcr  von  so  einfacher  Zusammcnsetznug  vorkomme,  denn  icb 
hibo  mich  anf  die  Betrachtung  des  denkbar  einfachsten  Falles  bescbrüukl, 
iveil,  KR  lange  ans  die  Zusammensetzung  der  Naturkürper  sammt  und  siin- 
ib«kannt  ist,  eine  andero  Annahme  nur  weitläufigere  Formeln  ge- 
litte, ohne  mehr  zu  leisten,  leb  bin  bjerhci  von  dem  Gedanken  aus 
SangCD,  dass  man  durch  Nachbildung  der  Erscheinungen 
ehesten  den  Weg  inne  werden  kann,  den  die  Natur  in 
tklichkeil  eingeschlagen  hat. 

Die  Nalurkiirper  können  sowohl  was  ihre  Massentheilchen,  als  wn»  den 

■l>*  brgttilcndeu   Aether    nnbelnngt,    complicirtcr  sein,    als   ein    Nnrnial- 

Wuedcr.    Ohne  einen  Augenblick  zu  glauben,  dass  die  siigonannteii  Kle- 

wsto  der  Chemiker  wirkliche  Elemente  seien,  schliesse  ich  doch  ans  der 

''riKkiodenheit  der  Nalarkürper  darauf,   dnsn  die  Massentheilchen,    um 

lUSEUÜTlicken,  in  mehreren  Formalen  exisliren.    Das  eiue  ManHen- 

milchen  kiinn  sich  daun  seiner  bedeutenderen  Grösse  wegen  mit  mehr  ge. 

tilesem  Aetber  umgeben,  als  ein  anderes,  wird  also  nach  auRscn  in  ge- 

en  Entfernung  eine  andere  Wirknng  ausüben,  als  dieses.     Es  können 

grBaaero  Alome  und  kleinere  sich  wieder  mit  einander  verbinden  und 

**»  vuen  Nftlurkfirper  hervorbringen.    Zwischen  diesen  Masseniheilchon 

**«d  nun  in  analoger  Weise,  wie  bei  dem  oben  als  Grundlage  genommenen 

P'»'t»pder,  Aelborthcilchen  befindlich,  die  aber  in  grösserer  Anzahl  anftre. 

^^kitnoro,  als  ich  der  Einfachheit  wegen  angenommen  habe.    Mit  den  ver- 

^chipdenen  AggregatanstHnden  einer  Substanz  seheint  eine  Aenderung  doa 

"^«k'rfehalt*  «inautrcten,  wenigstens  denlet  die  geringe  BpoetfiHtW \J Wxww 

^*«  !)««»*>/«,  J/*  ibn  roo  den  Ubrigea  Kobleuformcn  ünleTac\\ft\Ac\ ,  »li^ 
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einen  kleineren  Werth  von  3  [Gleich.  48)].  Bei  dem  Kupfer  kann  ein  Tb 
des  Aethers  durch  Hämmern  abgepresst  werden,  und  darum  hat  Reg n au 
gefunden ,  dass  die  specifische  WSrme  durch  dieses  Verfahren  kleiner  g 
macht  werden  kann.  Bei  dem  Uebergange  eines  festen  Körpers  in  d 
tropfbarflüssigen  Aggregatzustand  wird  Aether  aufgenommen  und  dan 
zeigen  die  Flüssigkeiten  eine  höhere  specifische  Wärme,  als  die  betreffe 
den  festen  Körper. 


VI. 

Kineiiatiseh-fi^eoiiietriBche  Constractionen  der  Parallel- 
projection  der  ScfaraabenflAchen  und  insbesondere  des 

Schattens  derselben« 

Von 

Dr.    L.   BURMESTER, 

Professor  der  darstellenden  Geometrie  am  konigl.  Polytechnikum  zu  Dresden. 


(Hierzu  Taf.  I  u.  II,  Fig.  l  —  lö.) 


I.  Allgemeine  Betrachtungen« 

t.  Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist,  zu  zeigen,  dass  die  allgemeine 
CoBitniction  der  Parallelprojection  der  Schranbenflächen  and  insbesondere 
^  Schattens  derselben  sich  als  ein  Specialfall  einer  bekannten  kinemati- 
KbeB  Constrnction  manifestirt  and  dass  jene  Constraction  sich  als  die 
hebt  einer  neaen  Interpretation  der  letzteren  offenbart.  Die  Anwendoog 
^tt  kinematisch  -  geometrischen  Lehrsätze  aaf  diesen  Theil  der  darstellen- 
^eo  Geometrie  führt  die  'Ableitung  der  erstgenannten  Constraction  aaf  kür- 
Urem  Wege  mit  klarerer  Uebersichtlichkeit  and  grösserer  Allgemeinheit 
no  Ziele,  als  dies  mittels  der  analytischen  and  der  rein  geometrischen 
Methode  bis  jetzt  geschehen  ist.  Wir  wollen  zaerst  die  allgemeine  Oon- 
XnctioD  der  Parallelprojection  der  Schranbenflächen  ableiten  and  dann, 
^  die  Parallelprojection  auch  bei  Annahme  paralleler  Lichtstrahlen  als 
der  Schatten  der  Schranbenflächen  betrachtet  werden  kann ,  znr  Schatten- 
c^truction  einiger  speciellen  Schranbenflächen  übergeben. 

Die  kinematischen  Lehren,  welche  wir  hierbei  voranss^tzen ,  sind  in 
den  schönen  Abhandlangen  der  Herren  Renleaax  and  Aronhold  ent- 
l»»hen.« 


*  Renleaox,    „Grondznge    der  theoretischen    Mfinchintsn  -  (ifAnahH^fAirf.** 
A'onhold,  „Gmndsfige  der  kwemmügehen  Oeomf.irW^  in  4«!U  ,,V«rr\iÄuA\uuvtteu  ^«»'k 
^*nut MV B^nfrdemng  deB  Gewerbßeisse»  ia  Preasf«o*\   Jahr^.  W\  u.  \HTl. 


m 


Kiaematisch  '  geometrische  Congtraclionen  etc. 


0  Scliraubenlinie  in  sicli  selbst,  so  vollführen  ihft 
fest   mit  ihr  verbnodeu   gedachter  Punkte 


2.  Bewegt  «ich  t 
I'imkte  und  eiu  Systi 
Schraubenbewogang. 

.Schrniibenlinie  fest  verbunden,  so  nimmt  diese  Carve  eine  Schr»nbeiibewe 
guog  an  nnd  erzeugt  eine  Schranbentiäche.  Alle  Paukle  dieser  Cnrve  hft 
schreiben  ooasiale  Schrnuhenlinien  von  gleicher  Gftngböhe,  Die  gemeii 
aame  Axe  dieser  Schraubeuliniou  beisst  die  ScLrimheDaxo.  Aus  der  Naii 
der  ScbraabenhewegUQg  folgt,  dass  alle  durch  die  Axe  gelegten  Ehen« 
(Meridianebenen)  die  Schraubenfl&cho  in  congruenten  Cnrven,  welche  Me 
ridiancurven  heissen,  schneiden,  und  dasa  ferner  auch  alle  auf  der  Axa 
senkrechten  Ebenen  (Normalehenen)  die  Scbranbenfläcbe  in  cnngrucntea 
Curven  acbneiden,  die  wir  Normnicurven  nennen  wollen.  Wir  wollm 
uns  daher  in  der  Folge  die  Schraubenfllicbe  vorzagsweise  durch  die  Schrait- 
benbewegung  einer  gegebenen  NoTnialcurve  erzengt  di 

3.  Wir  müBsen  unserem  Zwecke  gemäss  zuerst,  obwohl  hiermit  niekl 
Ncnes  geboten  wird,  die  schiefe  Purallelprojeclion  einer  Scbraubenlinie  fti 
einer  zu  ihrer  Axe  senkrechten  Ebene,  d.  h.  anf  einer  Normalebene  nntc 
suchen.  In  Fig.  1,  Taf.  I,  ist  ein  Gang  einer  recht agüngigen  Schranbt^nliull 
6  durch  Grund-  und  Aufrissprnjectioo  dargestellt  und  die  beliebige  ProJM 
tionsrichtung  durch  die  Geraden  I,,  t,  gegeben.  Um  die  schiefe  Parallfll 
projeclion  &,  der  Scbrauhonlinie  0  auf  der  Grundrisscbeue  itu  conetruiren, 
bestimmen  wir  die  schiefe  Projectiou  0,  B,  der  eine  GnoghShc  /i  langen  Axe 
Ott  auf  bekannte  Weise ;  wir  Iheilen  den  Kreis  9, ,  die  GrnndriBaprojectioo; 
der  Schraubenlinie,  und  die  Gerade  0, /f.  in  dieselbe  beliebige  AnzAhl  glei 
eher  Tbeile,  machen  I,  I,  ^  0,1,,  ebenso  II,  2, ;^:  0,2,  u,  s.  v.  Die  erbaltei 
Punkte  \„  2„  3,...  bilden  JieParaUolpriijeciione#,der  Scbranbenltnie S.  Dl^ 
Onrve  9,  ist  eine  allgemeine  Cjcloide;  denn  beschreiben  wir  am  0,  mit  d« 

0,H. 


Radiui 


2ä 


QKrc 


X,  Bo  ist  sein  Unifnug  gleich  0,  f/„  und  siebaB 


r  Sl<I>  im  Abstände  k  jiarallel  zu  0,  H,  oder  I, ,  so  beschreibt,  wenn  di 
■eis  K  auf  Slt!>  rollt,  der  Punkt  P  des  bewegten  Systems  die  Cnrve  fl 


Wenn  die  8cbr« 
Pnlbahn  S10  n 
ziehen. 


I  linkagj'ingi 
1   Seitn    voi: 


,  30  mnsH  man  die  gerM 
I  Absiando  X  parallol  »u 


I  auf  der  Axe  0,  F,  = 


=  —  machen,    F,f  parallel  /,  und  F'F,  parallel  0,//,  ziehen;    dann  Ii 

n,Ft=l.    Bezeichnen  wir  dnrch  v  den  Winkel,  welchen  die  Projncliona- 
richtung  /,,  I|  mit  der  Orundrissebene  bildet,  so  ist  anch 
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BexeicbneD  wir  durch  R  den  Radius  0,P  Act  Scbr&nbeulinie  S,  durch 
•u  Winkel,  wolchon  ihre  Tangenten  mit  der  GrundrUsebenc  einschlios- 
1,  so  Ut 

S  =  A  co,u.         . 

Wir  könnea  bieruach  den  Sats  aussprechen: 

Die    schiefe    Para,llelpi'oj  ection     einer   Schrauben- 
linie  auf  einer  Normalebeiie   ist  eine  verkürzte,   ge- 
meine   oder    verlKngerte    CycloiUo,    je    nachdem    A^A 
oder   ugv  ist. 
Jeder  Pnnkt  des  ebenen  beweglichen  Systems  beschreibt  im  Allgemei- 
1   ßioe  altgemeioe  Cycloide,   die  wir  als  die  schiefe  Paralleljirojectinn 
er  ScbranbeuUnie   von    der  Axe  OH  und   der   Ganghliiie   h  betrachten 
tnnct). 

Nehmen  wir  an,  ea  sei  mit  der  Schraubenlinie  ®  eine  ebene  Curve 
\  dvren  Ebene  aufiler  Äxe  eenkrecht  steht,  Test  verbanden  und  die  Schrau- 
ilinie  bewege  sich  in  sich  selbst,  so  erzeugt  die  Cui've  (7  als  Normalcnrve 
e  Schrauben flücbe.  Denken  wir  uns  diese  NorroalcurTe  C  während  ihrer 
)e«egaug  beständig  auf  eine  Normalebeoe  oder),  wie  in  Fig.  2,  Tsf.  I ,  auf 
lie  Qrundrisaebene  parallel  der  Projectionsricbtung  /, ,  /,  projicirt,  so  sind 
Bcie  Projectionen  der  Normalcurvo  congrueut  und  umhüllen  eine  Curvc  S„ 
Vticbe  die  Contour  der  schiefen  Parallclproj ection  der  .Schranbcnflüchp  ist. 
Bi»iiis  folgt  der  Satz : 

Die  Contour  S,  der  schiefen  Parallelproj ection  einer 

Schraubenfläche    ist    die    HUllbahu,    welche   durch    die 

mit  dem  auf  Abrollenden  Kr  e  iso  *  verbunden  gedac  hte 

Normalcnrve  Cin  der  Normalebene  erzengt. 

Eb  sei  in  Fig.  2,  wenn  der  rollende  Kreis  k  die  Polbshu  SUJfivt  einem 

Pnnkte  m  beruhrl,  C,'  die  Lage  der  Hüllcurve  nnd  (J,'  ihr  Berührungspunkt 

•il  der  ilUUbahn  S,\  ferner  sei  C,'  die  Grundrissprojcciion  der  Normalcurve 

C,  deren  schiefe  Projection  C,'  ist.    Ziehen  wir  durch  {>,'  zu  (,  die  Parallele 

A'C,',  welche  C,'  in  (*,'  trifft,  so  ist  ß,'  die  Grund lissprejection  des  auf  V 

üegeDdcn  Punktes  C  der  Schraubonfläche,  dessen  schiefe  Projection  der 

'^nkt  Ct'  ist.    Der  Projecltonsstrahl  P'P.'  berührt  demnach  die  Schrauben- 

Uche  ia  dem  Punkte  f,  und  folglieb  ist  ^  ein  Punkt  der  Berührungscuive 

welcher  die  Cjrliuderääcbe,  deren  Directrix  die  Corve  S,  ist  und  deren 

■utellinien  der  Projectionsricbtung  parallel  sind,  die  Schrauhenfliiche  he- 

tlirt.   Denken  wir  uns  so  zu  jedem  andern  Berührungspunkte  Q,"  den  ent- 

■pnchenden  Punkt  Ü,"  beatimmt,  dann  erhalten  wir  die  Grundrissprojection 

^  tlsi  Bettthmngscurve ,   welche  die  schiefe  Parallelprojection  S,  liefert. 

tii«  Gerade  £</  III  ist  die  Normale  des  .Punktes  Qi  dei  EtlllbtiW  S.  >i\i4 

if  BalJeafFe  C,'.     Ziehen    wir  durch  Q,*  zu  ß.'lll  die  Vwb,\\6\6  ^^  MJ, 
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'iHun  int  diese  im  Fuukt  Ci'  die  Korniale  der  Carve  C,*  and  gebt,  weil 
a  III  =  Q,*  Q.'  ist,  durcb  deii  I'onkt  Ä,  in  dem  das  Rollen  des  Kteise»  k 
der  geraden  Polbalio  il<^  begiout.  Diesea  Punkt  Sl  wollen  wir  daher  den 
Ausgangspunkt  und  die  durcb  iliu  gnbeude,  zur  Scbraubeaaxe  parallel« 
Geru.le  die  Anagangsaxe  ncuucn.    Hicruacli  erhalten  wir  die  Sätze: 

Die  Cnrve  S,  ist  der  geometriscbe  Ort  derjenigen 
Paukte  auf  der  am  0,  in  ibrer  Ebene  rolirendeD  Nor- 
malcarve  C,  deren  Normalen  darcb  den  Ausgangs pankt 
ß  goben. 

Die  Normalen  der  Cnrve  £,  sind  die  Parallolprojec 

tioucn   der  MantelHnieu    eiuer  ConoldfUche  T,    welcbi 

c.utstclit,  wenn  eine  Gerade  senkrecht  andorAaegangs 

Bxo  und  zugleicb  an  der  Berahrnngscurve  S  bingleitat 

UieNormalen  der  Cnrve  S,  umlilillen  die  Coutonr  der  Parallel projec 

tion  der  Conoidfläche  /'.    Hiernus  folgt  der  Sati: 

Die  Evolute  £■.  der  CurveS.  ist  dioCootonr  dar  P*- 
rallclprojection  der  Cor.oidfUcbo  T. 
5.  Der  KriimmnugBrnittelpunkt  m,'  für  den  Pankl  0,'  der  Carve  S,  vKt 
dpr  BL'rührnDgspnnkt  der  Normalen  ^'.'III  mit  der  Evolate  E,  Ist  der 
Krümmniigsmiltetpunkt  M^  für  den  Punkt  Q,"  der  Umicurro  C.^  gegeben, 
HD  kann  man  den  Krümmtingemittelpunkl  n?,'  mit  Hilfe  des  Wendekreiset 
bestimmen,  dessen  DurcLmcaaer  glpicb  dem  Radins  des  rollenden  Kreiscsfl 
ist  lind  der  die  Polbabn  in  III  beriibrt.  Auf  kürzerem  Wege  erhalten  iri 
nbor  den  Punkt  hi,',  indem  wir  durch  Jt//  und  den  Mittelponkt  y"  des  e«l 
aprochcsdcn  Kreises  n'  die  Gerade  M^jI*  aiehen,  welche  die  in  III  at 
llltV  crrieblete  Senkrechte  in  A.*  schneidet,  und  von  A,'  auf  flip  diS 
Senkrechte  A,'m,'  fSllen.  Diese  schneidet  P.'III  in  dem  Krüramnngsmiltel- 
punkte  in,'-  Ziehe«  wir  durch  m,'  zn  /,  lüe  Parallele  m,'»",',  welche  Q*St 
in  »!,'  trifft,  dann  berührt  der  Projcctionsstrahl  m'm,'  die  Conoid6äcbe  Til 
dorn  Punkte  m',  und  die  dnrcb  m'm,'  und  m,*Q,'  gelegte  Ebene  ist  ein« 
Tangentialebene  der  Conoidfläche  F  für  den  Punkt  m'  anf  der  Hanlellin 
m''Q',  deren  schiefe  Projection  m.'0,'  ist.  Die  Grnndrissprojection  «,'  dei 
Berührungspunktes  m'  können  wir  aber  auch  unabhängig  von  der  acblefen 
Projection  erbalten.  Zu  diesem  Zwecke  liehen  wir  dnrcb  den  als  gegebei 
betrachteten  Krümmungamittelpunkt  HI,'  des  Punktes  Q*  der  Normalcurr« 
C,'  und  durch  den  Punkt  0,  eine  Gerade,  welche  die  in  Sl  auf  SiQ,'  en 
tete  Senkrechte  in  A,'  schneidet,  und  fällen  von  A,*  not  ß,0  die  Senk- 
rechte yi/m,'.  Diese  trifft  P.'fl  in  dem  Punkte  ni,'.  Mit  HUfe  diese»  Pnnk. 
tes  gelangen  wir  zur  Begründung  eiuer  sehr  eiufacheu  Normalen  -  oder 
Tangenten  Ziehung  an  die  Curve  £,.  Nach  den  Lehren  der  darstellendea 
Geometrie  kann  man  mittels  der  Tangentialebene  e  im  Punkte  m*  der  Go- 
aoidSäche  r  unendlich  viele  hyperbolische  Paraboloide  bestimmen  ,  weicka 
die  ConoiiläMebe  /'läaga  der  Mantellime  m' 0' \iM\)iUte^  ii'ai  «Wa  Kivs^MUsa- 
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t  als  eine  gemeinsame  LeÜgciade  liesitaen.  Mit  Hilfe  eines  solchen  Be- 
KUngsparnboloidB  kunnen  wir  im  Pnnkle  ^  die  Taugenlialebeue  e  an 
r  Cauoidfläclie  F  einiiUclo.  Die  Scliniltliaio  dieser  Tacgenlialebene  e 
l  der  Tangenlialebeno  i  des  Punktes  Q'  an  dci-  Soliraubenfläche  int  Uio 
UigcDte  des  pQuktes  f  Jec  Curve  S  und  die  Gruüdrisepi'ojeclron  dieser 
pigonle  ist  ancb  die  Tangeute  des  Pnuktes  Q,'  der  Cuive  S,. 

Wir  aieben  in  der  separaten  Fig. 2a  durch  A,'  eh  Üf,'  die  Paralleio 
fl,,  welche  (*,'£>,'  In  f,  schneidet,  und  fällen  von  /,  auf  SIQ,'  die  Senk- 
cbie  (,i,.  Die  Parallele  A,'l,  könuen  wir  aU  die  Grundrissprojection  des 
tbnittes  der  Tangentialebene  c  mit  einer  Normalebene,  d.  h.  mit  einer  zur 
inndrissebene  parallelen  Ebene  X  botrauhten,  und  die  Senkrechte  (,t,  ist 
inn  die  Grundrissprojection  des  Dutcbacbniits  der  Khene  N  mit  der  Tan- 
BDtialebeue  t.  Die  Gerade  A,'m,'  können  wir  als  die  Grundristiprojection 
isei  in  der  Tangentialebene  e  liegenden  Geraden  yf,»i'  ansehen.  Das  hy- 
irbolieche  Berübrungsparaboloid,  welches  ausser  der  Ausgaugsaxe,  d.  h. 
tr  in  i2  aaf  der  Grnndrissebene  senkrechten  Geraden,  die  Gerade  jfpi' 
b  Leilgersde  hat,  und  dessen  Uichlehene  die  Grundrissebene  ist,  ist  das 
Eoiigc  Ton  den  unendlich  vielen  Beriihrungsparaboloiden,  welches  dem 
Sodrflsultat  der  weitereu  Construction  eine  ganz  besondere  Einfachheit 
[•rleibl,  Führen  wir  nun  durch  Q,'  zu  m,'A,'  die  Parallele  &,'!(;,,  die 
X'Aia  ^,  trifft,  und  durch  ^,  zn^',*-^^  '^<<'  Parallele  ^,t,,  welche  die  von 
\  &ut  SiOi'  gezogene  Senkrechte  in  i,  begegnet,  so  ist  C't^,  die  Grundriss- 
projection einer  durch  0'  gebenden  Alautelliuie  des  Berttbrungsparaboloids; 
.  ist  ij',  ij  die  Grnndriasprojection  der  ScbniltUnio  der  Tangential- 
mil  der  Normalebene  Ä  uud  t,  0/  die  Grundrissprojection  der  Tan- 
|tn(e  im  Punkte  Q"  an  der  Curve  S  und  somit  ist  auch  t,  Q,^  die  Tangente 
fcf  Curve  S,  im  Pnnkie  Q'.  Beschreiben  wir  um  das  liecbteck  At't,  r,  i(j, 
tincD  Kteis,  so  geht  dieser  audi  durch  0',  weil  der  Winkel  fiC^Vi  «^in 
recket  ist;  demnach  steht  die  Gerade  r,  y,'  auf  der  Geraden  A*Q'  senk- 

id  jt'i>*  ist  die  Normale  der  Curve  Ä',  im  Punkte  (>,'.    Hieraus  folgt 
b  RQckaicbt  »uf  die  Fig.  2: 

Ziehen    wir    durch    den    Krfimmungsmitlelpunkt    M,' 

und    den    Punkt  O,    eine    Gerade,    welche    die    in   Sl   auf 

S^.Q^*    errichtete  Senkrechte    in  A,'   trifft,    so  ist    A,"  0' 

die  Normale  der  Curve  S,  im  Punkte  0,'. 
6.  Die  Curve  S,  ist  fUr  unsern  Zweck  die  wichtigste,  denn  wenn  sie 
geteichnet  Ul,  kSnnen  wir  darcb  ihre  Vermittelung  S,  sehr  leicht  pnnktwetse 
fnutmiren.  £a  ist  daher  zunächst  unsere  Aufgabe,  die  Curve  5,  mit  Hilfe 
det  gegebenen  Normalcuive  C  zu  zeichnen.  Diese  Aufgabe  Iflsst  sich  sehr 
l*iclit  nach  dem  ersten  auf  S.  186  hervorgehobenen  Satze  lösen,  wenn  die 
Üomalen-  oder  Tangen lenzichung  an  die  Normalcurve  kein«  St\i«\ftt\^Wftv- 
tu  Vuiet. 
%^ W^ 


Ist  die  Normale  ff'«",  Fig.  4  Taf.I,  für  einen  beliehigeo  Punkt  p'dcrNor 
inalcurvp  C"  gezogen  unJ  «in<l  f,  ip  die  ScLuittpankte ,  welche  sie  mit  dem 
Kreise  X  bildet,  so  beschreiben  wirumO,  mitO,  0"  einen  Kreis  ff,  bestimmen  anf 
k'  die  Punkte  Q*  und  Q",  to  ä»sB  SiO^  =  fCP  und  Sl  Q"  =  g> &>  m ,  d.  h.  wir 
suchen  die  Lagen  (*'  und  Q",  welche  der  Pnnkl  p°  einnimmt,  wenn  die  Nor- 
uioie  nm  0,  gedreht  wird,  bis  f  mit  Sl  nnd  q>  mit  Sl  zusammenfallt.*  Die 
liierdurcfa  eindeutig  bestimmten  Punkte  O',  (jl'  sind  somit  nach  dem  ersten, 
auf  S,  188  liervorgebobcncu  Satze  zwei  Punkte  der  Cutve  S,.  In  gleicher 
Weise  kann  man  so  viele  Punkte  der  Curve  S,  erbalteu,  alu  zur  Constne- 
lion  derselben  nöthig  «iud. 

7.  Ist  die  Grundrissprojection  S,  der  Cnrve  S  constrnirt,  so  erhält  men 
die  Aufrissprojection  Sg  derselben  durch  Hinaufprojiciren  and  die  Carve  St 
als  die  schiefe  Par«]lelprojectiun  von  f?  auf  der  GrandrissebenQ. 

Wir  kfinnen  die  Curvo  S.  aber  aacb  leicht  auf  kinematischem  Wege 
construiren.  Ist  in  Fig.  4  die  Normale  0°""  eines  Cnrrenpunktes  Q^  gezogen 
und  ist  dieselbe,  wie  angegeben  wurde,  um  fl,  iu  die  Lagen  p' 
ft"n"  gedreht,  so  machen  wir  auf  d«r  geraden  Polbabn  Si1>  die  Strecke 
ilf'=Slxf,  ziehen  /"'ö,' ||  =  ßC'.  Dann  ist  Q,'  ein  Punkt  der  Corve  S, 
Machen  wir  in  gleicher  Weise  auf  der  geraden  Polbahn  üqa'=  Axqo' und 
9j'y,"  ||  =  ßi(",  so  ist  £*,ii  ein  »weiter  Punkt  der  Corvo  S,.  Ein  Punkt  dat 
Koriualcurve  liefert  demnach  stets  zwei  Punkte  der  Curve  S,**,  Wem 
eine  Normale  der  Curve  C  den  rollenden  Kreis  x  berührt,  dann  fallen  dw' 
beiden  Punkte  in  einem  Punkte  auf  der  Polbabn  zusammeo ,  nnd  in  diesen 
Falle  vetbindou  sich  die  suust  getrennten  Curventheile  S,  O.'i  S,  f>,"  fai 
diesem  Punkte  zu  einem  zusammenhängendeu  Onrrenzuge. 

8.  Mit  Hilfe  von  S  kann  man  aber  auch  ohne  Schwierigkeit  die  schieb 
Parallelprojection  S",  von  S  auf  einer  beliebigen  Ebene  i'  erhaltei 
wenn  S,  gezeichnet  ist,  sO  ergiebt  sich  ^,  als  die  affine  Figur  von  S,,  Dia 
Durchschuittslinio  der  Ebene  £'  mit  der  Grundridsebene  ist  die  AffinitSts- 
axe  und  die  Schnittpunkte ,  welche  ein  beliebiger  Projectionsstrahl  mit  der 
Ebene  E'  und  der  Grundrissebene  bildet,  sind  entsprecheudo  Punkte. 

9.  In  dem  besondern  Falle,  wenn  Sl  im  Unendlichen  liegt,  verliert  die 
nngogebene  Coustruction  der  Curve  S,  ihre  Giltigkeit.  Wir  wollen  diese 
Coiistrnctiou  daher  noch  eo  modificiren,  dass  sie  auch  in  diesem  besondera 
Falle  ihre  Giltigkeit  behält. 

Wir  ziehen  (Fig.  4)  den  Kreis  tu,  dessen  Durchmesser  0,SI  ist,  fSlIea 
von  0,  auf  die  Normale  ^n"  die  Senkrechte  0, 'i°,  beschreiben  mit  dieaer 
um  Ol  einen  Kreis,  der  den  Kreis  re  in  den  Punkten  n' ,  n"  schneidet,  und 

*  DieDrehricblao);  der  Normalen  um  0,  isthiarwieimFolgcadeiistatiin  demSiBB* 

zu  Dohmen,  in  dem  ein  auf  der  8cliraalieutiiiie  9  emporiteigeuder  Punkt  sich  bewegt, 

"  Wir  betrachten  nur  einen  SchranbeDgaug ,  weil  die  Curve  5,  aich  für  di 

übrigen  ScbrmbeagHage  in  congrueulen  ZUijCTi  yiieäertwU. 


Von  Dr.  L.  Burmester.  19] 

B  die  Geraden  n'Sl,  n''ß,  welche Ä'resp.  in  den  Funklen  Q' ,  Q"  lyct- 
r  beslimraon  die  Lagen  (J' ,  O",    die  der  Punkt  p°  einnimmt, 
i  die  Normale  Q^n"  nm  0,  gedrolit  wird ,  bis  f  mit  il  und  tp  mit  ß  zu- 
mmenßUt.   Die  bierdarch  eindeutig  bostimmten  Punkte  Q^ ,  Q"  sind  daun 
tei  Ponkte  der  Curve  S,.   Ohne  Benutzung  des  Krcittes  A'  erbult  man  diese 
ikte  auch,  wenn  man  n'[('  =  »°0",  u"0"  =  n''^  macht. 
[st  die  Curve  C  in  BeKitg    «uf  eine  durch  0,  gebende  Gerade  syra- 
■etiisch,  so  giebt  es  immer  zwei  glcicbwuil  von  0,  entfernte  Curvcnpunkte, 
r  leren  SormBten  von  0,  gleichen  Abstand  haben.  Hieraus  folgt  dann  der  Satz: 
Wenn  die  NerniHlcurve  C  in  Boaug  auf  eine  durch 
0,  gebende  Gerade  symmetrisch  ist,  so  ist  deiSchnitt- 
pankt  des  Ktoiscs  tv  mit  einem  durch  £1  gebenden  Ka- 
di us    vector    die    Mitte    zwischen    je    Kwei    auf    diesem 
liegenden   zusaiameu  gehürigen  Punkten  der  CnrTe  S,. 
Liegt  nun  der  Punkt  Sl  im  Unendlichen,  d.  h.  ist  0,Sl  =  a>,  so  gebt 
der  Kreis  n>  in   die  Gerade  /,  (Fig.  5)  über  und  die  Geraden  'i' C ,  «"ö" 
•teheo  auf  I,  xcnkrecbt. 

10.  Zu  der  Consiruction  der  Curve  S,  wurden  wir  durch  die  Parallel- 
piojeciion  S,  gefUbtt.  Wenn  aber  die  Projeclionaricbtang  parallel  zur  Nor- 
sulebenc  ist,  mit  dieser  aUo  einen  Winkel  bildet,  der  gleich  Null  ist,  so 
giebt  es  keine  Parallolprojcclion  auf  der  Normalebene.  Wir  mlisKeo  daher 
&UHB  Fall  noch  besonders  bettachlou.  Denken  wir  uns  parallel  zu  dieser 
I'njectionsrichtung  an  die  Normalcurve  (7  in  allen  ihren  Lagen,  die  sie  bei 
äerEtzeugaug  der  ScbrauheuSItche  annimmt,  Tangenten  gelegt,  so  bilden 
Jie  BeiQhrungspunkle  auf  der  Scbraubenfläcbe  die  Cur?»  S,  welche  wir  in 
ilieum  «peciellen  Falle  der  Unterscheidung  wegen  mit  &'"  bezeichnen  wol- 
ItD.  Für  die  Gmodrissprojection  S,"  dieser  Curve  erbalten  wir  bieruacb 
den  Salt : 

Die  Curve  5,'  ist  der  geometrische  Ort  derjenigen 
Punkte   der   um  0,    in   ihrer  Ebene    rotirenden  Normal- 
curve f,  deren  Normalen   auf  der  Projeclionsrichtung 
seukrecbt     stehen     oder    durch    den    uuendlicb    fernen 
pQokt  Sl  gehen. 
&US  dieaeni  Satxe  folgt,  dass  die  angegebene  Cunstruction  für  den  Fall 
"iß  =  a:  die  Curve  S,"  liefert,  welche  bei  parallel  zur  Normalebeue  ge- 
icliieiei  Projeclionsricbtung  auftritt.     Diese  Curve  S,"  ist  auch  bei  der 
■tuktecbtcn  Projection  der  SchraubenfiXcbe  auf  der  Aufrissebene  die  Gruud- 
"MptDJectioo  der  FlKcbencontonr. 

n.  An  einem  andern  Orte*  habe  icb  angegeben,  dass  man  die  schein- 
UiB  Beleucfalung    der  SchraabenÜHchen   in    der   Grundrissprojection   mit 


*  Tlicorie  und  DarBtelluitf  der  UeleucbtnDg:  gexetzmilssig  ^c»V&\Ve\eT  7\^cVc\>. 
^«'i'^.L. Barmet Icr.   IS7I.    U.TbeÜ,  g  77  tir,b. 
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Hilfe  dcf  Curve  S|",  welclie  dort  Vectorcnrve  geosnut  iat,  nnd  mit  HtlK 
eines  bestimmten  Cbordnlkreissjstems,  welchen  dort  Grundkrei§g;sleol^ 
heisst,  constrniren  kann.  Um  a.  B.  eine  Isoplienge  (Linie  gleicher  scheint 
haror  BclenchtUDg)  zu  zeicbDeu,  Dchmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  6  i*  eiif 
tirundkrois,  dem  die  lotenBitat  i  e.ntspritht,  und  (f  n"  eine  Normale 
Punkte  Qf"  der  Normalcurve  C.  Wir  fällen  von  O,  nuf  Q'n"  eine  Senk- 
rechte 0,»",  boflcbreiben  mit  0,0'  am  0,  den  Kreis  K  und  mit  0,ii°  einea 
Kreis,  der  k'  in  n'  und  n"  schneidet.  Hieranf  ziehen  wir  anf  0,  n'  und  0,  n™ 
resp.  die  Senkrechten  «'  Q'  nnd  n"Ö°,  welcbe  den  Kreis  jT  in  p'  nod  P* 
treflFen.  Dann  sind  0^,  (i^  zwei  Punkte  der  Orandriss  -  liophenge  von  der 
TDiensilÜl  i.  Die  Punkte  C'  und  ^'  werden  auf  dem  Kreise  A'  dorcb  du 
Scbneidpn  desselben  mit  den  Geraden  »('(*',  n^  Q^  eindcniig  beatimml, 
wenn  man  sich  die  Normale  ff'n"  nni  0,  gedreht  denkt,  bis  n°  mit  n'  nc 
znsnmmenfüllt,  bis  dem  entsprechend  Q"  nach  0'  und  0"  gelangt. 


12.  Wenn  die  Projectionsrichlang  und  die  Ganghöhe  der  Schranben«'. 
Hächo  bekannt  ist,  d.  b.  wenn  die  gerade  Polbabu  S10  (Fig.  4)  und  d«r  rol« 
lende  Kreis  x  gegeben  sind,  so  können  wir  die  Curve  S.  beliebig  annebmen 
und  umgekehrt  die  Ciirve  S,  und  die  Normalcurve  C  der  Bchraabenfilcl 
constrniren,  welche  die  beliebig  angenommene  Curve  S.  als  Contour  d«*' 
schiefen  Parallelprojection  liefert. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  in  Fig.  4,  S.OJ  die  gegebene  Corve  S,.  es  «ei' 
ferner  die  Gerade  f'O',,  welcbe  die  Polbahn  in  f'  trifft,  eine  Not  male  dor 
Carve  S,  im  Punkte  (!,',  ao  erbalten  wir  einen  Ponkt  Pi^  der  Curve  S„ 
wenn  wir  SlQ^\[^f'0,'  machen.  Beschreiben  wir  dann  um  0,  mitO,(fi 
einen  Kreis  Ä".  machen  Slif^  Slf  nnd  bestimmen  auf  A'  den  Punkt  ß»,  s« 
dass  fff'^ilQi^fOi  ist,  d.  h.  wir  iuchen  die  Lage  des  Punktes  0«^ 
welche  der  Punkt  y'  einnimmt,  wenn  die  Gerade  £10^  "m  0,  gedreht  wirf 
bis.ß  aber  x  in /"gelangt.  Der  somit  cindcotig  beslimmle  Punkt  ^anf  A*!! 
ein  Pnnkt  der  Normalcurve  C.  Die  Curve  S,  ist  die  Hlillbahn  der  mit  deitt 
rollenden  Kreise  k  verbundenen  Normalcurve  C.  Es  kann  nun  der  Fall; 
eintreten,  dass  diese  Hüilbahn  schon  durch  ein  Stück  der  HUllcarve  C°  voll, 
ständig  erzeugt  wird.  In  einem  solchen  Falle  liefert  die  angegebene  Con- 
atruction  nur  das  Stück  der  Normalcurve  C,  welehea  bei  der  Ersengnug;^ 
dar  Carve  S,  zur  Geltung  kommt. 

In  Nr,  7  haben  wir  gezeigt,  daas  jeder  Punkt  0°  der  Normalenrv«  C 
im  Allgemeinen  zwei  Punkte  Q,^,  Q,'^  der  Curve  S,  liefert.  Hieraus  folgt 
dann,  daas  die  beliebig  angenommene  Curve  S.  Q,^  nur  ein  Thoil  der  Cnrv« 
S,  ist  und  dass  neben  diesem  Curventheile  S,  Q,^  noch  ein  zweiter  Carvea- 
tbeil  S,Q,^  auftritt,  über  den  wir  im  Voraus  nicht  willkürlich  verfügea 
können.  Dieser  zweite  Curventbeil  S,Q,^  bildet  im  Allgemeinen  ein« 
selbatsUtadige  Carve;  er  vereinigt  sich  nac  dann  mit  dem  Curventbeil  S,  QS' 
xa  einem  coniimtirlicbea  Curvenzugo,  wenn  4\ft  gptaift  VoftiÄixi  St.Q>ii 
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Nomale  äea  Carveotbails  S,Q,^  zusammenfällt.  Die  in  Fig. 4  ge- 
gebene CnnstnietioD ,  durch  welche  man  zu  den  Pnoklen  £),^,  0,°  der 
Owve  S,  die  entsprechen.! on  Punkte  (»",  C"  der  Ciirve  S,  hestimml,  giebt 
dn3«tt: 

Die  CarVB  S,   ist   der  geometrische  Ort  derjeuigen 

Punkte    anf  der    in  der  Richtung  der  geraden  Polbahn 

sich    bewegenden    Curvo5,,    deren    Normalen    wahrend 

der  Bewegung  durch  den  Pnnkt  Sl  gehen. 

13.  Bei  der  Schattenbestimmnng  der  SchrnubenflÄcben  ist,  die  Projec- 

tionErichtnng  als  Lichtrichtang  betrachtet,  die  Curve  S,   die  Grandrisspro- 

jeetioQ  der  Selbgtschattengrenze  .S  und  die  Curve  S,,  die  schiefe  Parallel- 

i    pri>jection  von  S,  die  Schlagschattencontour  der  Schraubonflilche.    Die  Nor- 

dcnrve  C  und  die  Curve  N,  hcissen  in  der  Abhandlung  des  Uenn  Reu- 

ani  •  „Profile",  die  Curve  S,,   welche  bei  unseren  Betrachtungen  die 

Viüitigste  ist,  wird  dort  „Eingnfilinie"  genannt  und  ist  dort  gleichsam  ein 

Hebet) eneugniss   der  Conslruclion.     Der  Vergleich    unserer  Erörterungou 

■rit  d«r  citirteu  AbhandluDg  zeigl,  dass  die  Ableitung  der  Parallelprojectlou 

Scbranbenflächen  und  des  Schattens  derselben  als  eine  neue  Interpre- 

litioD  einer  kinematischen  Conatruction  betrachtet  werden  kann  und  dass 

j«D8  Conttrnction  in  dieser  kinematischen  Constrnctiou  als  specieller  Fall 

tothtltea  ist. 


II.   Specielle  Betrachtungen. 

st*  Bcbatuncoutrnctioii  d«r  Scimabmiragelllasha. 
H.  Die  Normalcurve  der  SchraabenregeirUche.  Die 
^hriubenregelfiXche  wird  dnrch  die  Schraubenbewegung  einer  Geraden 
«nengl.  Es  sei  (Fig.  3,  Taf.  l)  OH  die  anf  der  Grundridsebene  senkrecht 
■ttbcode  Schrauben Rie.  Die  Grundrissprojeclionen  der  Mautellinien  um- 
Irnien  den  Kreis  k, ,  dessen  Miltelpunkt  0,  und  dessen  Radius  S  gleich  dem 
Abtland  der  erzeugenden  Geraden  von  der  Schranbenaxe  ist.  Der  Kreis  A', 
M  die  OfundrissproJectioD  der  Schraubenlinie  A*,  welche  der  der  Axe  zu- 
tfehitlipgendo  Punkt  der  beweglichen  Geraden  bescbreibl.  Von  den  un- 
■BiJlicb  vielen  Schraubenlinien,  welche  die  Axe  und  die  Ganghöhe  h  der 
SebriRbenregelflacbo  geraeinsam  haben,  giebt  es  eine  Schraubenlinie  S, 
i*na  Tangenten  den  i^tantellinien  der  Scbranbenregelfläche  parallel  sind. 

llQ  Rsdias  g    dieser  Schraubenlinie    erhalten    wir,    wenn  wir  Oft\~  — 


*  KlncmatUebo  Uittbeilungou  iii  den  „Verhandlungen  des  Vercini 
)|<«iaMw«rbfl«i«>as  In  Preuucn",   lb72,  S.  187.  —  Auuli  UquUi 
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maelieii  und  durch  F^  ta  0,0',  die  Parallulo  F^ut  ziehen,  d.  h.  die  Gernds  I 
/",»,  so  lioatimmen ,  Aast,  sie  mit  der  Projcctiimsase  A  dpuselben  Winkel  m  1 
macht,  welchen  die  MantelUnien  der  Schranbenregelflächo  mit  der  Grt 
rissebene  bilJen.  Dünn  ist  ^=0,((,  doc  Radius  der  Schraabenlinio  ^\\ 
(Icuu  Lczeichnea  wir  durch  u  den  Winkel,  den  die  Tnngenten  dieser! 
Schraubenlinie  mit  der  Grandriasebene  bilden,  so  ist 


ist ,  so  folgt 

Die  Gcsammtheit  aller  Tangenten  der  Schraubenlinie  £  bilden  eil 
abwickolbare  SchraubenflHche,  und  der  Schnitt  derselben  mit  der  Gmad' 
risBebeno  ist  eine  gewöhnliche  Kreisevolvente,  deren  Basis  der  Kreis  £,  ist 
Es  seien  auf  der  Geraden  0,0,  die  Pnnlile  u,  und  a,  die  Schnittpunkt«  der 
Schraubenlinien  £  und  K  mit  der  Giundrissebene.  Ziehen  wir  in  einem  be- 
liehigen  Punkte  ß,  an  den  Kreis  £,  eine  Tangeale  r,  ß,  =  a,  tß, ,  so  ist  i,  ft 
die  Grnndrissprojection  einer  Mantcllinie  der  abwickelbaren  Schraabeu' 
fläche  und  die  Grundrissspur  t,  ein  Punkt  der  genannten  gemeineD  Kreis- 
evolvente. Legen  wir  nun  an  den  Kreis  £',  die  an  r,  |j,  parallele  Tangente 
(j,  b,  =  r,  j9[ ,  so  ist  Q,  b,  die  Grundrissprojection  einer  .Mautellinie  der 
SchraubenregelflKche  und  Oi  die  Grundrissspnr  dieser  Mantellinia.  Wir 
erhallen  den  Punkt  f,  aber  auch,  wenn  wir  auf  t,  ß,  die  SenkrechtB* 
t,0,  =  a,a,  =  ^  —  i  ziehen.  Denken  wir  uns  nun  den  Punkt  p,  mit  dar 
Krciiitangente  r,  ^,  fest  verbunden,  so  boscbreibi  derselbe,  wenn  dieae  Tho' 
gonto  auf  dem  Kreise  £,  rollt,  die  Normalcurve  C,"  der  Schranbenregel- 
flilche.    Hieraus  folgt  der  Salz: 

Die    Normaicurve     der    Scbrau benregelflSche    ist 

eine    altgemeine  Kreise volven le,    deren    Polbabn  det 

Kreis  £,  ist. 

Bevor  wir  mit  Hilfe  dieser  Normaicurve  die  Schatiencoihtrnction  de^ 

Schrnuhcnregelfläcbe  ableiten,  wollen  wir  noch  die  wichtigsten  speciellcB. 

Fälle  dieser  SchraubenflSthe  hervorheben, 

a)  Ist  der  Radius  S  des  Kreises  A\  gleich  Null,  dnnn  gehen  die  Mantel- 
linien  durch  die  Scbraubemixe,  und  die  Normaicurve  geht  i 
archimedische  Spirale  über.  Dies  ist  die  axiale  Schrauben- 
regelfUche  (Schranbe  mit  scharfem  Gewinde). 
hj  Ist  der  Radius  ^  des  Kreises  £,  unendlich  gross,  dann  sind  die  Msn- 
tellinien der  Normalebene  parallel  und  normal  zur  Schraubenase, 
diesem  Falle  erhallen  wir  die  normale  ScbranbenregelflSche. 
(ScitcaBücbe  der  gewundenen  prismal\sc\\6n  S4"a\e"^. 
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I  Wenn  ^■^S  ist,  geht  die  Xormalcarve  in  die  gemeine  Kreisevolvonto 
bb«r.  Dies  ist  <lic  tnngenllale  SchranbcnrcgelfUclie  (die 
ftbwickelbara  Scliraubenfl^lchc). 

I  Im  Falle  6=0,  f=cc  geben  dieMantolliiiiGn  dnrcli  die  Schraabenaxe 
nod  Btehen  nnf  dieacr  senkrcciit.  lls  ergiebt  sich  dnun  die  normale 
axiale  9chranbeoregellUcUe  (Schraube  mit  flachem  Gewiude). 

15.  ConstractioD  der  Sclbstschattengrense  der  Schrau- 
inregelfllicfa«.  BchaTs  dieser  Construction  bestimmen  wir  die  Normale 
lineB  Punktes  !J,  der  Normalcnrve ,  der  allgemeinen  Kreisevolvente  Ci", 
bd«m  wir  von  Q,  an  den  Kreis  &',  die  Tangenlo  Qib,  legen,  welche  *■,  in 
h,  berührt,  nnd  von  dem  Schotttpunkto  ß, ,  den  0,b,  mit  dem  Kreise  £, 
bitdci,  nscb  (',  die  Gerade  ^i  ziehen.  Dann  ist  diese  Gerade  ß,C>,  die 
Normale  des  Punktes  f,  der  allgemeinen  Kreisevolvente  C',  denn  ß, 
nl  der  BerilhruogBpunkt  der  Polbnlinen.  Nehmen  wir  nun  an,  es  sei 
1,,  i,  die  Lichtrichtung  und  .Q  der  darcti  diese  Licbtrichtung  bestimmte 
Augugspankt  Sf,  so  brauchen  wir  nur  das  rechtwinklige  Dreieck  ß,b,0, 
nO,  %a  drehen,  bis  die  Normale  Q,ß,  durch  il  geht;  dann  gelangt  der 
fMaiO^ß,  nachO,  j3',  die  Kreistangente  b,Q,  als  solche  nach  6' (J', ,  und 
if,  i*t  ein  Punkt  der  Grutidrissprojectiou  S,  der  Selbstschattengreuse  S, 
Wi«  der  Punkt  Q,  der  Normalcurve  C,"  den  Punkt  Q',  der  Cürve  5i  liefert, 
ta  lieferl  auch  der  zweite  Punkt  f*,"  der  Normalcurve  C,",  der  ebenso  weit 
m  (I,  entrernl  ist  als  Q„  anf  der  Geraden  Hßf  einen  zweiten  Punkt  Q"  der 
Ctrv«  S,.  Hiernach  kütitien  wir  die  Curve  S,  sehr  leicht  ganz  unabhängig 
nn  der  Normalcurve  C,°  construiren. 

Der  bessern  Uebersichllichkcit  wegen  wollen  wir  diese  Conslruction  in 
K  ifparalen  Figur  3a  wiederholen.  Wir  ziehen  von  dem  Ausgangspunkte 
leine  Secnnte /j'j}^  durch  den  Kreis  £,  und  verbinden  die  Schnitlpunkle 
',  (P  mit  Ü,  durch  Gerade,  welche  den  Kreis  A',  resp.  in  e  und  e"  schneiden  j 
l  diesen  Schnittpunkten  errichten  wir  auf  0,^'  und  0,j3"  die  Senkrechten 
'ff  and  e"Q",  welche  die  durch  Sl  gezogene  Gerade  in  den  Curvcnpunkten 
fand  Q"  treffen.  WÄre  in  Fig.  3  die  Lage  der  zur  Aufrissebene  parallelen 
liDt«lliQie  00'  derart,  dass  die  zu  ihr  Parallele  /',<>,  die  Projectionsaxe  A 
«Mi  YOD  f'i  sclinilte,  so  mtisste  man,  nm  die  Carve  S,  in  Fig.  3a  zu  crhal- 
(iD,  in  den  zweiten  Schnittpunkten  t  und  t"  auf  0,  ß'  nnd  0,  p  Senkrechte 
■nielilito  oder  Tangenten  an  A',  ziehen.  In  Nr.  1»  werden  wir  zeigen,  dass 
feCnrve  Fig.  8a  ein  ganz  spccieller  Fall  der  dort  behandelten  Cnrve  ist. 
Omiaird  auch  die  Tangenten-  und  Normalencoustruction  abgeleitet. 


^ 


*  Dta  AnsgmDgipankt  Sl  erhalten  »ir  nad 
•**«.  FiF'j.araJIefi  uail /"r.  parallel  Of/f,  2 


wir  0,F,= 

uii'icWeu  v 
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machen.  Da  die  cyklische  Carre  in  Bezug  auTdie  darcfa  0,  gebeaJen  Qe- 
raden  OiH  symmctriBcli  ist,  so  giebt  es  nncii  Nr.  0  aur  J2{)'  noch  zwei  cor- 
respondireuiie  l'uuktc  £)"  und  0"  der  CuiveS,.  Diese  Pankie  erhallen  wir» 
wenn  wir  UliRr  0,SI  als  Daicbmesscr  den  Kreis  «  beschreiben,  der  ßf^"  in 
n  trifft,  und  f»°fl  =  £*'/i,  0"ii  =  fjn  machen ;  oder  wcqu  wir  dorch  den  »wei- 
len Schnitlpanlct  ^,  den  Sl^'^  mit  £  bildet,  den  Undius  0,^  sieben,  der  Ü 
in  |tt'  trifft,  and  t'"^'=  ('  f'  =  ÖC  machen. 

Ilieraus  ergiebt  stcbj  in  Kürze  znaammengefasst,  die  folgende  eioTaelik 
Constraclton  der  Grandrisaprojcction  .S  der  Selbetscbattengrence:  ^| 

Wir  ziehen  durch  Sl  eine  beliebige  Gerade  Si.Q^,  die  d«fl 
Kreis  £in  zwei  Punkten  |3',  ^  schneidet,  ziehen  die  Geradafl 
0,  fS",  0,  ^,    welche  den  Kreis  2  einerseits  resp.  in  den  Paak^ 
ten  fi',   fi*  treffen,    iiuJ    beschreiben    um    y}    und   fi'  mit  fiß  als 
Radius    die    Kreisbügen,    welche    Slfj^   iu    den    vier    Pnokton 
0^,  p'  und  0",  P"   ecbneiden.     Die  so  auf  üp»   i 
Punkte  i>i,  Ö',  0",  Q"  sind  Punkte  der  Curve  S,.      Wenn  die  Noi 
maicurve  6'"  eine  allgemeine  Epi  -  oder  Hypocykloiile  ist,  so  mnss  mai 
Schnittpunkte  fi',  (t*  benutzen,  welche  0,^'  und  0^^  oder  deren  resp. 
längernngen  über  ^'  and  ^  mit  dem  Kreise  H  bilden;  wenn  aber  die  Non 
malcurvo  ^°  eine  Pericjkloido  ist,  so  muss  niiin  die  Schnittpunkte  ft'  und  fi 
benutzen,    welche    die  über  Oi  hinausgehen  Jen  Verlfingerungen  i 
und  0,  ^*  mit  dem  Kreise  ^  bilden. 

In  Fig.  13  ist  das  Schema  eines  Instrameutes  gegeben,  mit  dem  i: 
die  Cnrve  S,  zeicbnen  kann.    Die  Punkte  0,  nnd  ü  sind  fest.    Bewegt  mui4 
den  Punkt  ji'  im  Kreise  um  0, ,  so  beschreibt  der  Punkt  C'  einen  Tbeil  doT  \ 
Curve  5,.    Der  andere  Tbeil  derselben  wird  beschrieben,  wenn  man  ^  auf  1 
die  andere  Seile  von  j3'  legt.    Die  Cnrve  S,  ist  vom  achten  Grade.    Ibre 
Gleichung  ISsst  sich  leicht  in  Polarcoordinaten  aufstellen,  deren  Pol  Sl  und 
deren  Polaraxe  ßO,  ist, 

Die  gemeine  Uypo-  und  Pericycloide  kann  bekanntlich  auf  zweierlei 
Art  durch  verschiedene  Paare  von  Kreisen  erscugt  werden.  Dasselbe  gilt 
auch,  wie  Herr  Dnrige  (Schlümilch's  Zeitschrift,  Bd.  IX  S.  209)  be- 
wiesen hat,  für  die  sternförmigen  Cykloidcn,  d.  b.  Tür  solche  cyklische  Ctir- 
veu,  deren  eizeugonder  Punkt  0  durch  0,  geht  nnd  bei  denen  die  Radie 
des  festen  und  des  rollenden  Kreises  in  einem  rationalen  Verbältniu 
stehen;  demnach  kann  die  Curve  .S, ,  welche  diesen  besonderen  cyklise&MI, 
Curven  entspricht,  auch  auf  sweierlei  Weise  erzeugt  werden. 

IS.   In  Fig.  10  sind  die  Curven  S,»,  S,»,  S,",  S/  und  .S,'  gezeichnet,  diq 

den  Normalcurvcn  entsprechen,  welche  die  Punkte  Q»,  Qh,  Qa  Qd  ond  Qt  bij 

schreiben,  wenn  der  Kreie  k  auf  dem  Kreide  2.'  rollt.  Die  ersten  drei  diea«| 

Paakte  eneageu  verlängerte  Gpicykloiden,  der  Punkt  Qi  beschreibt  etaf 

gemeiae,  der  Paakt  Q.  eine  verkürzte  Epic^Uovie.  "Ofta?ü,\iVi.»l,\«,\i«( 


Wf  JT,  «ifo,  and  der  geometriache  Ort  i 
;eheii,  ist  dio  Fnaspnnkticurvfl  S, 
B«scbreibeii  wir  lilier  0,il  nls  D 
inrli  eine  Cnncboide  dieses  Kreises  > 


■er  Punkte,  deren  Normalen  dorcb 

Kreises  K,  in  Bezug  stif  lien  Pol 

imesser  den  Kreis  m,  dnnn  ist  S, 

denn  ziehen  wir  dnrch  Sl  eine  Gß- 


rtde.  welch«-  w  in  n  triffl  und  S,  in  Q\  nnd  (l",  schneidet,  so  ist  ii  &,  =  nff\ 
glfteb  dem  Radia*!  Je»  Kreises  *',,  Rollt  der  Kreis  k  nuf  der  Polbahu  il<P, 
»0  umhüllt  die  im  beweglichen  System  godncbte  Ger«iIo  C,"  eino  Aeqai- 
diituiie  S,  der  gemeinen  Oycloide,  welche  dnrcli  den  auf  ri'  liegenden  Punkt 
0,  «Ticngt  wird,  wenn  der  Krfis  k  aM(  Sl^  rollt.  Aas  der  Cen^triiction  der 
Cmre  S,  erkennt  man  leicht,  dass  die  Couoidfläche  ;'  (Nr.  S),  deren  Durch- 
MbaitI  mit  der  normalen  Schrauhenregelfläche  die  Kaumcurve  S  liefert, 
eiae  normale  axiale  Schraobcnrcgelflächc  ist,  die  gleiche  Gan^'höhe,  aber 
Mlf^EengOse'»'"  Windnng  hat. 


IT.  I»t  mit  einer  in  sich  selbst  bewegten  Schraubenlinie  &  eine  anders 

brtubenlinie  V,  di'ren  Axe  der  Ase  der  ersten  pHrallcl  ist,  fest  verbnn- 

0  beschreibt  dtn  Schranbenlinia  'F,  wie  man  leicht  durch  kinematische 

ichtungCD  erkennt,  eine  Schraubcnfläcbe,  deren  Normalcurvc  eine  cyk- 

die  Cnrve  (eine  allgemeine Ejd-,  Uypo-  oderPericykloide)  ist.  —  DerMit- 

itlpDokt  0,  des  Kretaes  2.  (Fig.  0 ,  Taf.  II)  sei  die  Grundrissprojeclion  der 

pfderGTUndrissebene  senkrechten  A:(0  Acr  Schrauben  flache.  Die  cyklische 

rre  C,  die  Normalcurvc  dieser  Schraubenfläche,  wird  durch  einen  mit  dem 

n\it  k  fest  verbundenen  Punkt  Q  beschrieben,  wenn  der  Kreis ;;:,  dessen  Mit- 

Bljiankl fi  iMt,  an  dem  Testen  Kicis trollt.  Für  einen  beliebigen Curvonpunkt 

if  »t\  k'  die  Lage  des  rollenden  Krciees,  ^'  dessen  Mittelpunkt  und  jS'derBc- 

rahrnogspankt  der  Polbahuen,  dann  ist  0''ß'  die  Normale  (in  den  Punkt  Q' 

mitt  cykliscben  Corvc  C.    Ist  ß  der  Ausgnngspnnkt  an  der  geraden  l'ol- 

^Bsbn  SlO,  welche  der  Grnndtiseprojection  /,  der  Lichtrichtung  parallel  ist, 

^^pon  gelangen  wir  lu  einer  sehr  einfachen  Construclion  der  Curve  S,,  der 

^^Ptinndriisprpjection  der  Selbatschattengrenze,  wenn  wir  das  Dreieck  0' t^' ß' 

r      «n  0,  drehen,  bis  die  Normale  i**/?  durch  den  Pnnkt  Sl  gebt.    Zu  diesem 

Zweeke  bescbreibea  wir  um  0,  die  durch  0'  and  n'  gehenden  Kreise  A''  und 

=  ,  hiatr  am  O,  den  durch  Sl  gehenden  Kreis  k",  der  die  Normale  Q'ß'  in 

den  roiikten  9  nnd  /  schneide! ;  dann  bestimmen  wir  auf  K'  den  Punkt  0^, 

*•  du»  S.O^  =  fO'  ist,  sieben  durch  den  Schnittpunkt  |3',  den  SIQ^  seiner- 

_i«i1a  mir  £  bildet ,  den  Radius  O.iS',  der  ^  in  ,.' trifl"!.    Das  Dreieck  (Kfi'!? 

i  'lann  die  Lage   O'ii'ß',  die  Normale  0' f  die  Lage  ^^ü  angenommen 

'  ist  ein  l'nnkt  der  Curve  S,.    Man  erkennt  leicht,  dass  es  auf  einem 

n  Intervall  d«r  cyklischen  Cnrve  t"  noch  einen  Ppnkt  giebt,  dessen 

I  Ton  O,  flentelbe»  Abst*tiS  bat,  wie  die  Normale  'J'  ß"  -,  4b,\i«i  exVtfi- 

fr  MMfSif^iioeh  einen  Paukt  t/  der  Curve  S, ,  wenn  wvv  ji'tf  =  ^^0*-=  ».Q 
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19.  Es  liegt  nicht  in  unserer  Absicht,  die  an  vielen  interessanten 
Eigenschaften  so  reiche  Curve  5,  hier  in  vielen  speciellen  Fällen  hervorzu- 
heben. Wir  wollen  daher  nur  noch  den  Specialfall  erörtern,  in  dem  die 
Schraubenregelflächc  auftritt.  Ist  der  an  £  rollende  Kreis  k  unendlich 
gross,  d.  h.  geht  k  in  eine  Gerade  über,  so  beschreibt  ein  mit  dieser  Geraden 
fest  verbundener  Punkt  Q  eine  allgemeine  Kreisevolveute,  und  die  Con- 
straotion  der  Curve  S^  modificirt  sich  derart,  wie  sie  in  Fig.  3a,  S.  196  aus- 
geführt wurde*.  Um  nun  in  diesem  Specialfalle  an  einen  Punkt  Q^  der 
Curve  Si  (Fig.  3  a)  die  Normale  au  construiren,  ziehen  wir  durch  0' eine 
nach  dem  auf  0)  j3*  liegenden  unendlich  fernen  Punkte  (i^  gerichtete  Gerade, 
d  h.  zu  Oiß^  die  Parallele  Q'M,  welche  die  in  ß^  Aufß*  Sl  errichtete  Senk- 
rechte in  M  trifft;  hierauf  ziehen  wir  0,  M  bis  Durchschnitt  A  der  in  Sl  auf 
Slß^  errichteten  Senkrechten;  dann  ist  AQ'  die  Normale  des  Curvenpunk- 
tes  ff, 

20.  Die  Curve  5|  ist  nach  Nr.  11  nur  ein  Specialfall  der  Grundriss- 
Isophcngen,  deren  allgemeine  Construction  in  Fig.  6  gegeben  wurde.  Aus 
dieser  Construction  ergicbt  sich  leicht  das  in  Fig.  14  gegebene  Schema  eines 
Instrumentes,  mit  dem  man  die  Grundriss-Isopheugen  der  Schraubenfläche, 
deren  Normalcurve  eine  cyklische  Curve  ist,  zeichnen  kann.  Der  Punkt  Ot 
(Mittelpunkt  des  festen  Kreises 2^)  und  der  Punkte*  (Mittelpunkt  des  Grund- 
kreises  k^ ,  dem  die  Intensität  t  entspricht)  sind  feste  Punkte.  Wird  n  bewegt, 
so  besehreibt  Q^  einen  Theil  der  betreffenden  Grundriss-Isophenge.  Der 
andere  Theil  wird  beschrieben,  wenn  man  Q^  auf  die  andere  Seite  von 
ß'  legt. 

Di»  Schattaaoonatniotion  der  Schrrabttuflithe,  derea  HomudeuTt  eine 

KreiisugUnie  ist. 

21.  Es  sei  in  Fig.  15  0,  die  Grundrissprojection  der  auf  der  Grundriss- 
ebene senkrechten  Schraubenaxe  und  zugleich  der  asymptotische  Punkt  der 
Kreiszuglinie  C  (Tractorie  des  Kreises) ,  welche  wir  als  die  Normalcurve 
der  Schraubenfläche  betrachten.  Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Rück- 
kehrpunktes y  von  Ol  mit  2a  und  beschreiben  wir  mit  a  als  Eadins  um  0^ 
den  Kreis iT,  so  erhalten  wir  an  einem  Curvenpunkt  Q  die  Tangente  QT,  in- 
dem wir  anforden  Punkt  T  bestimmen,  so  dass  QT^a  ist.  Drehen  wir  nun 
die  Normale  QM  des  Carvenpunktes  Q  mit  der  Tangente  QT  nmO^^  bis  die 
Normale  durch  den  durch  die  Lichtrichtung  bestimmten  Ausgangspunkt  Sl 
geht,  so  gelangt  T  auf  K  nach  J^  und  jp  in  die  Lage  0^.   Der  Punkt  ff^  ist 


*  Für  diesen  speciellen  Fall  wurde  die  angegebene  Construction  auf  dem  Wege 
der  darstellenden  Geometrie  sehr  mühsam  abgeleitet  in:  Olivier,  Application  de  la 
giomitrie  detcHptive,  p.  88,  Paris  1847;  —  JJe  la  Gournerie,  Joumai  de  fBcole  poiy- 
tedMqueyOMerMt'-'  De  laOournerie,  TraUi'd€  giomHrit  d-crIpHee ,  Art^M'- 
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dann  ein  Punkt  der  Grundrissprojection  S^j  der  Selbstschattengrenze  der 
SchraabenflSche.    Hieraus  folgt  der  Satz : 

Die  Curve  S^   wird  durch  den  Scheitelpunkt  ^  des 

rechten  Winkels  erzeugt,  dessen  einer  Schenkel  durch 

den  festen   Punkt  Sl  geht,  während   der  Endpunkt  des 

andern  Schenkels  von   der  Länge   a  den  Kreis  K  vom 

Radius  a  beschreibt. 

Dieser  Satz  liefert  eine  einfache  Construction  der  Curve  Si,  Um  diese 

Conatrnction  in  den  Figg.  15a  und  156  auszuführen,  beschreiben  wir  um  Sl 

mit  dem  Badius  a  den  Kreis  «9,  ziehen  durchs  eine  beliebige  Gerade  SIQ^^ 

auf  diese  in  Sl  eine  Senkrechte ,  die  den  Kreis  co  einerseits  in  i  schneidet, 

führen  durch  i  zu  SIQ^  die  Parallele,  welche  dem  Kreise  K  in  den  Punkten 

q^  und  g^  begegnet,  und  fällen  von  q^  und  9^  auf  52 jß^  Senkrechte;  die 

FuBspunkte  0^  und  (^  derselben  sind  dann  zwei  Punkte  der  Cnrve  5|.  Die 

Curve  ^1  liegt  symmetrisch  zur  Geraden  0|  Sl^  sie  hat  in  0|  eine  Doppeltan- 

gentO;  und  in  .$2  einen  Doppelpunkt,  wenn  .$2 0|  ^  2a  ist  (Fig.  15a).   Für 

0|4$2^  2a  besteht  die  Curve  ^1  aus  zwei  sich  nur  in  0^  berührenden  Cnrven* 

theilen,  und  für  0|i2  =  oo  gehen  diese  Curvcntheile  in  zwei  gleiche  Kreise 

über,  deren  Radius  a  ist. 

21.  Aus  der  Erzeugungsweise  der  Kreiszuglinie  folgt  durch  die  Leh- 
ren der  Kinematik,  dass  der  Durchschnitt  der  Geraden  0^  T  (Fig.  15)  mit 
der  Normale  QM  der  Krümmungsmittelpunkt  des  Curvenpunktes  jß  ist.  Durch 
die  besprochene  Drehung  der  Normale  um  0|  gelangt  Jlf  nach  Af^.  Nach 
dem  auf  S«  180  abgeleiteten  Satze  erhalten  wir  dann  die  Normale  AQ^  des 
Punktes  j^  der  Curve  S^,  wenn  wir  die  Gerade  T'jß^  bis  zum  Durchschnitt 
A  der  in  Sl  anf  SIQ^  errichteten  Senkrechte  ziehen.  Diese  Normalencon- 
struction,  welche  in  den  Figg.  15a  und  156  ausgeführt  ist,  ergiebt  sich  auch 
direct  auf  kinematischem  Wege  aus  der  angegebenen  Erzeugungsweise  der 
Curve  iS|. 

Bestimmiuig  der  BehranbeafllGhe ,  deren  Sehlagsehatteneontonr  theilweiee  ani  einem 

gegebenen  Kaeife  bestellt. 

22.  Es  sei  in  Fig.  IQSIO  die  zur  Grundrissprojection  der  Lichtrichtung 
/i  parallele  gerade  Polbahn,  x  der  rollende  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  0|  die 
Grundrissprojection  der  Schraubenaxe  ist,  Sl  der  Ausgangspunkt  und  S^* 
der  gegebene  Kreis,  welcher  einen  Bestandtheil  der  Schlagschattencontour 
S$  der  Schraubenfläche  bildet.  Die  beliebige  Lage  des  Kreises  5^,,  dessen 
Radius  wir  durch  a  bezeichnen ,  haben  wir  so  genommen ,  dass  sein  Mittel- 
punkt Fg  senkrecht  unter  der  Mitte  Xn  der  geraden  Polbahn  SlO  liegt. 

Um  die  Normalcurve  C^  der  Schranbenfläch6|  wie  in  1fr.  *^  »aUhrt 
wurde ,  zu  construiren ,  ziehen  wir  dorch  den  Mit^ 
P,  IV,  die  mit  S"«  die  Schnittpunkte  (^« ,  (^«  Ul 
P^IV  die  Parallele  A/>i,  welche  die  dnrf 
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zogenen  Geraden  in  den  Punkten  Q^i  and  Q\  der  Corvo  S^i  S^i  trifft.  Da 
Pi0^i  =  PiQ\  =  a  ist,  so  folgt,  dass  die  Carve  S^iS't  eine  Conchoide  ist. 
Fällen  wir  von  Pi  Aut  SlO  die  Senkrechte  PfJ^  so  ist  das  rechtwinklige 
Dreieck  SIJP^  dem  rechtwinkligen  Dreieck  IV XII y«  congruent.  Machen 
wir  nan  auf  dem  Kreise  x  den  Bogen  SlnA  =  SllV  and  drehen  wir  das 

4 

rechtwinklige  Dreieck  SlJPi  nm  0],  bis  A  in  4  gelangt,  so  geht  es  in  die 
Lage  ^JqPq  über  nnd  die  auf  .QP|  liegenden  Pnnkte  iß^,,  Q\  nehmen  resp. 
die  Lagen  O^q  und  Q'^  an.  Diese  Punkte  0^^^  Q\  sind  zwei  Punkte  der 
Normalcurve  C^,    In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ^J^P^ist  die  Kathete 

4  z/q  =3 IV  XII  =  4  9 12  und  sie  tangirt  den  Kreis  x  in  4,  ferner  ist  die  Ka- 
thete  Po^/o^/fXII  constant.  Demnach  liegt  der  Punkt  P«  auf  einer  all- 
gemeinen Kreisevolvente  E\^  welche  der  Punkt  P^  beschreibt,  wenn  die 
Tangente  J^^  auf  dem  Kreise  x  rollt.   Hieraus  folgt: 

Die  Normalcurve  Cq  der  gesuchten  Schrauben flftche 
ist  die  beiderseitige,  im  Abstände  a  befindliche  Aequi- 
distante  der  allgemeinen  Kreisevolvente  Ef^. 

Da  diese  Aequidistante  in  Bezug  auf  die  Gerade  O^Sl  symmetrisch 
liegt,  so  erhalten  wir  nach  dem  in  Nr.  9  hervorgehobenen  Satze  auf  der 
Geraden  SIP^^  welche  den  über  0,  Sl  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis 
ft;  in  n  schneidet,  noch  zwei  Punkte  iß\  ()*  der  Curve  S^^  indem  wir  nQ^ 
Gz^nQ'i  nnd  nQ^=^nQ^  machen.  Die  Curve  iS|  besteht  also  ausser  der  Con- 
choide S^i  S^  noch  aus  den  Curventheilen  5,'  und  5|'. 

Drehen  wir  die  Gerade  4Po>  welche  den  Kreis  x  noch  in  dem  Punkte  tp 
schneidet,  um  0,,  bis  q>  m  Sl  fällt,  so  gelangen  j^^,  (/^  resp.  in  die  Lagen 
jß^i,  Q'\^  welche  auch  zwei  Punkte  der  Curve  ^|  sind.  Machen  wir  auf  der  ge- 
raden Polbahn  i2  (Z>  die  Strecke  Slq>'=Sl%<p  und  ziehen  wir  durch  qt'  zu  ^Qi^ 
die  Parallele  q>Qg^j  welche  die  durch  0^^  und  ß",  zn  SlO  parallelen  Ge- 
raden in  0^g  und  ß",  trifft,  so  sind  ß^,  und  Q"g  zwei  Punkte  der  Curven- 
theile  S^^  und  S^\  der  Schlagschattencontour  S,^  über  die  wir  nicht  will- 
kürlich verfügen  konnten. 

Für  a  =  0  geht  der  Kreis  S^g  in  den  Punkt  P«,  die  Normalcurve  C^  in 
die  allgemeine  Kreisevolvente  E\  und  die  Conchoide  S^i  S^i  in  die  Gerade 
Pi  Ps  über.  Die  Schraubenfläche  ist  in  diesem  Falle  eine  Schraubenregel- 
fläche ,  bei  der  auf  jeder  Windung  eine  Mantellinie  der  Lichtrichtung  pa- 
rallel ist. 


vn. 

Mathematiflohe  BeBtimmimg  der  in  den  diatonischeii 

Dur  -  Tonleitern  vorkommenden  ZahlenverhältniBse  nnd 

der  zwischen  den  einzelnen  Tönen  bestehenden 

Consonanz« 

Von 

V.  Schlegel, 

Gymnasiallehrer  zn  Waren  in  Mecklenburg. 


(Hierzu  Taf.  II,  Fig.  17-21.) 


1.    Bestimnjung  der  Zahlenverhältnisse. 

1.  Die  durch  die  Praxis  hergestellte  und  uns  tiberlieferte  diatonische 
Dnrtonleiter  hat  folgende  Eigenschaften,  die  als  zufällig  erscheinen:  1.  die 
Anzahl  der  zwischen  den  Grundton  und  seine  Octave  eingeschalteten 
Töne,  2.  die  Reihenfolge  der  Grundtöne  in  den  verschiedenen  Tonlei- 
tern ,  8.  die  beim  Uebergange  zu  einer  neuen  Tonleiter  erfolgende  Ein- 
schaltung eines  neuen  Tones  in  der  Septime,  resp.  Quart.  Von  diesen 
Umständen  abhängig  sind  die  Zahlen  Verhältnisse  der  Töne,  die  noch  ausser- 
dem 4.  in  möglichst  kleinen  Zahlen  ausgedrückt  sind,  weil,  wie  die 
Erfahrung  zeigt  und  wie  wir  später  auch  theoretisch  darlegen  werden,  die 
Consonanz  innerhalb  der  Tonleiter  wesentlich  von  diesem  Umstände  ab- 
hängig ist.  5.  Ausserdem  sind  diese  Werthe  offenbar  durch  das  Bedürfniss 
bestimmt,  die  Tonleiter  für  jeden  Orundton  rein  zn  erhalten,  mit  Hinzu- 
fügung einer  möglichst  geringen  Anzahl  von  Zwischentönen. 

Es  wird  daher  möglich  sein,  aus  den  oben  gegebenen  fünf  Daten  die 
Zahlenverhältnisse  abzuleiten.  Dabei  wird  sich  zeigen ,  ob  die  bekannten 
Zahlenverhältnisse  die  einzige  Lösung  der  Aufgabe  bilden,  oder  ob  andere 
Werthgruppen  in  gleichem  Grade  genügen.  Gleichzeitig  wird  ersichtlich 
sein ,  wie  die  Aufgabe  in  jedem  einzelnen  der  fünf  Punkte  sich  abändern 
oder  generalisiren  liesse. 

Zelttehrift  f.  Malhanftilk  o.  Physik,  XVIII ,  3.  \\ 
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Wir  Btellen  uns  demnach  die  Aufgabe,  zwischen  1  und  2  sechs  Zahlen 
x^ ...  Xg  zu  Soden,  welche  folgenden  Bedingungen  genügen: 

Wfthlt  man  ans  der  Reibe  x^,  x, ,  x^.--  Xg,  2Xg,  2ir,  ...2Xg,  *^f- 
beliebige  Grnppen  von  sechs  aufeinanderfolgenden  Zablen  (wobei  x^  =  [ 
ist),  so  soll  der  Quotient  ans  der  1'*"  nnd  n""  dieser  sechs  Zahlen  in  j^der 
Gruppe  denselben  Werth  behalten ,  jedoch  unter  Berttcksichtignng  folgen- 
der BeschrXnknng: 

Bildet  man  der  Reibe  nach  die  Grnppen  mit  den  Anfangagliedem 
Xq,  x^,  Xj,  x^,  iE,,  Xg  (Fig.  17),  (was  daraaf  hinans  kommt,  dass  man  in  dem 
Siebeneck ,  dessen  Ejclten  mit  0 . . .  e  beieichnet  aind ,  tob  Nnll  ausgehend, 
jed«  vierte  Ecke  nimmt),  so  bat  man,  von  der  aweiten  anfangend,  das  jedes- 
malige Endglied  «b  durch  y,  %u  ersetzen  und  diesen  Wecth  in  allen  folgen- 
den  Grnppen  beizubehalten.  Ebenso  findet  man,  nach  entgegengesetzter 
Richtong  zählend,  eine  Reihe  von  Anfangsgliedera  mit  den  Indicea  0,  3,  0, 
3,  A,  1,  worin  man,  von  der  zweiten  Gruppe  anfangend,  das  jedesmalige 
Mittelglied  Xj,  durch  Zf  ersetzen  wird. 

Die  unter  diesen  Bedingungen  gebildeten  zweimal  sechs  Grnppen  sind : 


X, 

. 

- 

*.     «.     ^     a^. 

JE, 

Ht 

«« 

aa^B«.  üa^  2s». 

^ 

* 

y. 

■«4    *i    ^   2yo 

«1 

- 

ay. 

aa,  2  3!,  2y,  8y. 

II 

». 

y« 

Xi\  X,     2  Vb  8  Vi 

X,  \tyt\a\g,\2xt\2yt\ay,\2i/> 


*n 

X, 

a-,     X, 

^, 

«s 

3^ 

Xt 

1^4 

x^      f, 

s*. 

2X, 

2«, 

^ 

sa^,  ä±,  s*. 

v:x, 

äx, 

2xs 

^ 

X>      X,       1, 

h 

Sxo 

2x, 

z. 

ü.   ■aiBo  2«, 

ix 

a^i 

., 

Sl     I    *.     I   *>    I    «4    )    *    I    «.     |aiCB 


Ga  handelt  sieb  also  der  Reihe  nach  um  die  Bestimmung  der  GrSssen 
«,  y,  t  in  rationalen,  möglichst  kleinen  Zahlen. 

2.  Ftlr  die  Grössen  x  bat  man  nun  folgende  Gleichungen ,  die  sowohl 
aus  dem  linken,  wie  aus  dem  rechten  System  folgen : 


Terz: 

Seit: 


■B>[& 


Qomt:      IV.    !»  _  5    ={'A-    -^  -f-SS-Y 


Von  V*  SCHLBGEL. 
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Nqd  mni  folgende  Gleichungen  äquivalent; 


I  12,  IV  13,  V  46, 

n  13,  IV 16, 

IV  12,  V  45,  III  13, 

IV  14,  V  24,     ' 

V  2t,  in  23, 

n  12,  m  14. 


Es  können  also  die  in  r  n  n  d  e  Klammern  geschlos- 
senen Verhältnisse  übergangen  werden.  Ferner  ist : 


II  23  XIV  14=  I  12, 
n  13  :  IV  14  =  V  23, 
ni3  :  IV  14  =  111  12. 


Es  können  also  auch 
die  in  eckige  Klammern 
geschlossenen  Verhält- 
nisse wegfallen. 


Demnach  bleibt  zur  Bestimmung  von  x^,,,x^  das  System: 


X, 


6 


20?«, 


^0__^l__    ^4 


x^     a?5 

^8        ^A 


2x, 


Die  Verhältnisse,  welche  die  nur  einmal  vorkommenden  Grössen  o^^« 
fiOnd^r^  enthalten,  sind  nnr  zur  Bestimmung  dieser  Grössen  brauchbar. 
El  bleibt  also : 


^Oj-gS 


X, 


X, 


2x. 


'4        '*'6        •"*'l 

Das  erste  System  enthält  fünf  Gleichungen  und  sechs  Unbekannte,  das 
iveite  zwei  Gleichungen  und  drei  Unbekannte.  Aber  unter  diesen  drei 
Verhiltnissen  ist  das  mittelste,  welches  die  nur  noch  einmal  vorkommende 
Grösse Xj  enthält,  auch  nicht  mehr  brauchbar;  es  bleibt  also  zur  unmittel- 
baren Aaflösung  nur  die  zwei  Unbekannte  enthaltende  Gleichung: 


X. 


3 

2x, 


o^w,  wenn  wir  för  x^  seinen  Werth  1  setzen : 

Xm      —  db  X*  • 

9.  Da  x^  und  x^  irreducible  Brüche  sein  sollen,  so  kann  man  setzen : 

a?^  =  — :  a?«  =  — . 
*     jS/   •     ßt 

worin  «^  and  ß^,  sowie  «j  und  ß^  relative  Primzahlen  sind.  Es  folgt: 

ß?        ß.'  ' 
Nqd  kann  ^^  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  sein. 
Im  ersten  Falle  zerfällt  die  letzte  Gleichung  in  die  beiden  folgenden: 

a/  =  2ai;/5,*  =  ft. 

'Aus  dieaen  Gleichungen  folgt,  wenn  wir  «0=1  setzen:  a;4=a?i  x^\  a?5  =  a?i  «4; 
*«=«i«4;  d.  h.  Jt<«4<ar5<a?«.  Ferner:  2  a?,  =a?4«;  2x^  —  x^x^\  d.h.  x,  <a?,. 
Endlick:  2«^  =5 «-^ .«^  Da  nnn  ««  <  2,  so  musa  x%  >  x^  sein.    Mithin  hat  man: 


Ä-i 


U* 


^^^^^^^ 
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Es 

ninas  also  «/  durch  2,  d.h.  «^  durch 

2  und  o 

•  durch  4  tbeilbar  sein 

oder,  w 

8  dnsBelbe  ist:  «,  dnrch  2. 

Sei 

.,  =  2«,, 

en  ist 
Dn 

kleinste  Wcrlli,  den  ß^  hnbon  kann 

ist  3,  « 

or.usft=9Mgt. 

Nn 

■  oll  .ei» 

odpr 

'>l>' 
■                    '>'^>'' 

a.  ii. 

<>}>i 

o<|pr  für 

AusBerdem  soll  S,  QDadmtzalil  Rpjn.    Dn  abor  zwiachen  4^  und  9  kcifl^| 
Qnadrataahl  liegt,  so  führt  der  Wertli  (J^  =  3  zu  keiner  Lösang.                   ^| 

An8(J^  =  5  folgt:|3,  =  a5;25>a,>12i;  oho  3,  =  16;  a,  =32;«,=« 
toithin  j:,  =  15,  X,  =  f.    Abec  ms  x^  =  x^x^  Mgt  T^=^^,  d.h.a;j>Ä 
WSB  gegen  die  Bedingung  ist.    Um  so  mehr  wird  j-^  {=x^  xj>  2  aein.       H 

Bei  weiterer  Untersuchung  zeigt  sich,    dasa  erst  (3,  =  11  und  d,=^| 

füra-,.. 
genügen 
ansern  Z 

3:^  eine  Reibe  vonWeitlien  geben,  welclie  der  Bedingung  2 >  J.>fl 
weck  branebbir  zn  lain.  und  die.er  Uebe.l.tand  wich«,  »ie  leieU^ 

zu  sehen 

isl,  mil  der  Grösse  von  ß^. 

1 

1« 

zweiten  Fulle  sei  ß,=2  y,,  dann  lautet  die 

aUiebingt                M 

wnrans  f 

ß.'      ?.■ 
.Igt: 

1 

Der 

'.'^'..ß.'-r 

kleinst?  Werlli.  Jen  ß^  haben  kann. 

ist  2;  d 

r.n.Mgt:                   ■ 

Nun  soll 

j 

Setxeo  wir  fllr  y,  seiuen  Werlh,  an  gehl  die 
16 >  «,>  4. 


Von  V.  Schlegel. 
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Aasserdem  soll  a^  Qaadratzahl  sein,  folglich  a^  =  9. 
Daraus  ergiebt  sich  weiter: 

«4  =  3,  /Sj  =  8, 

*1  ^=  F>  «4  =  !• 

Ferner 


Ferner: 


a>3  =  -  =  |. 


^6  —  ^1  ^4  — "  T«"  —  *  "'■  f 


+  1 


2+1. 


Der  vorletzte  Näherungswerth  dieses  Kettenbraches  ist  ^,  also  ^5=($)ii 
wenn  wir  die  Näherungsbrtiche  vom  letzten  an  mit  den  Indices  0,  1  ...  be- 
zeichnen. 
Femer : 

^6  =  ^1  «5  =  (V)  (genau :  f |f ), 

Demnach  heissen  die  Zahlenwerthe  der  Reihe  nach : 

Xq  a?|  X2  x^  x^  x^  Xß  ar^, 

'  I  (I)  *  i  (f)( V)f. 

c  d  e  f  g  a  h  c, 
4.  Da  die  in  Klammern  geschlossenen  Zahlen  nur  die  Oenauigkeit  eines 
vorletzten  Näherungsbruches  besitzen,  so  sieht  man,  dass  schon  in  der  Cdur- 
Tonleiter  jene  Ungenauigkeit  herrscht,  die  bei  der  Bildung  der  anderen 
Tonleitern  nöthig  wird.  Ebenso  sieht  man ,  dass  nur  diejenigen  Intervalle 
rein  sein  können,  welche  zwischen  zwei  reinen  oder  zwei  ungenauen  Tönen 
bestehen.  In  der  folgenden  Tafel  sind  die  reinen  und  die  unreinen  Inter- 
valle fibersichtlich  zusammengestellt ,  wobei  der  erste  Ton  jedesmal  einer 
der  Grundtöne  ist. 


Beine  Intervalle. 

Unreine  Intervalle. 

Secunden 

1 



* 

cd,  fgy  aK 

V 

de,  ga. 

Terzen 

* 

* 

ce,  fa,  gh, 

m 

Quarten 

cf,  dg,  ea,  gc",  he. 

)i 

ad. 

Qnihten 

i 

'  cg,  4h,  fc^  gT,  ae, 

1 

i^ 

da. 

Sexten 

1 

fd. 

1 

ea,  dh,  ge. 

♦Z" 

l 
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Man  bemerkt,  dass  der  Quotient  aus  einem  reinen  und  dem  entsprechen- 
den unreinen  Intervalle  überall  gleich  |^  oder  f  ^  ist. 

Wenn  wir  den  Begriff  des  Intervalles  dahin  erweitern,  dass  wir  auch 
andere  Töne  als  den  Grundton  in  die  erste  Stelle  des  Intervalles  bringen, 
so  erhalten  wir  folgende  weitere  Gruppe: 


Reine  Intervalle. 


Unreine  Intervalle. 


Secunden 

ef,  he. 

Terzen 

H 

df. 

eg,  »e,  hH. 

Quarten 

il 

fh. 

Quinten 

« 

h'f 

Sexten 

V 

1 

ec,  af,  hg. 

Septimen 

de,  gf,  ha. 

f 

eSi  ag. 

Wenn  wir  die  Intervalle  der  oberen  Gruppe  Hauptintervalle 
und  diejenigen  der  unteren  Nebenintervalle  nennen,  so  finden  sich 
die  Gesetze,  dass  der  Quotient  aus  einem  reinen  und  dem  gleichnamigen 
unreinen  Intervall  jedesmal  |f  oder  |^ ,  derjenige  aus  einem  Hauptinter- 
vall und  dem  gleichnamigen  Nebenintervall  }^  oder  ||  beträgt 

Wenn  der  Unterschied  zwischen  reinen  und  unreinen  Intervallen  nicht 
berücksichtigt  werden  soll,  so  kann  man  überall  das  kleinere  Zahlenver- 
hältniss  an  Stelle  des  grösseren  setzen  und  erhält  die  folgenden  Werthe: 


Secunde. 

• 

Ter». 

Quart 

Qnint. 

Sext. 

Septime 

Hauptinterv. 

1 

,(J) 

« 

i 

(*) 

(V) 

Nebeninterv 

(rt) 

(« 

(«),  (J)i 

(tt),  (V). 

(!) 

(!) 

Die  in  dieser  Tabelle  eingeklammerten  Intervalle  unterscheiden  sich 
also  von  den  reinen  nur  um  den  Factor  f^  oder  |^,  die  beiden  Intervalle 
l  und  y^  ausserdem  noch  um  ||^,  resp.  m*  Ebenso  sind  durch  die  in  der 
Tabelle  enthaltenen  reinen  Intervalle  noch  diejenigen  unreinen  dargestellt, 
welche  sich  von  ihnen  nur  um  don  Factor  ^{  oder  |^  unterscheiden. 

5.  Bestimmung  der  Grössen  y.  Die  Gleichungen,  welche  zur 
Bestimmung  dieser  Grössen  dienen,  sind : 


9 


«y« 


5l. 


^6  _  *t 


X, 


6 


^Vi     ^Vx     2% 


VSB  V.  8OBE.EOCL. 


»1= 


•Ji,=- 


?.={*!  J'ü=U8;  y*=U\  yi=lh  ys^TäS- 

D*  die  Zableu  .t-,,  x^t  Xg  um  den  Factor  J^  ivt  kloiu  siacl,  üu  üjikI  jf,, 
Ond  j,  um  5^,  dagegen  y^,  y,.  y^  um  (f^)»  zu  feleiu. 

Im  Folgendon  Bind  Jio  Zahlen  y^,  y„  y^,  yj,  j/^  tnit  ihren  Benonnungen, 

PiMpffettbon,  den  NflherungshriiylieimuJ  deren  Uugenauigkeilsquotionton 
itcllt. 


V* 

h 

»■ 

y< 

y> 

Broenjnmg. 

0. 

äii 

f 

ji. 

atf 

Wertl). 

t» 
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«t 

MiheroB^bnicli. 

(H). 

(i). 
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(V), 

9). 
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Hi 

iU 

m 

Wt 

W«th  dea  entoprecheaden  x. 
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1 

» 

i 

(!) 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Werthc  der  GrGseen  y  selbst  nDgenan 
■iiij,  ttird  man  nit  den  in  dieier  Tabelle  befindlichen  UogenRuigkeitsquo- 
tianten  nocli  in  fj ,  resp.  ({?)*  an  dividiren  haben .  nm  die  wahre  Un- 
{«taigkeit  so  ermitteln. 

Die  Zahlen  y  untcrscbeideo  sich  rou  den  gleichnamigen  x  am  den 
f«ctor  }J  (für  die  Indices  l,  ■!)  oder  j||  (für  die  Indices  0,  8.  5).  Der  Quo- 
tient dieser  beiden  Zahlen  ist  \\  oder  gleich  dem  Unterschiede  zwischen 
(intm  raiaen  und  einem  nnreinen  Intervalle. 

fl.  Beatimmang  der  Grössen  z.  Die  Qleiohungen,  welche  zur  Be- 
DinnDiig  dieser  GrÖMen  dienen,  sind: 


S  = 


Qisraaa  folgt: 


21, 


■s  =  '"j  *i 


U«  die  Zabl  x^  ci,ue  genaue  int,  so  werden  auch  sKmnitliche  2  genaue 
j^iklfn  sein ;  es  wird  daher  vcretattet  sein,  sie  durch  NälierungsbrUche  mit 
dn  [Jagenanigkeit  {^  zn  ersetzen.    Die  genaacn  Werthe  sind  nun: 


Die  erHta  Eutwickelang  gielit  als  rorletsten  NKberUDgsbrucfa  ^.  Da 
aber  der  Quotient  '^  :  ^  =:  JJ  zn  gross  ist,  8o  wJthloD  wir  die  zweite  Ent- 
wickuluiig  mit  dorn  vorlelzteu  Nülieruugsbruub  Derselbe  beisst  J  uud  hat, 
da  y  :  J  =  jy  ist,  den  geforderten  Grad  von  Genanigkeit,  —  Unter 
gruiidelogang  dieser  Zahl  ergeben  sieb  folgende  Werthe,  die  sämmtlicfa  din 
gleiche  Uugennuigkeit  ff  haben:  :g  =  J,  ij  =  g,  ;j=|,  ;,  =  4{,  :^s=H. 
Nar  für  den  letzten  dieser  Brüche  wird  es  znin  Zs^eckc  der  Erlangung 
kleinerer  Zahlen  nötbig  sein,  einen  weiteren  Näherungsbrnch  zu  berechoeo. 

Im  Folgenden  sind  die  Zahlen  :^,  Sj,  ;^,  ij,  z^  mit  ihren  Bonennangcn, 
ihren  Werthen,  dem  N^bernngsbraclie  von  i,  und  Geinem  Ungenanigkeita- 
quotienten  zusamuiengestellt. 


"■ 

if 

... 

H- 

V 

deg 

u 

ta 

~ 

b 

Worth- 

H 

1 

H 

1 

» 

- 

- 
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- 

- 

lit 

- 

Werth  dee  entopw«headen  x. 
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») 

(i) 

(« 

(¥1 

Die  Zahlen  z  unlerscheiJoD   sich  von    den   gleiclinamigen  x  am  i1«b 
Tactor  ^f  (Für  die  Indices  2,  &,  Q)  oder  -ff  |  (fUr  die  Indices  1,  4). 
fis 


Dagegen  sind  die  Qnotienten: 


des 


id  fis  aber  nnr  n 


id—  =^=™ 
es         IM  * 

1  f?  zn  kloin  s 


ad  nun  die  Tonleitern  der  Tersehiedei 


=  IIb  ['•''  '''*■  0'^-  ""  ""^  (ht)'' 
Inder  Thal  ist  5;j|J,  IS  =  i|g]. 

7.    In  der  folgenden  Tsfel  t 
Grundtöne  zusammengestellt. 

Erläuterungen:  1.  Klammern  mit  dem  Index  n  sind,  um  den  ga- 
uauen  Werth  des  Verhältnisses  zu  bekommen,  mit  (g^)"  ku  mnUipliciren, 
■2.  Die  eckigen  Klammern  sind  mit  §^,  resp.  fy  za  raultipliciron,  um  alla 
Tonleitern  mit  derjenigen  von  c  identisch  zu  machon.  3.  Das  VorhältniN' 
a  :  b  wird  |^  statt  -f^.  weil  die  beiden  Töne  aus  verschiedenen  Entwicke- 
lungeu  von  Na berunga brächen  hervorgegangen  sind. 


Von  V.  SCHLEGBL. 
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8.  Um  auch  die  Tonleitern  der  eingeschalteten  T&ne  bilden  sn  können, 
müssen  wir  neue  Grössen  berechnen,  nämlich  zunächst  y^  für  fis  und  jf^  für 

cis^  Zq  für  ges  und  z^  für  den  Ton,  welcher  Zq  entspricht.    Nun  ist  y^  =*  "^     ^ 

=  m  «hJ«"-  (*)» .  "»d  d«  HM = ?8f s = ,  i  -f 

88TV'  *'*°  ""  ^^^*  '"** 

80  kann  man  ^^  =  |  =  X3  setzen.  Ebenso  ist  y^  =  y^  ar^  =  ^}| .  \f^  =  f  S|f 
;=  (2)^,  und  da  f^ff :  2=  ISft  ist,  wie  oben,  so  kann  man  y^s=z  2  =  2Xq 
setzen.  Ebenso  findet  man  weiter,  dass  die  den  Grundtönen  gis^  dis,  ais  ent- 
sprechenden neuen  Töne  durch  resp.  g,  d^  a  ersetzt  werden  können,  so  dass 
die  Einschaltung  neu6r  Töne  in  diesem  Zirkel  unnöthig  ist. 

Ferner  ist  z^  =:z^x^r=  fU  =  (  V),  und  da  f^| :  y^  =  |Jjf ,  wie  oben, 

Z    X 

so  kann  man  z^  =  x^  setzen.   Da  nun  z^  =  -^--^  ^  so  folgt  z,  =3  y^ .  | :  2  s=  | 

=  ^Cg,  wie  zu  erwarten  war.    Demnach  heisst 

der  ToUständige  Quintenzirkel  (Fig.  l%)i  c  g  d  a  e    h  yis  eis  gis  dis  ais  f  c, 

der  ToUständige  Quartonzirkel  (Fig.  19) :  c  f  hes as desfges  h    e    a    d  g  c. 

9.  Je  nach  der  Stelle,  an  welcher  man  beim  Uebergange  von  der  ersten 
zur  zweiten  Tonleiter  einen  neuen  Ton  einschiebt,  erhält  man  verschiedene 
Arten  von  Tonleitern«  Die  oben  berechnete ,  wo  die  Einschiebung  stets  $ji 
der  siebenten  Stelle  (Septime),  resp.  vierten  stattfindet,  heisst  Dur-Ton- 
leiter. Schiebt  man  den  neuen  Ton  stets  an  der  zweiten,  resp.  sechsten 
Stelle  ein,  so  erhält  man  die  sogenannte  Moll-Tonleiter. 

Ueberhaupt  können  folgende  Einschiebunge n  gemacht  werden: 
im  Quintenzirkel  an  1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  Stelle, 
im  Quartenzirkel  an  5.  6.  7.  1.  2.  3.  4*  Stelle. 
Also  giebt  es  sieben  Tonleitern ,  die  im  Quinten  -  und  Quartenzirkel 
fortschreiten.   Man  erhält  dieselben,  wenn   man  in  der   (7dur- Tonleiter 
c  d  e  f  g  a  h  der  Beihe  nach  alle  Töne  zu  Grundtönen  macht. 


2.  Bestimmung  der  Consonanzen. 

10.  .Auch  die  Grösse  der  Consonanz  zwischen  zwei  Tönen  lässt  sich 
durch  einen  bestimmten,  sogar  absoluten  Zahlen werth  ausdrücken,  wenn 
man  auf  die  physikalische  Entstehung  eines  Tones  zurückgeht,  und  zwar 
ohne  dass  man  nöthig  hat ,  die  Theorie  der  Obertöne  zu  Hilfe  zu  nehmen. 

Jeder  Ton  besteht  aus  einer  Folge  von  SchaUen,  die  für  dieaelbe 
Quelle  yoa  durchftos  gleichartiger  Natur  skid.    Nor  yoa  der  Anzahl  der 
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iD  einer  bestiromteD  Zeit  erzeugten  Schalle  hftngt  die  Höhe  eines  Tones 
ab,  und  da  wir  es  in  der  gegenwärtigen  Untersuchnng  nur  mit  Erscheinun- 
gen zu  thun  haben  y  die  aus  den  verschiedenen  üöhenverhältnissen  ent- 
springen, so  liegt  es  nahe,  auf  die  Quelle  dieser  Verschiedenheit  zurück- 
zugehen. Die  einzelnen  Schalle  haben  wir  als  unter  sich  gleich  zu  betrach- 
ten, selbst  bei  verschiedenen  Tönen ;  daher  sind  auch  die  Partialeindriicke, 
welche  die  Schalle  auf  unsern  Sinn  machen ,  identisch ,  gleichviel  ob  es  ein 
hoher  oder  tiefer  Ton  ist,  der  aus  ihnen  zusammengesetzt  ist.  Jeder  Schall 
erzeugt  im  Bewusstsein  eine  Vorstellung.  Aber  die  rasche  Aufeinander- 
folge der  tonbildenden  Schalle  bewirkt,  dass  wir  nicht  jede  einzelne  Schall- 
vorstellung als  solche,  sondern  nur  eine  Summe  solcher  Partialvorstellangen 
als  eine  einzige  Totalvorstellung  auffassen,  die  wir  „Ton'*  nennen. 

11.  Nehmen  wir  jetzt  an,  es  treten  zwei  Tonvorstellungen  gleichzeitig 
ins  Bewusstsein.  Von  dem  Verhältnisse  ihrer  Schwingungszahlen  Wird  es 
abhängen,  ob  und  wie  viele  ihrer  Fartialvorstellungen  zeitlich  zusammen- 
fallen werden.  Es  ist  nun  bekannt,  dass  zwei  durchaus  gleiche  und  gleich- 
zeitig eintretende  Vorstellungen  nur  als  eine  Vorstellung  aufgefasst  wer- 
den, die  jedoch  die  doppelte  Stärke  jeder  einzelnen  besitzen  wird,  weil  von 
der  Masse  des  Vorgestellten  nichts  verloren  gehen  kann.  (Vergl.  das  Binocu- 
larsehen.)  Wenden  wir  dies  Princip  auf  unsere  Schallvorstellungen  an, 
90  folgt,  dass  die  Summe  des  Vorgestellten  zweier  Töne  ans  zwei  Gruppen 
von  Schallvorstellungen  bestehen  wird.  Der  einen  Gruppe  gehört  die 
Summe  aller  zeitlich  nicht  zusammentreffenden  Vorstellungen  an, 
und  diese  begründet  die  Dissonanz;  die  andere  omfasat  alle  sasani- 
men fallenden  Vorstellungen,  und  diese  begründet  die  Consouanz. 

12.  Zur  grösseren  Anschaulichkeit  des  eben  Gesagten  vergegenwärtige 
man  sich  das  Bild  zweier  an  einander  gelegten  Massstäbe,  auf  denen  ein 
und  dieselbe  constante  Länge  vals  Bild  der  Zeiteinheit  mehrmals  hinter  ein- 
ander abgetragen  ist.  Theilen  wir  nun  die  Längeneinheiten  jedes  Mass- 
stabes in  eine  gewisse  Anzahl  gleicher  Theile ,  entsprechend  den  Schwin- 
gungszahlen  zweier  Töne,  und  lassen  wir  die  erstgezogenen  Haupttheil- 
striche  zusammenfallen,  so  wird  dies  auch  eine  mehr  oder  minder  grosse 
Anzahl  der  übrigen  Theilstriche  thun.  Sind  sämpitliche  Theifstriche  in 
gleicher  Weise  bezeichnet,  so  ist  es  für  das  Verhältniss  zwischen  der  An- 
zahl zusammenfallender  und  derjenigen  der  nicht  zusammenfallenden  Theil- 
striche gleichgiltig,  ob  die  Anfangspunkte  der  beiden  Massstäbe  zusammen- 
fallen oder  ob  wir  den  einen  um  eine  Anzahl  seiner  Theilstriche  verschie- 
ben. So  wird  auch  die  Consonanz  zweier  Töne  nicht  geändert,  wenn  der 
eine  etwas  später  auftritt  als  der  andere.  Anfangsunterschiede,  die  sich 
auf  Bmchtheile  oder  auf  irrationale  Theile  der  Längen- ,  resp.  Zeiteinheit 
erstrecken,  werden  dnreh  di#  i^'***«««««.  Sehärfe  der  Wahrnehmung  des 
Gesichts,  resp.  Gehör*  mmenfallen  der  Theil- 
Btricfaei  resp«  Seb»^ 
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13.   Die  ohen  gegebene  Definition  von  der  Consonanz  und  Dissonanz 
zweier  Töne  gestattet  nun  eine  leichte  Formulirung. 

Es  seien  m  und  n  die  Schwingungszahlen  zweier  Töne  für  irgend  eine 

Zeiteinheit  (z.  B.  die  Secunde).    Ihr  Verhältniss  — ,  auf  den  kleinsten  Bruch 

n 


reducirt,  sei  gleich  - ,  also 


m p 

n      q' 


(Wenn  —  gleich  einer  ganzen  Zahl  k  ist,  wird  man  folgerecht  schrei- 
ben :  -  )• 
1/ 

Die  Summe  der  Schallvorstellungen  ist  m  +  n.    Die  Anzahl  der  zu- 
sammentreffenden Vorstellungen  ist  auf  der  einen  Seite  — ,  auf  der  anderen 

-.    Da  diese  Grössen  aber  einander  gleich  sind,  so  ist  die  Summe  des  Vor- 
9 

gestellten,  welches  sie  repräsentiren,  gleich  — .    Nennen  wir  diese  Summe 
das  Gleichartige  (Consonirende)  der  beiden  Tonvorstellungen,  so  ist  das 

Ungleichartige  (Dissonirende)  ausgedrückt  durch  m  +  n .  Bezieht  man 

diese  Grössen  auf  die  Gesammtsumme,  so  findet  sich  ausgedrückt 

2l7t 

das  Gleichartige  durch       a  =  — ; — -. — r, 

p(m  +  n) 

2m 
m  +  n  —  — 

das  Ungleichartige  durch  ß  = — —• 

Dividiren  wir  in  diesen  Gleichungen  Zähler  und  Nenner  der  rechten 

Seite  durch  n,  so  kommt : 

^m                         .   m      2     m 
2-  1+ .- 

n  ^  n      p    n 

oder,  wenn  wir  für  —  seinen  Werth  -  setzen : 

n  q 

2^  i  +  ^-i 


,  dtirch  MnltiplicatioD  mit  g  : 


P+9  P+1 

Id  den  Zahlen  a  und  ß  bähen  wir  nnn  «in  direeted  MasR  Hlr  CnnBnnnnz 
«nä  Dissonanz  zweier  Tüno.  Und  die  letzten  Gleicliungcn  Iclircn  nnmittnl- 
Ur  Folgendes : 

Je  kleiner  p  nnd  g  sind ,  desto  grösser  ist  o,  d.  h.  in  je  kleineren  Znh- 
len  lieb  das  SchwiDgangszehleDverliSllniss  zweier  Tfino  ausdr4lcken  IXssl, 
iesto  grösser  ist  ihre  ConsonaDz. 

Die  CoDSonanz  kann  nie  gleich  Nnll  sein,  d.  b.  zwei  absolat  diisoni 
tadf  Ttlne  giebt  es  nicht.  WobI  aber  kann  din  Dissonanz  Null  werdpii, 
ilmlidi  wenn  p-i-q^2  ist.  Da  p  und  g  ganr.c  Zahlen  sind,  so  gOHtattot 
di«H  Oleicfanng  nar  die  Anflöaungen  p  =0  (2),  q~  2  (0)  und  />  =  9  »l. 

Absolute  Cousonaoz  entsteht  also  nur  durch  einen  einzelnen  Ton  oder 
4vicb  xwei  identische  Töne. 

14.  Wenden  wir  die  obigen  Formeln  zunächal  auf  die  diatonisch«  Dur 
louleiler  an ,  so  ergeben  sieb  für  die  Uaaptinterval  le  folgende  Consn- 
^wit>erhaltnisse : 

S«ct]n<le:  Ten:  Qoart:  Qmnti  S«tt:  Septime:  Üotave: 
«.üDW«:  ,«,  8         ?  I         ?  A  f 

VttiAlln.aw.Cons.a.DiBs.:    «^  ?!??/,  f 

Dsij  für  die   Nebenlutervall«  (Quart   und  Qniot   in   den  NKlierungs 
tfäeheo  ausged  rockt) : 

SMunde:  Ten:  Quart:  lijimit:  Best:  Septim«: 

•»■liSltnia»  BW.  Cons,  u.  Diss  :  ,*,  •        ^         ,«,       ,»,  fj. 

Berücksichtigen  «ir  noch  dii^  sehn  ein^esclialieicn  Täne,  m>  kSoncn 
innerhalb  der  ersten  Üctare  vom  Grandtone  aas  im  Ganzen  It  Inter- 
le  bilden.  EU  ist  nan  leit-hl  an  »«'heii .  da«  wir  hei  den  in  Nr.  T  ziuani' 
B-estelilen  Zablrawerlbc^a  der  Tnlrrvaü«  nidit  fiberall  •tefarn  bleiben 
bocn,  wenn  anders  die  berechnete  Conaonatis  mit  der  wabrgenoAmenen 
fcretnsiiuimen  soll.  So  ergiebt  sieb  x.  B.  die  CoBsonanz  für  fM  :  c  mit  A- 
-  ifii  :  r  mii  y|,,  während  der  effective  Unteracbied  zviKben  beiden  In- 
^vallen  nar  sehr  gering  ist.  Wir  müiaea  daher  anoebiaea,  daas  das  Ohr 
I  iwet  Töne,  die  gleichaeiltg  gebSrl  werdm,  ein  gewisse«  AccommiHlft- 
nwvnrmrigen  besitzt,  dergestalt,  daaa  nneifcalb  «wr  bestimiBlMi  OresM 
vei  nicht  ^nan  iBsaBBCii  Tal  1  ende  SduUe  &  Wirkaii|;  iweier  saMOsoM»- 
ÜlsDder  assüben.  FOr  die  Berccbaasf  der  Cvbmmmmz  »wiacb««  z«-*i  b*- 
Bblgea  Tttien  werd«B  wir  «■•  dali«r  d«r  aaf  Brite  M0  «ad  IIA  ■scafcb** 

t»  NibentHcsbrCcbc  beJi«»»  BSaam,  iad  «rbah«»  daaa  ftjgCMde«  B»- 

ilttiftr  d«D  GrudlM  <■: 


J 
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Intervall. 

Ober- 
ton. 

Werth 
d-Interr. 

Grösse  der 
Consonanz. 

Intervall 

Ober- 
ton. 

Werth 
d.Interv. 

Gr(k»e  der 
Consonanz. 

Ueberm'ass 
Prim: 

eis 

tt 

* 

0,05.4051 

Verminderte 
Quint. 

i 
ges 

V 

i 

i 

0,11. 7«H 

Kleine 
Secnnde. 

des 

H 

0,06.451 

Reine  Quint. 

9 

5. 

0,40.000 

Uebermäss. 
Quint. 

gis 

V 

Grosse 
Secunde. 

d 

» 

0,11.764 

0,11.111 

Kleine  Sext. 

OS 

f 

0,16.384 

Uebermäss. 
äecunde. 

dis 

i 

0,16.384 

Grosse  Sext 

a 

i 

0,26.000 

Kleine  Terz. 

es 

* 

0,18.181 

Uebermäss. 
Sext. 

ais 

l 

0,18.181 

Grosse  Terz, 

e 

i 

0,22,222 

Kleine 
Septime. 

h 

f 

Reine  Quart. 

f 

i 

0,28571 

0,14.285 

Uebermäss. 
Quart. 

fis 

i 

2 

0,16.666 

Grosse 
Septime. 

h 

V 

0,08.696 

Nach  dem  Grade  der  Consonanz  mit  c  ordnen  sich  hiernach  die  Töne 
in  folgende  Reihe: 

ff,  f,  a,  e,  jj*  j  ,  fis,  {'3  .  6,  j^^J.  gis,  h,  des,  eis. 

Man  beachte  noch,  dass  die  in  vorstehender  Tabelle  angewendeten 
Werthe  der  Intervalle  die  Eigenschaft  haben ,  dass  der  Quotient  je  zweier 

aufeinander  folgender  Werthe  (  mit  einziger  Ausnahme  von  ■—  ]    von    der 

Form ist.    Die  darunter  befindlichen  Nähernngswerthe  sind   also  in 

den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,  die  überhaupt  noch  mit  der  Aufrecht- 
haltung des  Unterschiedes  zwischen  zwei  benachbarten  Intervallen  ver- 
träglich sind. 

15.  Eine  Erweiterung  dieser  Betrachtungen  würde  uns  auf  die  Drei- 
klänge  und  Accorde  führen ;  innerhalb  deren  die  verschiedenen,  zwischen 
je  zwei  Tönen  bestehenden  Consonanzverhältnisse  zu  untersuchen  wären. 
Hier  mag  nur  noch  bemerkt  werden ,  dass  in  den  DreiklHngen  c,  e,  g  und  c, 
es,  g  die  Summe  der  Consonanzen  a,  ß  zwischen  den  aufeinanderfolgenden 
Tönen  fast  genau  gleich  der  Consonanz  {y)  zwischen  dem  ersten  und  drit- 
ten ist,  und  dass  der  Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Klängen  (cdur 
und  cmoll)  nur  darin  besteht,  dass  die  grössere  Consonanz  der  kleineren 
im  ersten  Falle  vorangeht,  im  zweiten  nachfolgt.    Der  eigenthtlmliche  Cha- 
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Icter  TOD  Dar  und  von  Moll  h&ngt  damit  znsammen,  dass  in  Dar  die  klei- 
ne Consonanz  auf  der  grösseren  aufgebaut  ist,  in  Moll  die  grössere  auf 
»T  kleineren.  Dadurch  erhält  der  Dur-Dreiklang  den  Charakter  der  Fes* 
r''keit,  der  Moll-Dreiklang  denjenigen  des  Schwankenden.  Jener  ist  ver- 
hebbar  einer  aufstrebenden  Pyramide  (Fig.  20) ,  bei  deren  Betrachtung 
3t  aufwärts  schweifende  Blick  in  der  Spitze  einen  Kuhepunkt  findet ,  die- 
»T  einer  auf  die  Spitze  gestellten  (Fig.  21) ,  die  für  denselben  Blick  sich 
p^h  oben  ausdehnt  und  der  Phaittasie  zu  beliebiger  Fortsetzung  Spielraum 

Untersucht  man  noch  die  Dreiklänge  e,  g,  c  und  g,  c,  e,  resp.  es,  g,  c, 
|,  c,  ei,  80  findet  man  folgende  Resultate : 


a+ß-By. 


e.  g.  c. 

g.  e,  es. 

g.  e.  (ß. 

es.  g.  c. 
0,22      1 

c.  e.  g. 

c.  es.  g. 

1 

ff 

0,18 

• 

0,28 

0,28 

1 

0,22 

0,18 

ß 

0,28 

j 

0,18 

0,22 

0,28 

i      0,18 

0,22 

7 

0,16 

0,16 

0,26 

0,26 

0,40 

0,40 

aH-/J  =  2y. 


u-irß  =  y. 


Man  sieht  an  diesem  Beispiel,  wie  auch  zusammengesetzte  Consonanz- 
▼erh&ltnisse  die  Aufstellung  einfacher  Gesetze  und  die  Darstellung  dersel- 
ben dnrch  einfache  Formeln  ermöglichen. 


Kleinere  Mittheilungen. 


Vm   Heber  die  dnalistische  und  die  nnitariiche  Aniicht  in 

der  Elektrioitätslehre. 

Die  in  der  Ueberschrift  genannten  beiden  Ansichten  über  das  Wesen 
der  Elektricität  haben  sich  bis  noch  in  die  neueste  Zeit  gleichberechtigt 
geg(>ntibergestanden,  wenn  auch  mehr  nnd  mehr  elektrodynamische  Er- 
scheinungen aufgefunden  werden ,  welche  beweisen ,  dass  die  Verschieden- 
heit der  beiden  Elektricitfttsarten ,  die  die  dualistische  Ansicht  postulirt, 
nicht  blos  in  der  Art  der  gegenseitigen  Einwirkung  besteht,  insofern  letz- 
*tere  nur  theils  eine  Anziehung,  theils  eine  Abstossung  ist,  beides  aber  übri- 
gens erfolgend  nach  denselben  Gesetzen. 

Die  folgenden  Zeilen  haben  den  Zweck,  zu  zeigen,  dass  man  auf  einen 
vollständigen  Widerspruch  mit  experimentellen  Ergebnissen  kommt,  wenn 
man  als  Erklärnngsprincip  der  dualistischen  Ansicht  folgt. 

Der  Green*sche  Lehrsatz,  welcher  beiden  genannten  Ansichten  Über 
das  Wesen  der  Elektricität  genügt,  kann  in  der  Form  ausgesprochen  werden : 

Wir  wenden  diese  Gleichung  an  auf  den  Raum ,  der  begrenzt  wird  1 . 
von  der  Oberfläche  a^  eines  massiven  Leiters  für  Elektricität,  2.  von  einer 
Kugelfläclie  a^,  die  ganz  ausserhalb  der  Fläche  c^  liegt  und  deren  Oentrum 
Oheisse,  und  endlich  3.  von  einer  Kngelfläche  03,  die  die  beiden  eben 
genannten  Flächen  c^  und  c^  vollständig  umschliesst  und  deren  Centrum  in 
endlicher  Entfernung  liegt.  Es  sei  ferner  V  die  Potentialfunction  einer 
irgendwie  mit  durchaus  endlicher  Dichtheit  über  die  Leiterfläche  a, 

verbreiteten  Elektricitätssladung  und  0==^+  W.   In  diesem  Werthe  von 

[7  bedeute  r  die  Entfernung  vom  Punkte  0,  ^die  Potentialfunction   der 


*  Vergl.  det  Verfassers  „Lehrbnch  der  ElektrostAtik".  Leipzig,  B.  G.  Tenbner, 
*872.  Cap.  1(4  8.  28,  n,  und  überhaupt  an  vorliegendem  Anfsats  Cap.  VI§§3  und 
4ea  «b«n  ffADaonten  Werkes. 
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iDflaenselectricität ,  die  auf  dem  (zur  Erde)  abgeleiteten  Leiter  erzeugt 
wird  durch  die  Gegenwart  der  (positiven  oder  negativen)  Elektricitfttsmenge 
q  im  Punkte  0, 

Unter  den  eben  gemachten  Voranssetzangen  wird  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  zu  Null,  folglich  verschwindet  auch  die  rechte;  und 
lassen  wir  nun  noch  den  Radius  der  Kugelfläche  a^  unendlich  gross  werden, 

so  ist  für  alle  Punkte  dieser  Kugelflliche  F=  —  +  W=0  so  dass  die  obige 

Gleichung  übergeht  in 

Lassen  wir  weiter  in  dieser  Gleichung  den  Radius  der  Kugelfläche  a^ 
unendlich  klein  werden  und  bezeichnen  den  Werth  von  V  in  Punkte  0  mit 
V\  so  geht  das  auf  die  Kugelfläche  a^  bezügliche  Integral  Über  \n  —  4  n  V\ 
so  dass  wir  aus  der  vorigen  Gleichung  erhalten 

in  welcher  Gleichung  sich  die  Integration  nur  noch  zu  erstrecken  hat  über 
die  Leiteroberfläche  a^. 

Die  Gleichung  I) ,  welche  unter  den  eben  angegebenen  Voraussetz- 
ungen  sowohl    für  die  dualistische,  als  auch  für   die  unitarische  Ansicht 
über  das  Wesen  der  Elektricität  Geltung  haben  muss,  ist  es  nun,  welche  wir 
.  in  ihren  Consequeznen  für  beide  Ansichten  genauer  prüfen  wollen. 

Beide  Ansichten  erlauben  zunächst  noch  eine  weitere  Vereinfachung 
der  Gleichung  I).  Da  nämlich  die  Leiterfläche  a^  (zur  Erde)  abgeleitet  sein 
sollte,  d.  i.  nichts  Anderes,  als  dass  die  Leiterfläche  o^  mit  einem  unendlich 
grossen  Elektricitätsleiter  in  leitender  Verbindung  gedacht  wird ,  so  muss 
im  Innern  des  ganzen  unendlich  grossen,  mit  c^  leitend  verbunden  gedachten 
Leiters  die  Potentialfunction  aller  vorhandenen  elektrischen  Massen  allent- 
halben denselben  Werth  aufweisen.    Für   einen  unendlich  weit  entfernten 

Punkt  ist  aber  sowohl  -  als  auch  FT  gleich  Null,  weil  beide  Potentialfnnc- 

tionen  herkommen  von  Massen ,  die  in  endlicher  Entfernung  liegen.    Beide 

Potentialfunctionen        und  Ländern  also  nicht  dadurch,  dass  der  unend- 

r 

lieh  grosse  Leiter  mit  a^  leitend  verbunden  gedacht  wird ,  den  Werth  der 
Potentialfunction ,  wie  er  sich  etwa  herausstellte  als  der  suTor  nicht  be- 
sonders   mit  Elektricität  versehene  Leiter  c^  ohne  Einwirkon?  ^••* 

q 

trischen  Massen,  welche  die  Potentialfanetton -^ imd -IV 

'  r 

Zsltsehrirt  f.  MathMMtIk  u.  Phytik.  XVIII,  S. 
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unendlieh  grossen  Leiter  leitend  verbanden  wurde.  Es  darf  sich  also  anch 
bei  Einwirkung  beider  Potentialfanctionen  —  und  }F  auf  irgend  welche 
Punkte  des  Leiters  Oi  der  Gesammtwerth  der  Potentialfunction  auf  Punkte 
in  dessen  Innerem  nicht  ändern,  d.  h.  —  +  }f'=  0.  Hiermit  wird  aber  aus 
der  Gleichung  I) 


II)  47C  V 

Bezeichnen  wir  aber  weiter  mit  q  die  Dichtheit  der  flurcfa  q  auf  dem  Leiter 
(Tj  hervorgerufenen  In6uenzelektr]citHt,  so  ist  nach  bekannten  Sätzen  der 
Potentialtheorie 


(2+^) 


=  — ^KQ 


dn 
und  damit  wird  endlich  noch  aus  der  Gleichung  11) 

III)  V'^^JvqdCy. 

Diese  Gleichung  III)  gilt,  welcher  der  beiden  Ansichten  über  das  Wesen 
der  Elektricität  man  auch  folgen  mag;  die  Bedingungen,  welche  zu  ihrer 
Herleitung  gestellt  wurden ,  lassen  sich  experimentell  sehr  nahe  erreichen, 
denn  linstatt  der  punktförmigen  Elektricitätsmenge  q  kann  man  eine  sehr 
kleine  elektrische  Kugel  nehmen,  die  v(^n  einer  gut  isolirenden  Substanz 
getragen  wird,  und  die  Ableitung  (zur  Erde)  kann  durch  einen  möglichst 
dünnen  Metalldraht  geschehen,  derart,  dass  die  Potentialfunction  der  auf 
dem  Ableitnngsdrahte  haftenden  Elektricität  vernachlässigt  werden  kann. 
Endlich  kann  man  noch  leicht  experimentell  prüfen ,  welcher  Grenze  man 
sich  wohl  nähern  würde ^  wenn  man  die  Querdiraensionen  des  Ableitungs- 
drathes  und  ebenso  den  Radius  der  Kugel  mit  der  Elektricitätsmenge  q  über 
alle  Grenzen  abnehmen  liesse,  der  so  experimentell  gefundene  Grenzwerth 
muss  sich  in  der  Gleichung  III)  darstellen. 

Für  die  Gleichung  III)  können  wir  jetzt  noch  über  die  Natur  der 
Potentialfunction  Fund  V  nach  Willkür  verfügen;  wir  wollen  annehmen, 
dass  V  und  V  durchaus  positiv  sei ,  dann  muss  auch  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  III)  positiv  sein,  d.  h. 

—  1  VQdCt  >0. 

Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  q  auf  allen  Stellen  der  Fläche  (T^  einen  negati- 
ven Werth  besitzt;  dehn  wäre  q  an  irgend  einer  nicht  unendlich  Ideinen  Stelle 
•ahreder  poaittv  oder  Null ,  so  könnte  man  alle  die  Elektricität,  welche  die 
PotentUlftmetion  rarseugt,  derart  an  jene  Stellen  verlegen,  dass  alsdann 
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--fVQ  d  0|  nothwendig  0  oder  negativ  wäre ,  was  der  letzten  Ungleichung 

widerspricht.    Wir  erhalten  demnach  das  Resultat: 

Gieichgiltig,  welcher  Art  die  Elektricitä tsmenge  g 
ist,  so   muss  doch  immer  die  auf  einem  (zur  Erde)  abge- 
leiteten Leiter  hervorgerufeneinflnenzelektricitftt  auf 
allen  Stellen  des  Leiters  das  negative  Vorzeichen  be- 
sitzen. 
Prüfen  wir  dieses  Resultat  experimentell,  so  stimmt  es  mit  dem  Erfolge, 
wenn  q  positiv  ist,  ist  aber  ein  directer  Widerspruch  gegen  das  Experi* 
ment,  wenn  q  negativ  ist.   Da  nun  nach  der  dualistischen  Ansicht  über  das 
Wesen  der  Elektricität  q  negativ  sein  kann,  so  folgt,  dasa  sie  nicht  das 
Wesen  der  Elektricität  darstellt. 

Sehen  wir  jetzt  zu,  ob  die  unitarische  Ansicht  auf  denselben  Wider- 
spruch oder  auf  einen  ähnlichen  kommt. 

Setzen  wir  das  eine  Mal  q  =^  a  +  p,  das  andere  Mal  q=:a  —  p,  wo,  ge- 
mäss der  unitarischen  Ansicht,  sowohf  a -)- />>  als  auch  a  — />  grösser  als 
Null  ist,  und  auchp  selbst  einen  positiven  Werth  besitzt,  so  ergiebt  die 
Gleichung  III)  im  ersten  Falle 

r=-y  K(^a+(?p) d0,^--JvQ^  de,  -Jvifp  d6, , 
im  zweiten  Falle 

r  =  -yr  (^.-^p)  dc^^Jvqads,  +Jvq^  do, . 

wenn  q»  nnd  q^  die  auf  der  abgeleiteten  Leiterfläche  0|  erzeugten  Ilfieht- 
heiten  der  Influenzelektricität  bezeichnen,  wenn  im  Punkte  0  entw^d^  nur 
die  positive  Elektricitätsmenge  a  oder  nur  die  positive  Elektricitätsmenge 
p  vorhanden  wäre, 

Verstehen  wir  unter  a  diejenige  Elektricitätsmeiige,  die  die  nnitarisehe 
Ansicht  dem  in  0  befindlichen  Träger  der  Elektricität  dann  beilegen  muss, 
wenn  derselbe  nach  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauche  unelektrisch  ist, 
d.  h.  aber  in  Wirklichkeit  nichts  Anderes,  als  wenn  die  Potentialfunction 
aller  vorhandenen  Elektricität  im  Träger  in  0  und  in  irgend  einen^  Punkte 
der  Erde  denselben  Werth  aufweist,'^  so  muss  q^  für  die  experimentelle 
Untersuchung  verschwinden  und  die  vorigen  beiden  Oleiohungen  liefern 
daher  die  für  unsere  experimentellen  Prüfungen  giltigen  weiteren  Gleich- 
ungen : 


*  In  Wirklichkeit  sind  die  Werthe  der  PotentialfoDotioneo  niebt  abiolat  gleich, 
aber  doch  sehr  nahe ,  weil  wir  kein  Mittel  besitzen,  das  die  Elektricität  vollkommen 
nicht  leitete,  weil  wir  also  auch  nicht  im  Stande  sind,  die  PotentiAlftmatiim  fttr  Punkte 
der  Erde  nnd  andererseits  für  die  Punkte  des  nnterstra^ 
Grösse  für  längere  Zeit  su  erkalten.   Ueber  A»'1i 
Yericbiedenheit  dieser  Pole nlialtoettfl— r 
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Vqp  dCi    im  ersten  Falle, 

F'=  +  /  Vqp  d<5x  irn  zweiten  Falle. 

'Interpretiren  wir  jetzt  diese  Gleichungen  wieder  in  derselben  Weise, 
wie  vorhin  bei  Verfolgung  der  dualistihcheu  Ansicht  geschah ,  so  erhalten 
wir,  dass  im  ersten  Falle  Qp  an  allen  Stellen  des  Leiters  o^  das  negative, 
im  zweiten  Falle  das  positive  Vorzeichen  besitzen  muss,  was  nun  vollkom- 
men mit  dem  Experimente  übereinstimmt. 

Wir  sehen  somit,  dass  der  Widerspruch,  auf  den  die  d  ualistische 
Ansicht  führte,  sich  hebt,  wenn  man  als  £rklärungsprincip  elektrischer 
Erscheinungen  die  unitarische  Ansicht  zu  Grunde  legt. 

Wir  ziehen  aus  diesem  eben  erlangten  Resultate  und  aus  der  Art,  wie 
die  Rechnungsresultate  nach  der  unitarischen  Ansicht  erklärt  wurden,  noch 
einige  nicht  unwichtige  Folgerungen. 

1.  Es  giebt  keinen  Nullpunkt  für  Elektricität,  d.  h.  ähnlich 
wie  es  keinen  Körper  ohne  Temperatur  giebt,  giebt  es  auch  in  Wirklich- 
keit keinen  elektricitätsfreien  Körper.  Aehnlich  wi^  wir  beim  Anfühlen 
eines  Körpers  nichts  *von  dessen  Temperatur  bemerken,  wenn  er  in  Wirk- 
lichkeit dieselbe  Temperatur  besitzt  wie  das  Glied  unseres  Körpers,  mit 
dem  wir  das  Anfühlen  verrichteten,  ähnlich  geben  auch  unsere  Elektroskope 
nichts  von  Elektricität  zu  erkennen,  wenn  die  Potentialfunction  der  vor- 
handenen Elektricität  für  alle  Punkte  des  untersuchten  Körpers  und  des 
Elektroskopes  vor  und  nach  der  Berührung  oder  gegenseitigen  Beeinflussung 
derselben  denselben  constanten  Werth  aufweist.  Aus  dem  an  die  Spitze 
gestellten  Satze  erklärt  sich 

a)  die  Entstehung  von  Elektricität  durch  Berührung  physikalisch 
verschiedener  Körper  als  eine  andere  Vertheilung  der  überhaupt 
vorhandenen  Elektricität,  die  dualistische  Ansicht  muss  dagegen 
Elektricität  gerade  aus  Nichts  entstehen  lassen ; 
h)  die  Bedeutung  der  bekannten  Formel  der  Potentialtheorie 
^r  =  0  für  einen  Leiter  dahin,  dass  im  Innern  von  leitender 
Materie  ausgefüllten  Räume  eines  elektrischen  Leiters  die  An- 
ordnung der  Elektricität  nicht  abweicht  von  der,  wie  sie  sein  würde, 
wenn  man  nach  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  den  Leiter  un- 
elektrisch nennen  würde.  Endlich  ergiebt  sich : 
c)  Jede  Theorie  über  das  Wesen  der  Elektricität,  die,  ähnlich  wie 
die  dualistische,  nothwendig  einen  anelektrischen  Zustand  oder 
einen  Nullpunkt  für  Elektricität  annehmen  muss ,  ist  falsch.  Dies 
gilt  namentlich  z.  B.  von  jenen  Theorien,  die  die  sogenannten 
entgegengesetsten  Elektricitäten  durch  entgegengesetzt  gerichtete 
BewegUDgen  irgend  einer  Materie  erklären« 


Klflinere  Hittheil äugen. 

1  E*  ial  müglich,  duss  die  Grosse  des  (constanteu) 
Vtrlbi«  der  Put  «Dt  ial  Tu  HCl  i  Oll,  »oluhe  dio  für  unsere  Elek- 
ttoikope  DuwirkBame  Etektricilät  auf  funkte  im  lunere  der 
Ei4«  busitil,  eine  Functioti  der  Zeit  int.  Gtebt  man  diese 
Mögiichkeit  zu,  so  folgt: 

II)  Uiiaere  Elektiotikupo  haben  nur  relativen  Wtrth  hiusicbtiich  ihrer 

AngAbeii  ill>cr  den  elektriiidien  Zustand,  denn  ila  sie  immer  melir 

oder  weniger    mit  der  Krde  in  leitender  Verbindnog  stehen,  so 

kann  auch  für  nie  die  Potentialfun cttou  nicht  unabhängig  vou  der 

Zeit  «ein  und  demgemtias  auch  ihre  Ktoktricilätgangaben; 

t)  die  Erklärung  des  eigenthüinlichen,  den  Physikeni  wohl  bekaun 

len  Uustandes,  daatt  der  Null]jUDkt  einer  Torsionswaage  sich  von 

einem  Tag  zum  andern  verrüukt,  doiiu  jede  Torsionswaage  ist  eiu 

mehr  oder  weniger  empbndliuhes  Elcktroskop*. 

3.   Die  Möglichkeit  der  Folgerung  2,    und  damit  deren  weitere,  unter 

•  iDD(ll)i;enaiinteGon8equenscn  wird  wahrocheiulicb  gemacht  durch  loancho 

•■umiselip    EracheiDutigcu,     wie    z.    H.    das    Auftreten   vod    Notdlichtern, 

AtDiierungcn  des  Erdmaguclismus,  Krscbeinungen  im  Thier    und  Pflanzen- 

'ol'cn  beim  Auftrcteu  von  Gewittern  etc.  Uoch  möcfate  iuh  mich  jetet  herüber 

genauer  äussern,  bevor  ich  nicht  auch  elektrodynamische  uud 

■•^uetische   Erschoinnugen  mit  für  die  vorgetragene  unitari^tche  Ansicht 

*JWehen  lassen  kann. 

4.  Wird  der  elektrische  Zustand  von  Körpern,  die  nach  dem  gewöhn- 
"'ben  Sprachgebrauch  unelektrisch  nind,  gemäss  der  unitarischeu  Ansicht 
'^ettanden,  so  mnss  für  zwei  solche  physikalisch  verschiedeue  Körper,  iu 
^Jcb  beiden  dio  Potentialfnnction  der  vorhandenen  Elektricitüt  sehr  nahe 
bwlbea  Werth  aufweist,  eiae  weitere  Kraft  existiren,  derart,  duss  bis  auf 
IT  uahe  Entfernungen  beider  Kopor  vou  einander  die  Wechselwirkung 
r  in  den  Körperu  vorhandenen  Elektricität  merklich  aufgehoben  wird, 
il  sonst  beide  Körper  durch  wechselseitige  Annäherung  oder  Entfernung 
cklich  vlckltiscli  werden  mlisston.  Kommt  diese  Kraft  her  von  den  pou- 
tablen  Molccnlcn  der  Körper,  so  wird  man  als  notbwcndigo  Folgerung 
Hau*  anf  die  Ansicht  vom  Wesen  der  Elektricität  geführt,  wie  ich  sie  iu 
siacm  „Lehrbuch  der  Elektrostatik"  Cup.  VI  Sü  3  und  4  als  möglich  hiu- 
•l«Ut  habe. 

Praiberg,  im  Jnni  1872.  'i'n.  Köttebitzbch. 

*  yaii  tcrel.  z-  tt.  Rciuli,  Neue  Vursuclie   mit  Jet  Druhwaa^e,  Leijizig  IH&7, 
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IX.    Zasammenstellnng  der  Sätze  von  den  übrigbleibenden  Bewegnngen 

eines  Körpers,  der  in  einigen  Punkten  seiner  Oberfläche  durch  normale 

Stützen  unterstützt  wird,  und  von  den  Kräftesystemen,  die  durch  diese 

Stützen  im  Oleichgewicht  gehalten  werden  können. 


I.  Wenn  sechs  Punkte  des 
Körpers  auf  sechs  festen  Flächen 
bleiben  müssen,  so  ist  im  Allgemei- 
nen keine  Bewegung  dem  Körper 
gestattet. 

II.  Wenn  der  Körper  in  fünf 
Punkten  seiner  Oberfläche  durch 
fttnf  normale  Stützen  a,  6,  c,  d  und 
e  ontertttützt  wird,  so  bleibt  ihm  nur 
eine  Schraubenbewegung  Übrig.  Die 
Axe  der  Schraube  schneidet  senk- 
recht die  Linien  d,,  und  d^  der  kür- 
zesten Abstände  zwischen  deuTrans- 
versalen  1,  2,  3  und  4,  von  denen  die 
beiden  ersten,  d.  h.  1  und  2,  auf  den 
Geraden  a,  6,  c,  d  und  die  beiden  letz- 
ten auf  den  Geraden  a,  b^  c,  e  gelegen 
sind.  Die  beiden  Paare  Transversa- 
len 1  und  2,  3  und  4  bestimmen  zu- 
gleich die  einzige  mögliche  Steigung 
der  gedachten  Schraube. 

III.  Wenn  der  Körper  in  vier 
Punkten  durch  vier  normale  Stützen 
a,  6,  c  und  d  unterstützt  wird,  so 
bilden  die  Axen  der  noch  übrigblei- 
benden Schraubenbewegungen  die 
Regelfläche  eines  Konoids  K\  alle 
Schraubenaxen  schneiden  sich  näm- 
lich unter  einem  rechten  Winkel  mit 
der  Geraden  cf|,  des  kürzesten  Ab- 
standes  zwischen  den  auf  a,  6,  c,  d 
liegenden  Transversalen  1  und  2  und 
ruhen  noch  auf  einer  Curve  0,  der 
Schnittcurve  eines  runden  Cjlinders 
C  mit  einem  gewissen  hyperbolischen 
Paraboloide  P. 


1.  Wenn  der  Körper  frei  ist, 
so  ist  es  zum  Gleichgewichte  der 
ihn  angreifenden  Kräfte  noth wendig 
und  hinreichend,  dass  die  fictive  Re- 
sultante und  das  Moment  minimum  mi- 
nimorum  verschwinden. 

2.  Wenn  der  Körper  in  einem 
Punkte  seiner  Oberfläche  durch  eine 
normale  Stütze  unterstützt  wird,  so 
hat  das  Moment  minimum  minimorum 
der  auf  diesen  Körper  wirkenden 
Kräfte,  welche  durch  diese  einzige 
Stütze  im  Gleichgewicht  gehalten 
werden  können,  nur  eine  bestimmte 
Lage ,  sie  fällt  nämlich  mit  der  Ge- 
raden a  zusammen.  Die  Grösse  des 
Moments  muss  gleich  Null  sein.  (Vgl. 
Nr.  VI.) 


3.  Wenn  der  Körper  in  zwei 
Punkten  durch  zwei  normale  Stützen 
a  und  b  unterstützt  wird ,  so  bilden 
die  Momenii  minima  minimorum  der 
durch  die  zwei  Stützen  im  Gleich- 
gewicht gehaltenen  Kräfte  die  Rc- 
gelfläche  eines  Konoids  AT;  alle  diese 
Momente  schneiden  sich  nämlich  un- 
ter einem  rechten  Winkel  mit  der 
Geraden  dah  des  kürzesten  Abstan- 
des  der  beiden  Stützen  a  und  b  und 
ruhen  noch  auf  einer  Curve  0 ,  der 
Schnittcurve  eines  runden  Cylinders 
C  mit  einem  hyperbolischen  Parabo- 
loide  P. 


Kleinere  MiUfaeiluDgeB. 


a2& 


Die  Oeriide  rf„  (resp.  rfai)  dient  als  gcomelriaclie  Ase  den  Cylmders 
drr  Radioa  dise  Cyliiiders  ist  gleich  der  Qiisdratwurzel  aos  dem  Verhäll- 
•«  d«r  kSrzeiiten  Entfernang  der  Geraileii  1  und  2  (resp,  u  und  b)  zam 
lu  des  von  den  Geradeu  1  und  2  (resp.  a  iiud  b)  gebildeten  Winkeln.  Die 
\  Au  Linie  d,,  (resp.  f/a»)  senkrecht  «teilenden  Ebenen  £  schneiden  sieb 
I  dam  hyperbolischen  Paraboloide  P  in  gleichseitigen  Hyperbeln: 
!  Asymptoten  je  einer  Hyperbel  balbiren  die  Nebenwinkel  der  Geraden  I 
i  1  {resp.  a  und  t),  wSbrend  die  ConMonte  in  der  nsymptotiscbon  Gleich- 
%  der  Hyperbel  durch  die  Enlfernnng  der  Ebene  E  dieser  Curve  von  der 
tie  des  klireeaten  Ahstandes  der  Geradon  I  nad  2  (resp.  a  und  !•)  leprK- 
itirt  wird. 


Jeder  Erzengenden  des  Konoids 
entspricht  eine  beslimmto  Grosse 
!t  SlMgnng    der  ScbravibenbewR- 


IV.  Wenn  der Kör|jpr durch  drei 
1b  StUUen  ft,  h  nnd  r  unter- 
Utitwiid,  und  wenn  man  die  Schaar 
•  'OB  ilenjonigcu  Brzcngondcn  des 
M«ch«ligeii  Hyperboloids,  welche 
Wtnilden  Geraden  a,  6  und  cschnei- 
'leonsliaiilhat,  soergieblessich, 
is  die  Schraubenanen  der  noch 
glichen  Bewegungen  des  Körpers 
e  unendliche  Anzahl  Konoide  M 


edet 


iEr- 


■S^ndeD   dar  Schaar  n  nach   der 
Ell  des  Satzes  III  consirntrt  ist. 


V.  WoDD  derKörper  durch  zwei 
»tniloSmtaen  a  und  b  unterstUtKt 
'i'J.und  wenn  man  auf  den  Gera- 
ittniüidi  wie  auf  den  Directricen 
tfCongmenB  von  der  eralcn  Ord 
»»»K  coostruirt  hat,  so  kitnn  jedes 
•*"<  Gwiden  der  Congrnena  als 
"»I  coDJugirtc  Rotaliousaicn  ango- 
"Wwfrden,  und  umgekehrt,  jede 
•'n'jllwb«ndo  Bewegung  des  Kiir- 
P*"  ktoa  ßaf  iwei  gleichseitige 


Jeder  Erzengenden  des  Konoids 
K  entspricht  ein  bestimmter  Werth 
des  Verhflilniises  k  wischen  den  Grüs- 

ans  der  fictivcn  Resultante. 

4,  Wenn  der  Körper  durch  drei 
normale  Stülzen  n,  li  und  c  nnter- 
stillzt  wird ,  and  wenn  man  die 
Schaar  ß  von  denjenigen  Ersengen- 
den dos  einschaligcu  Hyperboloids, 
unter  deunn  sich  auch  die  Geraden 
a,  b  itnd  c  heSnden,  conslrulrt  hat, 
so  ergiebt  es  sich,  dass  die  Momenli 
minima  minimoritm  der  Kräfte,  die 
dnrcb  die  drei  Stützen  im  Gleich- 
gewicht gehalten  werden  können, 
eine  nnendliche  Anzahl  von  Konoi- 
den k'  bilden,  von  denen  jedes  auf 
zwei  Erzeugenden  der  Schaar^  nach 
der  Regel  des  Satzes  3  constrnirt  ist, 

5.  WennderKörper  durch  vier 
normale  Stützen  «,  b,  c  und  -'  unler- 
stütat  wird,  und  wenn  man  aof  den 
Transversalen  1  und  2,  welche  an!' 
die  vier  Geraden  a,  6,  r  und  d  gelegt 
sind,  die  Congruenz  von  der  ersten 
Ordnung  errichtet,  so  worden  durch 
alle  möglichen  Combinationen  der 
Strahlen  der  Congrucnz  zu  je  zwei 
alle  diejenigen  conjugittea  Ktift« 
erschöpft,  welcbe  Antt>\  V\ftt &\.^\.T.ea 


i 
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Kleinere  Mittheilnngen. 


Drehungen  um  zwei  Linien  der  Con- 
gruenz  zurückgeführt  werden. 

VI.  Wenn  der  Körper  durch  eine 
normale  Stütze  a  unterstützt  wird, 
und  wenn  man  sich  einen  sogenann- 
ten specicllon  Complex  vom  er- 
sten Grade  auf  dieser  Geraden  a  wie 
auf  seiner  Axe  denkt  (d.  h.  einen 
Complex  der  Geraden,  welche  die  a 
schneiden  oder  ihr  parallel  laufen), 
so  werden  durch  alle  möglichen  Com- 
binationen  der  Linien  des  Complexes 
zu  je  zwei  alle  diejenigen  conjngir- 
ten  Hotationsaxen  erschöpft,  mit  wel 
chen  die  noch  übrigbleibenden  Ge- 
schwindigkeiten des  Körpers  repro- 
ducirt  werden  können.     (Der  Um- 

4 

stand,  dass  die  Steigung  der  jedem 
Complexe  zu  Grunde  liegenden 
Schraube  bei  dem  speciellen  Com- 
plexe gleich  Null  ist,  entspricht  dem 
Werthe  Null  des  Moment  minimum 
minimorum  im  Satze  Nr.  2.) 


Vn.  Wenn  der  Körper  frei  ist, 
so  kann  man  ihm  alle  mögliche 
Schraubenbeweguög  zuweisen. 


rt,  6,  c  und  d  im  Gleichgewicht  ge- 
halten werden  können. 

6.  Wenn  der  Körper  durch  fünf 
normale  Stützen  unterstützt  wird, 
und  wenn  zuerst  die  Schraube  F, 
welche  die  einzige  noch  übrig  ge- 
bliebene Bewegung  des  Körpers  re 
präsentirt,  nach  der  Regel  des  Satzes 
II  construirt  ist,  und  wenn  endlich  in 
jedem  Punkte  f  des  Raumes  ein  Strab- 
lenbüschel  in  derjenigen  Ebene  zu- 
gewiesen ist,  welche  auf  der  einzi- 
gen möglichen  Geschwindigkeit  des 
Punktes  t  senkrecht  steht,  so  erhftlt 
man  in  den  Strahlen  der  sämmtlichen 
Strablenbüschel  einen  Strahlencom- 
plex  vom  ersten  Grade,  welchem  zu 
Grunde  die  Schraube  Fliegt.  Damit 
nun  ein  Kräftesystem  sich  mit  den 
Stützen  a,  6,  c,  rf  und  e  im  Gleich- 
gewicht hält,  ist  es  nothwendig  und 
hinreichend,   dass  dieses  Kräftesy- 

•  

stem  sich  auf  zwei  conjugirte  Kräfte 
zurückführen  lässt,  welche  in  irgend 
zwei  Strahlen  des  Complexes  liegen« 

7.  Wenn  der  Körper  durch 
sechs  normale  Stützen  unterstützt 
wird,  so  können  im  Allgemeinen  alle 
möglichen  Kräftesysteme  den  Kör- 
per angreifen,  ohne  dessen  Ruhe  zu 
stören. 


St.  Petersbur^^  26.  Jan.  (7.  Febr.)  1872. 


Michail  Okatow. 


VIII. 
Beiträge  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften. 

Von 

Dr.  Gustav  Holzmüllek, 

ordciitl.  Lehrer  am  Gymnasium  zu  Elberfeld. 


(Hierzu  Taf.  III,  Fig.  1  —  5.) 


§  1.  Vorbemerkungen. 

Man  denko  sicli  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  alle  complexcn  Zah- 
len cc=x4-yi,  die  andere  alle  Zahlen  Z  =  X+Yi  enthält.  Ist  dann* 
Z  =  f{z),  60  entspricht,  wenn  die  Function  eindeutig  ist,  jedem  Punkte  der 
1»- Ebene  ein  Punkt  der  Z- Ebene;  ist  sie  hingegen  mehrdeutig,  so  gehören 
SU  jedem  Punkte  der  ersteren  Ebene  mehrere  Punkte  der  letzteren.  Geo- 
metrischen Gebilden  der  einen  Ebene  entsprechen  bestimmte  geometrische 
Gebilde  der  anderen.  Bekanntlich  sind  diese  „Abbildungen**  in  den  klein- 
sten Theilen  ähnlich.  Ausgenommen  von  dieser  Conformität  sind  nur  ge- 
wisse singulare  Punkte,  die  sich  dadurch  bestimmen,  dass  der  Differential- 
coefficient  der  Function  dort  verschwindet  oder  unendlich  gross  wird.  Im 
Allgemeinen  aber  entsprechen  Curven  der  einen  Ebene  Curven  der  andern, 
die  sich  unter  denselben  Winkeln  schneiden.  Jeder  Function  coraplexen 
Arguments  entspricht  in  diesem  Sinne  eine  conforme  Abbildung  oder ,  wie 
man  auch  »agt,  eine  isogonale  Verwandtschaft. 

Von  diesen  Verwandtschaften  sind  bis  jetzt  nur  zwei  so  allgemein  be- 
handelt worden,  dass  man  ihre  Theorie  als  abgeschlossen  ansehen  kann, 
die  Verwandtschaft  der  Aehnlichkeit,  welche  mit  der  Function  Z=a-f-62 
zosammenfallt,  und  die  sogenannte  Kreisverwandtschaft,  die  sich  all- 

o  -^  b  ^ 
gemein  aus  der  Function  Z  =  — . — ^  ableiten  lässt  (auch   die  Constanten 

c  +  äz 

dürfen  complexe  Zahlen  sein).   Allgemeineres  IntereBse  haben  die  Abhand- 
lungen von  Sieb  eck  im  55.,  57.  und  59.  Bands  i*^  '^-•nen. 
kurzen  Ueberblick  über  die  geacbiehüieli 

Z«lUchrin  f.BUlhenuktik  n.  Physik,  XVUI,   " 
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conformen  Abbildungen  und  ein  Verzeicbniss  den*  einschlagenden  Literatur 
findet  sich  in  der  Inauguraldissertation  von  H.  Am  stein:  ,,Ueber  die  con- 
forme  Abbildung  der  Oberfläche  eines  regulären  Octaeders  auf  die  Ober- 
fläche einer  Kugel".    Zürich  1872. 

Von  fundamentaler  Bedeutung  für  die  Theorie  der  isogonalen  Ver- 
wandtschaften ist  uun  folgende  Frage  : 

Welche  Curven  der  einen  Ebene  entsprechen  den  Paral- 
lelen zur  reellen  und  imaginären  Axe  in  der  andern  Ebene? 

Diese  Frage  führt  auf  orthogonale  Curvensysteme,  durch  welche  man 
die  Ebene  in  ein  System  rechtwinkliger  Flächenräume  eintheilen  kann,  die 
mit  zunehmender  Kleinheit  der  Aehnlichkeit  zustreben.  Diese  Curven- 
schaaren  leisten  oft  Dienste  als  krummlinige  Cuordinaten,  aber  abgesehen 
von  ihrem  geometrischen  Interesse  sind  sie  von  besonderer  Wichtigkeit  für 
die  allgemeine  Kartographie  und  für  die  Wärmetheorie,  In  letzterer  wer- 
den sie  als  „isothermische  Curvensysteme"  bezeichnet,  und  dieser  Name 
soll  hier  beibehalten  werden. 

So  entspricht  z.  B.  bei  der  Abbildung  Z=  ß'  dem  Systeme  der  Paralle- 
len zur  X'  und  y- Axe  ein  System  concentrischer  Kreise  um  den  Nullpunkt 
und  ihre  Radien.  (VcrgU  meine  Abhandlung  über  die  logarithmische  Ab- 
bildung im  16.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift.)  Die  Transformation  Z=  i  (  ^  +  -  ) 

verwandelt  diese  Kreise  in  confocale  Ellipsen  mit  den  Brennpunkten  +  1, 
die  Radien  in  die  dazu  gehörigen  confocalen  Hyperbeln.  Die  Abbildung 
^  =  \/i  —  z*  verwandelt  dieselben  Kreise  in  ein  System  confocaler  Lem- 
niscaten  mit  den  Brennpankten  +  l ,  während  die  Geraden  in  gleichseitige 
Hyperbeln  übergehen,  die  durch  die  Punkte  +  1  gehen.  Ferner  zeigte 
Si  ehe ck,  dass  die  Abbildungen  Z:=$inam  z^  Z  =  co$atn  z^  Z  =  z/am2aaf 
Curvengruppen  vierter  Ordnung  führen,  welche  interessante  geometrische 
Eigenschaften  besitzen. 

Die  allgemeine  Lösung  der  aufgestellten  Frage  könnte  anf  folgendem 
Wege  geschehen  :  Man  setze  in  der  Gleichung  AT-j-  Ft  = /*  (ar -j- yi)  die  reel- 
len und  imaginären  Theile  gleich  und  bestimme  x  und  y  aus  beiden  Gleich- 
ungen als  Functionen  von  AT  und  F.  Ist  dann  x  ~  F{X  V)  und  y  =  0{Xy)^ 
«0  entspricht  den  Parallelen  von  der  Form  j?=a  das  Curvensystem  F{Ä  F)  =  «, 
den  Parallelen  y  =  b  das  System  <P(XF)  =  6. 

Die  Lösung  selbst  bietet  oft  grosse  Schwierigkeiten.  Nur  in  einer  be- 
schränkten Anzahl  von  Fällen  ist  sie  ohne  Weiteres  durchführbar.  Eine 
besondere  Vereinfachung  gewährt  folgender  Satz  der  Functionentheorie: 

Entspricht  bei  einer  analytischen  Function  einer  steti- 
gen Folge  ree  Her  Werthe  des  Arguments  eine  stetige  Folge 
reeller  Werthe  der  Function,  so  entsprechen  conjugirten 
***erthen  des  Arguments  conjugirte  Werthe  der  Function. 

Für  solche  Functionen  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 
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1)  jr+J7  =  /-(x  +  yO 
folgende  Beihe  von  Relationen : 

2)  X-yi  =  ax-yi), 

fix  +  .V»)  +  fix  —  .vO 


8)  -V  = 

4)  I'i  = 


•i 

fi^±yi\-fi^-yi) 

2 

Oft  ist  es  nützlich,  auf  PolarcoordiDaten  überzugehen.  Dann  folgen 
aas  Maltiplication  und  Division  der  Gleichungen  l)  und  2)  noch  folgende : 

5)  Ä«  =  /-(;r  +  yi)/-(j:-yt), 

6)  cos2(P  +  tm2a>=(^^-i^^9. 

Zu  den  Functionen ,  die  sich  auf  die  angegebene  Methode  behandeln 
lassen,  gehören  z.  B.  sinz,  cosz,  tanz^  sin  am  z^  cos  am  z^  Jamz, 

In  Folgendem  soll  zunächst  die  Abbildung  Z  =  cos 2  der  Betrachtung 
unterworfen  worden,  welche  schon  Siebeck  von  anderen  Gesichtspunkten 
aus  behandelt  hat.    Der  Zusammenhang  der  Abbildungen  Z  =  cosz  und 

Z  =  8mz  wird  uns  auf  die  Transformation  Z  =  j/l  —  z*  führen.  Dabei  wird 
sich  ein  interessanter  Zusammenhang  zwischen  den  lemniscatischen  und 
den  Polarcoordinateu  ergeben,  der  durch  elliptische  Coordinaten  vermittelt 
wird.  An  diese  Betrachtung  schliesst  sich  eine  wichtige  Verallgemeinerung 
des  obengenannten  Satzes  über  das  System  confocaler  Lemoiscaten  und 
gleichseitiger  Hyperbeln  an.  Endlich  soll  nach  specieller  Betrachtung  der 
Abbildung  Z  =  smamz  der  Zusammenhang  zwischen  den  bei  den  Transfor- 
mationen Z=^smamz,  Z  =  cosamZy  Z=:Jamz  auftretenden  Curvenschaaron 
untersucht  werden. 

Als  Beispiele  für  gewisse  Capitel  der  Kiemann* sehen  Functionen- 
theorie,  auf  welche  die  neueren  Lehrbücher  die  Theorie  der  elliptischen 
Functioiten  begründen,  werden  die  folgenden  Betrachtungen  manchem  Leser 
nicht  unwillkommen  sein.  Uebrigens  wird  die^bhandlung  auf  synthetischem 
Wege  eine  Anzahl  von  Abbildungsaufgaben  lösen,  die  sich  mit  Hilfe  des 
Di  richlet'schen  Princips  analytisch  behandeln  lassen. 

§  2.   Die  Abbildung  {X+  Yi)  =  cos  (x  +  yi). 

Das  Additionstheorem  giebt  folgende  Gleichungen* 

2C  +  Yi  =  cos  (x  +  yt)  =  cos  x  cos  yi  +  sin  x  sm  yi. 

Aus  demselben  ergiebt  sich  durch  Addition  und  Subtraction  die  Zer- 
legung in  den  reellen  und  imaginären  Theil : 

X  =  cos  X  cos  yi ,     Yi  =  sin  x  sin  yi, 

Elimination  von  yi  führt  auf  die  Gleichung 

1) 


Elimmation  von  x  Iiingegen  a 


-V 


}" 


Dies  sind  die  GIoicliuDgen  von  Hyperbeln  unü    EltipBeu  lait  den  Brann- 

pnnkipii  +  I.   Nimmt  mnn  Kückaiclit  nul'  Hh-  roelle  Porioile  des  Cosinun.  « 

findut  dtmnatii  folj;eiide  Bezieltnng  slalt: 

SftmmtliclieuLiDiettj-  =  a  +  2nniDdef:-l!:beuo«iits[iriclil 

iu  derZ-Eüene  die  eiue  Hyperbel 

Ä'  y        .      , 

— ^ r-f—^l  oder  p  —  p,=2eota] 


doti  Linieny  = 


chin 


egcn  entspricht  die  Ellipse 
=  1  oder  p  +  pi  =  e*-i-e 


Daraus  folgt,  dass  die  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  sieb  r«elifl 
winklig  sclineiden  und  nuaserdem  ein  isotharBiiscIies  Cnrvensystem  in  A 
obeu  angegebenen  Sinne  bilden.    Will  man  die  Eintbeilnng  der  2-El)4 
in  rechtwinklige  Flüclicnräume,  die  mil  i^unebmender  Kleiutieit  der  Aei 
liclikeit    lUKtrebcn,    wirklich    durchfahren,    so    verfrtlirt    man     folgeodei 


Die  congnienten  ßcchtecko  der  i-Ebene  mögen  darch  folgend«  Linta 

gebildet  werden: 

+  x  =  0,'j,  2a,  3<i..., 

+  J/  =  0,  C.  2<-,  3<-.... 
Dmiii  Iijilien  die  entspvecbeuden  Hyii^rbeln  und  F^llipson  folgfinde  Halb*' 


2 

-,  «Lfl 


coaZa..., 


P+P, 


,(.^1),   ,(.Hi),   4Ki).... 


Die  Ausdrücke  für  die  Halhnxen  der  Ellip.sPu  sind  leicht  za  constrafl 
ren.  Denkt  mau  sich  für  die  Hyperbeln  den  Kinheitekreia  gezeichnet, 
erkennt  man,  dass,  wenn  ihre  Uaibaxe  gleich  cosa  ist,  ihre  Asymptoten  mK 
der  reellen  Axe  die  Winkel  +  n  bilden.  Kolglieh:  Beider  genannt«! 
Eintheilung  der  Ebene  folgen  dioAaymptoten  derHyperbclal 
uuter  gleichen  Winkeln  aufeinander. 

Hat  man  also  die  nuthwendigen  Elemente   fär  ein  „ßechleck"  in 
Z- Ebene,  so  lässt  sieb  die  ganze  Eintheilung  elementar  dnrchfilhreti. 

Das  obige  ßesullat  ergiebt  sich  auch  auf  folgendem  Wege:    Bedeiikl 
iona,   tianD  die  3/nItipIication  des  Arfenmeulii  to\\  i  fcxtWT  üxnWai^  des  Cci 
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i"  entspricht,  so  läset  sjdi 
wurde,  leicht  auf  dio  ' 
leUlerpD    gelieu    nüiDÜch    ' 

Irillpmikt  mit  tier  Nrigung  &  =  a  liher, 
n  Kreisn  um  den  Nullpunkt  mit  dem 
jelbRti  PHrngraplicii  werden  aber  durch 


«,  was  in  S  I 

lusrornintjou 
PngtlleIeD 


ind  ihre  Rarliea  i 


i.t.    Coi 


ibioirt  m 
dial  fUr 


1  Abhilduui^ 


«!mij»3prr-Bbenc  n 
r  Abbildung  Z=^e'  S*'S''gt 
'■  Obenragen,  Hei  dn 
|e=  o  +  Sil»  in  Gerade  durch 
nd  die  Paralldeny  =  c 
Udinn  r  =  i;  vervraadelti.  Noc 

B  Function  Z~l{u  +  -\  die  concentrischei 
mfoeale  Ellipien  und  Hyperbeln  Irnnsforii 
D  iDiui  ■>  =  «''  sAtst,  so  erhält  tnau  das  o 

AosZ-iU  +  -'j  Wgt  «mgekfthrt  ti  =  Z+  /^^ITi,   es   tiudct  dem- 

:li  Dill  Auennlitue  der  Punkte  +  I  Zweideutigkeit  stall.  Nacb  Kie- 
,Iin  mns3  mau  sieb  daher  die  7- Ebene  zunHchst  doppelt  denken  ,  jedoch 
,  ilaes  ibte  beiden  Sehichten  in  den  Veraweigungipunkton  +  I  snflam- 
WubSngen.  Beide  Punkte  müssen  ferner  dnrch  einen  „Schnitt"  verbun- 
I  werden,  dessen  üeherschreitung  aus  der  einen  Schicht  in  die  ändere 
fUkTt.    Wir  wellen  ibn  dircct  als  Gerade  von  —  1  nach  +  l  legen. 

Bei  der  »rdoin  Hilfsabbihlnng  Z=  e"' wird  jeder  unendlich  lange  Flä- 
fvon  der  Uralte  2  a,  welcher  der  iinaginilren  Axe  pnrnllel  ist,  auf 
e  Z- Ebene  abgehihlet.  Letztere  ist  aUn  imendlichrnch  zu  denken, 
«nd  drt  Nullpaukt  und  der  unendliche  Punkt  sind  als  Windungspunkte  nn- 
cndticber  Ordnung  durch  einen  Schnitt  zu  verbinden,  der  am  bequemsten 
Hag»  der  ponitiv  reellen  Axe  gelegt  wird. 

Beide   Betiacblnngen    coinhiniren    sich   bei   der  Abbildung  Z  =  rosi 

■  '=i('"+'^~  '0  '<■  folgender  Weise:    Jeder  der  genannten  Klächenstreifen 

I  »iri  nicht  auf  die  pinfache,  sondern  auf  dio  doppelt  bu  denkende  Z-  Ebene 

I  atigcbildel.    Dem  direclen  Schnitte  von  -|-  1  nscb  —  I  entspricht  eine  l'hei- 

I  l^ngilen  FIKcbenKtreif«  dnrch  die  reelle  Axe.    Es  mag  nnn  festgesetzt  wer- 

in,  duB  der  Tbeil  dos  Streifens ,  dor  auf  derselben  Seite  mit  der  positiv 

I  iBUgioÄren  Ase  liegt,  der  oberen  Schiebt  des  ülatlea  entsprechen  soll,  der 

ndtre  Theil  der  nnteren  Sobiuhi.    Die  ganze  s-Ebene  wird   jedoch  auf 

■onidliih  viele  Blätter  der  Z- Ebene   abgebildet,   deren  jedes  ans   zwei 

f  Richten  besieht. 

Wtlnleo  die  einzelnen  Plächenstreifen  durch  die  Linien  x  =  2iti^he- 
I   "'amt,  »n  mlisste  man  in  der  Z   Ebene  «och  einen  Schnitt  von  +  I  nncli 
+'  IrgFa,  und  dann  Hesse  sich  der  Znsaramenhang  der  einzelnen  doppel- 
«liichtigen  RIKtler  folyenderrnnssen  festsetzen  : 

rscbreiten  des  Schnittes  von  — 1  nxcb  +1  führt 

*aid«rt>iueD  Schicht  eines  Blattes  in  dieandereSchichtdes- 

1l>«a  BlaitGS,    ein    Ucherschrciten    dos   Schnittes   von    +1 

^'^i-f-»  fuJirt  Ulis   der  öiier.'n  Schiclil    ciüeü  ü\aV\,*6  \ft  i"\.c, 
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obere  Schiebt  eines  beDHclibarten  Blattes,  oder  ans  der  n 
teren  Schicht  eines  BUttes  in  die  nnlere  eines  ben AU bbarti 

Fjg.l  nnd2,  Taf.  IH,  stellen  dasgcgenseilige  Entsprechen  beidci- Ebenen 
änt.  Dießechtecke  den  Eben«  werden  atirdie  gleichbennnnteD  der  2-Ebena 
abgebildet.  Die  gleicbnan[)igen  Rechtecke  der  ;- Ebene  fallen  anf  eia  nnd 
dieselbe  Stelle  der  Z-  Ebene.  Dort  sind  Biälter  und  Scbichlen  in  der  i 
angegebenen  Weise  übereinaader  liegend  zn  denken. 

Geht  man  in  der  :-Ebeae  anf  einer  Parallelen  zura^-Aie,  die  obet 
halb  der  letzteren  liegt,  von  links  nach  recbts,  so  durchwandert  man  in  im 
2-Ebene  eine  Ellipse  in  negativer  Drohung,  und  zwar  liegt  dieselbe  Ü 
einer  oberen  Schicht. 

Macht  man  denselben  Weg  aar  der  Parallelen,  welche  gegen  dii 
x-Axe  symmetrisch  zur  obigen  liegt,  so  beschreibt  man  in  einer  nnterea 
Schicht  der  Z- Ebene  dieselbe  Ellipse  in  positiver  Drehung. 

Ebenso  einfach  ISsst  sich  das  Wandern  anf  Parallelen  znr  v-Axe  nisi 
den  ihnen  entsprechenden  HypeihelArmen  feststellen. 

Beiläufig  mag  noch  folgende  Frage  erörtert  werden: 

Wie  lautet  die  Gleichung  der  Gurren,  welche  das  Systea 
derconfocalenElIipBenmitden  Brennpunkten  +  1  nuter  c»ni 
stanlem  Winkel  schneiden? 

Man  hat  nnr  nöthig,  die  Gleichung  -  +  -  =1    der    Tfansformation"" 

Z=fös;    zn    nnterwerfen.     Der    Geraden    tj^j/i    entspricht    die    Ellipse 
p  -{-p,  =  fffi  4-  f  ~*' ,  worans  sich  folgende  Relationen  ergeben: 


_{p+P.)  +  Ap+P.i'-*    .^        ,Ap+p<)  +  y{p+p>y-* 


Den   Geraden  a.=j-, +  2njr  entspricht  die   Hyperbel  p- 
folglicb  ist 

_  P—Pi 


=  1  entspricht  also  die  Onrve 


odei 

(;^+pi)±/(;'+;'.r-4  ^  ^ ;  (-  -  """•  ^■''-'). 

2 

Ilnt  man  die  Ebene  dnrch  confocnle  Ellipsen  und   Hyperbeln  In  i 

entsprechenden  „Rechtecke"  eingelhcilt,  so  sind  die  eben  behandeilen  Car- 

veii    beslimml    durch    die  Eckpnnkte  der   diagonal  aufeinander  fulgendoi 

Jieehtocke.    Auch  sie  geben  ein  IsollicrmwcAica  tuivcQt-jBVcm.    llwft  Orllioi 
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|fliiilrD  nn<I  ilbi^rliflMjrt  nlle  Trnjeulorien ,  die  eio  nnler  cnnstnulem  Wiukel 
«tiiiPtileii,  geliür^u  ilcrsellicii  Classe  von  Cui'ven  an.  Sie  sind  einer  Äbiiliehe» 
UoLMd!iiDg  fähig,  wie  die  Trajeclorien  der  clurcli  /.wei  Punkte  gcliondou 
KrcisKÜanr,  wctclio  in  meinem  oben  cilirtRn  AufHatze  als  logavitlimiBclie 
Uoppelüiiiraleii  beitichnel  wurden.  Beiläufig  sei  benn-rkt,  Jas»  die  Gleith- 
w>i  ivt  kUteren  ibre  elnfacbbte  Gestall  bei  Anwendung  der  Bicirculai- 
iwriiiaalKii  erbfill. 


fS.  ZuammcBhasg  der  Abbildungen  Z  =  cost,  Z^sim,  Z^]/\  ^  :^, 

ud  die  Beiiehnngen  zwischen  elliptischen,  lemnitcatiBohett  snd  Polar* 

Coordinaten. 

Die  Abbildung  Z^siiiz  ist  von  der  io  §  2  untersncbton  niubt  wddouI- 
icboalerscbieden.  Auf  dieselbe  Woi«e,  wie  dort,  ergeben  sich  aus  dem 
ftddilioDstheoremo  die  Glelcbnngen : 

I)  X=siiij:  rosyt,      Vi  ^^  rus  t  sin  yi 

biniiditl  mnn  emt  x,  dann  yi,  so  eihült  iuhu 

,v        y 

1}  — ; f-^l    oder    p — p,='>» 

»)  -^,-.—  -.,—.  =  1     oder     p  +  p,=e'  +  a-'. 

lief  entspricht  hImo  den  I.inien  f^  +  <^  dieselbe  Ellipse,  wie  Jortj  den 
Liaicnx^n  +  2nn:  biniiegfn  mit8|niclit  eine  Uyiierbel  mit  der  llnibaxo 
■m«,  wilirenil  die  Am  %i  die  Hnibaxo  cosa  batte,  Die  Summe  der  Qua- 
irale  beider  Ilalbaxen  giobt  die  Einheit,  und  die  Winkel ,  welube  diu  ent- 
IptFcbcnden  Asymptoten  mit  der  reellen  Aie  bilden,  ergänzen  sieb  zu  00". 
Witwollen  desbnlb  jedesmal  die  eine  Hyperbel  als  „üomplenie  nlnr - 
•Jl-erbel"  der  anderen  bezeichnen. 

Ilie  I'eriodicilälBverbällnisse  sind  dieselben,  wie  vorher.  Jedes  der 
VDdlicb  vielen  Blätter  besteht  aus  zwe 
kbaiiles  van  —  1  nach  4-  '  durchkreuz« 
ea  Schnitt  von  +1  nach  +oo,  so  gela 
Enes  Blattes  in  die  obere  eines  beaacbbsn 
bwi  Blnlles  hingegen  in  die  nntore  eiues  andern. 

Viirbcr  enlnprach  dem  Wege  von  0  bis  23i  in  der  t-Kbene  der  gerad- 
ijg«  Weg  von  —1  nach  +  '  ■■°'l  zucHck  nach  —  1  in  der  Z- Ebene,  Jetzt 
tipricbt  demselben  der  Weg  vnn  0  nach  +  1,  zurück  bis  —  I  und  von  dort 
eb  Null.  Beachtet  mau  bei  jeuen  Wiindci'ungen,  welche  Flitcbeurtiums 
in  anr  Linken,  welche  mau  zur  Becbten  hat,  so  ergiebt  sieb  für  das  gegen- 
tige  £DU|ireebeu  der  Quadranten  Folgendes:  Uem  1.,  2.,  ».,  4.  l|iia' 
aitlca  ili-f  obureu  äcliialitnu    dar  libciiu  Z  =  siii;    cuVaY\\s.\iV 


Schieb 

eu,    die   sich    lüngü  de 

.    Uebe 

rschreitct  mnn  hiugegu 

gt  man 

aus  der  oberen  Schiel 

n  Blatte 

s,  aus  der  untern  Schitl 
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bezüglich  der4. ,  1.,  2.,  3.  Quadrant  der  oberen  Schichten  der 
Ebene  Z^=cosz\  dem  ].,  2.,  3.,  4.  Quadranten  der  unteren  Schich- 
ten der  Ebene  Z==$mz  entspricht  bezüglich  der  2.,  3.,  4.,  I.Qua- 
drant der  unteren  Schichten  der  Ebene  Z  =  cosz. 


Da  nun  sin  z  =  j/l  —  cos*  z  und  gleichzeitig  cos  z  =  Y\  -^  sin*  z    ist ,    so 

ergiebt  sich  für  die  involutorische  Verwandtschaft  Z  =  J^l  —  z*  folgendes 
Hesultat: 

Bei  der  Abbildung  Z  =  j/l  —  z'  entspricht  dem  Systeme 
confocaler  Ellipsen  und  Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten 
+  l  der  einen  Ebene  dasselbe  System  confocaler  Kegel- 
schnitte in  der  anderen,  und  zwar  erzengt  jede  Ellipse  sich 
selbst  wieder,  während  jede  Hyperbel  in  ihre  Complementar- 
hyperbel  übergeht. 

Die  speciellen  Fälle,  in  denen  die  Ellipsen  oder  Hyperbeln  Gerade 
sind,  erläutern  sich  selbst.  Die  gleichseitige  Hyperbel  erzeugt  sich  selbst 
wieder.  Das  Entsprechen  der  einzelnen  Quadranten  ist  oben  festgestellt. 
Gleichzeitig  ergiebt  sich,  dass  jedem  Gebilde  der  einen  Ebene,  welches 
gegen  beide  Axen  symmetrisch  ist,  ein  ebenfalls  symmetrisches  Gebilde 
der  andern  Ebene  entspricht. 

Eine  andere  wichtige  Consequenz  ist  folgende : 

Hat  man  die  Gleichung  einer  Curvenschaar  in  ellipti- 
schen  Goordinaten,   bezogen  auf  die  Brennpunkte   +^>   und 

setzt  man  in  derselben  ^4  —  (f  an  Stelle  von  d=:p  —  p, ,  wäh- 
rend man5  =  p+p.  nnverändertlässt,  soerhältmandieGleich- 
ung  des  Curvensystems,  welches  dem  ersteren  bei  der  Abbil- 
dung Z  =  ]f/l  —  2*  entspricht. 

Bei  der  Untersuchung,  inwiefern  die  einzelnen  Individua  sich  gegen- 
seitig entsprechen,  vergesse  man  nicht,  dass  Doppelebene  auf  Doppelebene 
abgebildet  wird. 

Nun  ist,  wie  oben  angegeben  wurde,  bekannt,  dass  durchdie  Trans- 
formation Z=^yi  —  2*  das  System  der  Geraden  durch  den  Null- 
punkt übergeht  in  ein  System  gleichseitiger  Hyperbeln  durch 
die  Punkte  +  i|  während  die  Kreise  um  den  Nullpunkt  in  das 
orthogonale  System  confocaler  Lemniscaten  übergehen.  (Um- 
gekehrt findet  dasselbe  statt.) 

Die  Richtigkeit  dieses  interessanten  Satzes  Ulsst  sich  schon  folgender- 
massen  übersehen:  P  sei  ein  Punkt  z  der  z- Ebene.  /  und  /|  seien  die 
Brennpunkte  +  1,  ferner  seien  p  und  p,  die  absoluten  Beträge  der  Strecken 
J  P  und  /,  P,  0^  und  O*,  ihre  Winkel  mit  der  positiv  reellen  Axe.  Dann  ist 
offenbar 

p(cos^  +  i'sM&)  =5 z  -f-  J,    pi (cof^i  —  isin ^,)  =  «  —  1, 
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folglich  findet  für  die  Abbildung  Z=  /l  —  i«  =  (/{z  +  1)  (z  —  l)  folgend© 
BeiiehuDg  statl: 


oder 


2  =  1  j/pi  {cos 0,  + 1 5in  ^, )  .p  {cos  & + isin  0) 
=^  ±iVP'Pi(c 


+151« I 

2       ^  2     / 


4)  Ä(c«*+.-,.«<I>)  =  /^[co,(^'  ±1)  +.•,/,.  (^'±1)] 


voraoji  sich  ergiebt 


^  =  VP'Pi^ 


ö) 


.      <D  =  ?^lt^*±-     oder     0  +  ^,==2a>. 
2  2  ^      ' 


Jedem  Kreise  mit  Radius  R=^  c  entspricht  eine  Lemniscate  (Cassiniscbe 
Linie)  pp,  =  c*,  jeder  Geraden  mit  der  Neigung  <I>  =  (Pj  eine  Curve,  deren 
Kadii  vectores  dem  Gesetze  O  +  -^j  =  2  <I>|  folgen.  Diese  Curven  sind  be- 
i^Aniitlich   gleichseitige   Hyperbeln,    deren   eine    Asymptote  die   Neigung 

^1  +—  hat,  während  die  andere  senkrecht  auf  ihr  steht.* 

Einer  doppelt  zn  denkenden  Geraden  durch  den  Nullpunkt  mit  der 
N^«^igQDg  <I>i   im  ersten  Quadranten  entsprechen  zwei  getrennte  Arme  der- 
^^Iben  Hyperbel,  der  eine  im  oberen,  der  andere  im  unteren  Blatte  liegend, 
^nd  zwar  der  eine  im  vierten,  der  andere  im  dritten  Quadranten.  Die  rUck- 
^Ibtflgehende  YerlAngerung  der  Geraden  entspricht  denselben  Hyperbel- 
^vuien,  nur  vertauschen  sich  die  beiden  Schichten  der  Ebene.    Die  Senk- 
''^cbte  zu  der  besprochenen  Geraden  würde  die  Hyperbel  vervollständigen. 
Es  geht  aus  dieser  Betrachtung  Folgendes  hervor : 
Hat   man    die  Gleichung   einer    Curvenschaar    in    Polar- 
CQordinaten,  und  setzt  man  p.p,   an  Stelle  von  r',  und  ^C'^  +  ^i) 
^n  Stelle  von  <p,   so    erhält   man   die  Gleichung  der  Curven- 
schaar, welche  der  ersteron  bei  der  Transformation  Z  =  j/l'— z' 
Entspricht,   und   zwar   in    lemniscatischen   Coordinaten,   be- 
logen auf  die  Brennpunkte  +  1. 

So  geht  z.  B.  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale 
1)  r^ck'P 

durch  diese  Operation  über  in 
8)  p.p,  =  c«Ä^  +  ^S 

^öd  dies  ist  also  die  Gleichung  des  Curvensystems,  wel- 
ches die  confocalen  Lcmniscaten  unter  constantem  Winkel 
•chneidet. 


ye/g'l  Zorne:  ,,Lefons  sur /es  coordonnees  cuvvüignes''*'  eiCy  pog.  *i\1. 


236  Beiträge  zur  Theorie  der  isogonalen  Verwandtscbaften, 


'  ^  ^  ^.^-jk. 


Es  ergiebt  sich  ferner  aus  den  letzten  Untersuchungen  eine  eigenthüm- 
liehe  Constructionsmethode  des  Systems  der  confocalen  Lemniscaten  und 
ihrer  orthogonalen  gleichseitigen  Hyperbeln,  ein  merkwürdiger  Zusammen- 
hang zwischen  diesen  und  den  Polarcoordinaten  mittelst  des  Systems  con- 
fücaler  Ellipsen  und  Hyperbeln,  der  im  Wesentlichen  auf  der  oben  erwähn- 
ten Vertauschung  von  rf*  mit  (4  —  cT)  beruht. 

Man  denke  sich  in  das  System  concentrischer  Kreise  um 
den  Nullpunkt  und  ihrer  Radien  ein  System  von  confocalen 
Ellipse  nund  Hyperbeln  mit  den  Brennpunkten  +agezeicli- 
net.  Jeder  Punkt  bewege  sich  auf  der  durch  ihn  gehenden 
Ellipse  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Complemontarhyperbcl 
der  durch  ihn  gehenden  Hyperbel  im  gleichen  Quadranten. 
Dann  bilden  die  Punkte  der  Kreise  in  der  neuen  Lage  ein 
System  confocaler  Lemniscaten,  die  Punkte  der  Radien  ein 
System  gleichseitiger  Hyperbeln,  welche  durch  die  Brenn- 
punkte der  Lemniscaten  gehen. 

Der  durch  die  Brennpunkte  gehende  Kreis  verwandelt  sich  in  die  ge- 
wöhnliche, durch  den  Nullpunkt  gehende  Lemniscate,  die  grösseren  Kreise 
geben  geschlossene  Lemniscaten,  die  kleineren  solche,  die  aus  zwei  ge- 
trennten Ovalen  bestehen.  Umgekehrt  gehen  durch  diese  Uebertraguog 
confocale  Lemniscaten  um  +  a  und  ihre  orthogonalen  Hyperbeln  in  Kreise 
und  Gerade  über. 

Bei  der  Uebertragung  des  Punktsystems  von  Hyperbel  auf  Comple- 
mentarhyperbel  geht  die  gleichseitige  Hyperbel  in  sich  selbst  über.  Dar- 
aus folgt  z.  B. : 

Schneidet  einer  der  Kreise  die  gleichseitige  Hyperbel, 
so  geht  die  entsprechende  Lemniscate  durch  dieselben  vier 
Durchschnittspunkte.  Schneidet  eine  der  Geraden  dieselbe 
Hyperbel,  so  geht  die  entsprechende  Hyperbel  der  ersteren 
durch  dieselben  zwei  Durchschnittspunkte.  Wird  eine  der 
Ellipsen  durch  einen  Kreis  von  Innen  berührt,  so  wird  sie 
auch  von  der  entsprechenden  Lemniscate  von  Innen  berührt, 
jedoch  auf  anderer  Axe. 

Jeder  Kreis,  dessen  Radius  >  1  ist  (+  1  mögen  die  Brennpunkte  sein), 
berührt  zwei  der  confocalen  Ellipsen,  die  eine  auf  der  reellen,  die  andere 
auf  der  imaginären  Axe.  Dasselbe  findet  bei  der  entsprechenden  Lemnis- 
cate statt,  nur  jedesmal  auf  der  anderen  Axe.  Ist  hingegen  der  Radius  <^  1 , 
so  berühren  die  beiden  sich  entsprechenden  Curven  eine  Hyperbel ,  resp. 
ihre  Complementarhyperbel  und  eine  der  Ellipsen.  Aehnliche  Bemerkun- 
gen lassen  sich  über  die  Geraden  und  Hyperbeln  machen.  Es  folgen  aus 
diesen  Verhältnissen  eine  ganze  Reihe  geometrischer  Sätze  über  diese  Cur- 
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um  dt»  Sjr^tom  der  confocalc^n  Lemniscnlen  und  ihrer  orthogonnka 
tl]r|>«rbrln  in  aeichneo,  (trinoere  mnii  sieb  noch  des  folgenden,  annlyliscli 
leicht  in  beweisenden  SnUrs: 

D<r  Einbeilsbrei»  wird  vnn  <t<'n  iE>n  seh  nei  d  ondeu  Lern- 
litettaD  horixoDtnl.  v.id  joder  d  er  Uy  pe  rbel  n  in  z  w  ei  Punk- 
letverlical  durclisclmi  tten. 

ilieilt  man  die  Ebi?ne  durch  concenlrisclie  Kreise  nnd  ilicc  Radien  in 
»in  l^fitrin  Shnlichec  Fliiclieiirünni(!  ein ,  so  folgen  die  Geraden  unler  glei- 
ten Wiiikdn  anreinaiider,  während  die  Radien  dcrKreitieoiuo  geomctriHuhe 
£eil><  bild»,  2.  B. 

111  ,      . 

-s'  .'■  -.■  '■  "■  "■  -— ■ 

Will  MO  die  Ebene  durch  confocale  Letnnisoaten  nnd  die  orthogonalen 
HvpriliAlli  in  ein  System  rechtwinkliger  FUchonTitanie  eintheilen,  die  mit 
WBpbBifiiiler  Kleinheit  der  Aebnlichkeil  KnBirehen,  so  folgt  bieraua,  dass 
iis  Asymptoten  der  Hyperhein  nnler  gleichen  Winkeln  Rufninaudpr  folgen, 
^liffiHfdie  Prodncle /).;),  fiir  die  Lemniscaten  folgende  Reibe  bilden: 


Di*  mssen  llnlbaxrn  der  lelzteren  bilden  demnncb  die  Reihe: 

'-/'+„V  /1+7..  Z'+i-  j/ä.  /H^.  Vi~+^',  yi+~^'..., 

Ol  int  «ich  ebne  Schwierigkeit  die  Reihe  fiir  die  kleinen  Haibasen 
tpthl 

fig.3  stellt  ein  solches  System  der  besprochenen  Curven  dar.  —  Es 
ti  noch  bemerkt ,  dass  anch  hier  die  Etkpnnkle  diagonal  Hufeinanderfnl- 
niti  ßechlecke  die  Cnnstraction  der  Tiajeclorien  ermöglicben,  die  durch 
Bhdung  e)  dargestellt  sind. 

Die  folgenden  Paragraphen  machen  noch  einige  Vernligemeiuerungen 

"liig.  E«  ergieht  sich  leicht,  dass  die  Abbildung  Z=  /l  —Vi"'  ebenfalls 

leu  Xollpunkt  in   Lemniscaten  um  J^  1  verwandelt,  nur  wird 

Hl  der  EinheiUkreis,  sondern  der  Kreis  durch  +  -  in  die  durch  den 
'■Itpankl  gehende  Lemniacate  transfurmirt.  Demnach  ist  auch  die  Abbildung 

yi+j'sf^l  — (fij*  nicht  wesentlich  von  der  oben  Icbnndellen  unler- 

'nlii. 
OisAbbildnngen  Z=l/l  — t'und  Z=i/l—x':' verwandeln  die  Kreise 

^'niniwaten  um  die  Funkle  +  A.  Die  Pncloren  k  und  l  dürfen  anch 
"pI';«  Wertlie  anncliincn.  Sie  verändern  die  geometrischen  Gebilde  nur 
"*«Bf  auf  den  Mnssstab  nnd  bringen  hüchsteaa  eine  Drehuug  dos  enl- 

^htaieo  CoarJiottens^'atems  hervor. 


i^bJ 
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Für  nnsere  Zwecke  ist  noch  folgende  Frage  von  Wichtigkeit:  In  welche 
Carven  werden  confocale  Leinniscaten  mit  den  Brennpunkten  +  l  verwan- 
delt, wo  k  eine  complexe  Zahl  ist? 

Die  Abbildung  Z  =  kj/i  —  z'  verwandelt  die  Kreise  um  den  Nullpunkt 
in  Lemniscaten  um  +  L    Unterwerfen  wir  diese  Lemniscaten  der  Trans- 

formation  Z  =  |/l  —  ^,  so  ist  das  Resultat  offenbar  dasselbe,  als  wenn  wir 
die  Kreise  direct  der  Transformation  Z  =  yi  —  {kj/l  —  z*)^  unterwerfen. 

Nun  ist  aber  der  Ausdruck  Z^sj/l  —  k*  •J^  1 ^ 2'  mit  dem  vorgehen- 

den  identisch.    Durch  diese  Transformation  werden  aber  Kreise  um  den 

Nullpunkt  in  Lemniscaten  mit  den  Brennpunkten  +  y^l  — A'   verwandelt. 
Wir  haben  also  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Durch  die  Transformation  Z  =  j/i  —  z*  verwandeln  sich 
confocale  Lemniscaten  mit  den  Bronnpunkten  +X  in  confo- 
cale Lemniscaten  mit  den  Brennpunkten  ^jrj/i  —  Jl' und  die 
gleichseitigen   Hyperbeln    durch    die  Punkte  ^k  in  solche 

durch  die  Punkte  +  /l  —  k\ 

Ist  im  speciellen  Falle  k  reell  und  <C  1,  so  liegen  auch  die  Brennpunkte 
des  zweiten  Systems  auf  der  reellen  Axe.  Ist  Jl  =  l,  so  fallen  die  Brenn- 
punkte der  zweiten  Oruppe  in  den  Nullpunkt,  sie  gehen  also  in  Kreise 
über.  Ist  Jl  =  0,  d.  h.  ist  das  erste  System  das  der  concentrischen  Kreise, 
so  geht  das  zweite  in  Lemniscaten  um  ^  I  über. 

Ist  k  reell  und  >  1 ,  so  liegen  die  Brennpunkte  ,des  zweiten  Systems 
auf  der  imaginären  Axe.  Ist  endlich  k  imaginär,  so  liegen  sie  auf  der  reel- 
len Axe  ausserhalb  der  Strecke  +  1. 

Der  oben  bewiesene  Satz  war  also  nur  ein  specieller  Fall  eines  viel 
allgemeineren  Theorems.  Dasselbe  gilt  auch  von  der  Uebertragung  des 
Punktsystems  von  Hyperbel  auf  Complementarhyperbel. 

Noch    allgemeiner    verwandelt    die   Transformation    Z  = 

a j/|  —  x*»*die  Lemniscaten  um+A  in  solche  um  +ri]/l  —  k*A*. 

Auf  die  geometrischen  Con«equenzen  dieses  interessanten  Satzes  wol- 
len wir  jetzt  nicht  näher  eingehen. 

§  4.  Die  Abbildung  Z  ==  sin  am  z  (für  %  -f ,  reell  und  <  1). 

In  derselben  Weise,  wie  die  Abbildung  Z=^sin%^  lässt  sich  auch  die 
der  elliptischen  Function  Z=sinamz  entsprechei>de  behandeln.  Hier  gel- 
ten die  Gleichungen 

..    .        /     I     ^      «  I    «.     sinamxcosamyiJamyi  +  sinamyicosamxJamx 

l)5iwam(j?+yO=2:+ Fi=  -^ 2.»  t~^   •  t : • 

—  —  1  —  irsiframxstrramyi 

Addition  und  Subtraction  geben  als  reellen  und  imaginären  Theil 
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2) 


V 


X=z 


Ji  = 


sin  am  x  cos  am  yi  A  am  yi 
1  —  X*  sv^  am  X  sm^  um  yi ' 
sin  am  yi  cos  amxJ  am  x 


1  —  X*  sin^  am  x  sin^  am  yi' 

Scblie«8lich  erhält  man  durch  Multiplication   von  sinam  {x  +yi)  und 

«01  «n  (x— yi) 

—  .    «.         sin^amx  —  sin^amyi 

*)  ^  +Y  =  -, f-n j^-T-"^- 

1  —  X  stn*  am  x sur  am  yt 
Zur  AhkQrzung  mag  gesetzt  werden 

sin  amx  =  If       sin  am  yix=:l^ 
cosamx=:mf      cosamyi=:  fi, 
Jamx  =;i,       Jamyi   =:v. 
Dann  folgen  aus  Gleichung  4)  die  Relationen 


/•= 


i-x»/»(-r*+r*)' 


Setst  man  dieae  Werthe  in  die  Gleichnngen  2)  und  3)  ein,  so  ergehen  8ich 
aeae,  die  sich  auf  folgende  Form  bringen  lassen: 

X  a'  K  k  U  V  X 


5) 


ö) 


(J.+  r«)«-(x«+  r)l±^+  P.iL^f  +  i,=o. 


x'/« 


x»/*>w*w' 


lat  nvn  x  eonstant,  also 


/ 


'=''=fw^ 


dZ 


2*)(l-x»Z«)' 


so  werden  auch  /,  m  und  n  constant.  Ebenso  entsprechen  constantem  y  con- 
stADte  Werthe  von  1,  fi,  v,  wobei  X  ebenfalls  durch  die  obere  Grenze  eines 
bestimmten  Integrals  obiger  Form  dargestellt  wird. 

Beachtet  man  die  doppelte  Periodicitftt  der  elliptischen  Function ,  so 
ergiebt  sich  demnach  folgender  Satz: 

Sfimmtlichen  Parallelen  zur  y-Axe  der  z-£bene  von  der 
Gleichung  x  =  o+,4nA^  entspricht  eine  Curve  vierten  Grades, 
deren  Gleichung  die  Form  6)  hat.  SUmmtliclien  Parallelen 
sar  x-Axe  von  der  Gleichung  y=a  +  2/iÄ''  entspricht  eine 
Cnrve,  deren  Gleichung  von  der  Form  5)  ist. 

Die  beiden  Curvensysteme  sind   orthogonal    und   gehören  wieder  zu 
den  isothermischen.    Da  X  und  T  nur  in  geraden  Potenzen  vorkommen,  so 
sind  beide  Systeme  symmetrisch  gegen  beide  Axen. 
In  Polarcoordinaten  lauten  die  Gleichungen: 


7) 


«) 


^•  +  ^'^- 


x*^  x*/*m*;i'        X* 
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Nur  in  Gleichung  7)  kann  der  Factor  von  R'cos'&  vorsch winden.    Dies 
'  .  DaungphldieGIeichuiismicriQff'-Ä'.'-h-,=0 


folglich  gilt  der  Satz: 

B ei  d er  AlibildungZ^sw ..*;(»+.  röell  iiuJ<  l)  entsp  rictit 
-&'  der^-Ebene  aiets  ein  Kreis  am 

den  Nullpunkt  der^-Ebenemit  dem  Radius  y=. 

Im  n&cbslen  Paragraphen  wild  sich  ferner  steigen,  dass  den  Patallc' 
Zn  +  1 
len  »=  + A' stets  eine  Lomniscate  mit  den  Brennpunk- 
ten +  -  entspricht,  welche  dnrch  die  Pu  nkle  +  -  ^I^T^  und 
+  --yi  +  *  geht.  (Wir  können  auch  schreihen:  durcb  die  Pnnkta 
+  ■      ■  —    und  + Y    Dies  ISest  sich  auch  direot  zeigen.    Seist  man 

nSmlioh  siiinm(+    "  „       «),  also  +    ,    ..-    wirklicli  in  Gleichnng  ßj  ein. 

BO  gebt  sie  über  iu 

(A-*  +  f  •)•  -  (.V  -  I")  ^.  +  i  =  tt. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Lemniscate. 

Für  einen  Äugenblick  werde  jener  Kreis  als  Ktnhcitskreis  betrachtet, 
.was  man  durcb  diu  Transformation  R=:  A.f^erreicbt,  Dann  nohmoo  dio 
Gleichungen  7)  und  8),  wenn  man  sie  noch  mit  ^  mulliplicirt,  folgende 
Geülall  an : 


.)         ■«■+'4#^- 


noch  mit  — 

mulli 

,  =  0 

Uhäe  Ghicimngca  aJnd  reciprok.    Für   unsere  CurvenaystCuie   crgiebt  sii 
«/*o  der  Suis: 


i 
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Dor  Ktiaanrliiilb  jenes  Kti 
nscbaaren  lifsat  sich  duri^ 
oker  RatliivectnroBBU^de 

Hiorau«  fglgt  bcilSufig  für 


)  liegende  Tlioil  beidi 

ranst'ormalion  mitti:!. 
nerÜRlb  liegenden  orz 
.  zwei  Ovalen   bestellende  L«i 


ngo 


a  Kreis  u 


a  Nullpunkt  iijt,  der  sie  i'Qcht- 
i  gewisse  äymmelrie  laner- 


catr,  dass  Bie  r^ciprok  gegi 
«inklig  schDeidel. 

Uer  gennnoleu  Keci[irocit)it  enUpricIit  eiii' 
bajti  des  lechtwinkligen  IVrindRnpnrHHologrAin 

ITnlersacbl  man  din  Specinirillle  x  ^  +  i:,  x  = +  iJ^,  y  =  0,  !/=±A", 
d  li.  itlsD  J  =  +  \,  1  =  0,  i  =  0,  l  =  tx,  so  eikennt  mna ,  dnss  fui  diese 
VVpilbft  di>'  Curveii  in  Geiade  übergeben,  und  zwar  entBpricht  sämmtliciif^n 
Liot«*»  jf=+^2nK'  der  Weg  von  —1  iincb  +  I,  hin  und  aurück  unendlicb 
«ft  ilyrehUufen;  sämmtlicbon  Linien  a:  =  {I  +  4n)i^  die  Strecke  der  reelleu 

Axe*-on+ln«cb+  '  ,  den  Parallelen  a^=—(\±4nff)  oder  3:=(3  + 4h  AT) 
£t>  Strecke  Kwistlien  -  1  und  -  -,  allen  Parallelen  K  =  ±  (2n  +  1)  A'  der 
W»5  »ou  H längs    der   reellen  Axe   uncli  oo   ond   von  —  oo  nach 

Mbl>fs»licli  allen  Parallelen  a;  =  +  4»  A*  die  ganze  T-Axe. 

Beobachtel  man  bei  die«eu  Wanderungen,  welche  Flüchetirüume  man 

tmt  Liuk<>ii,  welche  man  zur  Kochten  hat,  so  ergiebt  sich  zunUchst,  dasa 

jl^iK^  racbiwinklige  PpiiodeDparallelogranim  der  i-Ebene  auf  eiue  ttnppolt 

■n  deukende  Kbene  abgebildet  nird,  das  halbe  Periodeapnrullelograuiiu  auf 

'      die  rinfai-be  Kbeiie,  der  vierte  Tbeil  denselben  auf  das  Innere  oder  Aeussere 


»tnes  -Kreises  mit  Kadiu 


I 


'obei  jet 


.1  +  1, 


L 


,sp.  +  - 


nnd  V 


,  resp. nach  der  Peripherie  desselben  Schnitte  zu  denken  sind.* 

Im  Riemaon'schen  Siane  wird  man  schliesslich  zu  folgender  Vor- 
■ti^lluiig  genöthigt:  Es  Hegen  in  der  Z-Ebene  doppelt  unendlich  viele 
BlAttr-T  libereinander,  deren  jedes  aus  awei  Schichten  besteht.  Die  Schuillc 

legi  ronti  am  beqneinsten  in  die  reelle  Äse,  z.  B.  einen  von nach  —  1, 

dm  xnellen  ?aa  -|-  1  nach  -\-  — ,  einen  dritten  endlich  von  -J —  über  cc  nach 
—  — .    N«r  die  Strecke  von  +  I  nach  —  I  bleibt  ohne  Schnitt.  Jedem  dieser 


•  Hierauf   Icrnhl  im  W««ciitlich. 
I  Abbn^Bnr  <!•■  I»>t#rii  eines  Kreise»  a»i 
L  KanilB  «Im  Cielle'si'lifn  Jonraals; 
r  nath  BiSlhi|{,  dilicli  Traae  forma  lim 


■1.  nhh 


ie  von  Herrn  Prof.  Sehwara  gegeheiia 

r  ein  BeL-hiech.   Vergl.  dcasea  Ablixndtuiig  im 

.,Ueber  einige  Alibililungiiaufgabon".    En  ist 

iiprokor  RadU  vertott»  4\o  \\».\Vi- 


e/nfeMi'hiiiUoiiea  Kreises  tu.  icrwanÄcW 
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Scbuitte  pntspviclit  eiae  besonilare  Art  vod  Durchkreaznogen.    Man  kann 

K.  B.  folgende  Anordnung  treffen:    Läng«  des  Scbnitles  von  +  i  unclt  +- 

dnrchkrenzen  sich  stets  die  obere  und    untere  Scbii;lit  desselben  Blatles. 

Ueberacbreitong   des   Scbnittes   von  —1  nach führt  aus   der   untern 

Schicht  eines  Bialtes  in  die  obere  ScbicLt  eines  benachbarten  Blattes,  oder 

umgekehrt.  LSngs  des  Schnittes  von  —  flber  oc  nach hängt  die  untere 

Schicht  jedes  Blattes  mit  der  untern  Schicht  eines  benacbbartcu,  die  ober« 
Schicht  jedes  Blnttea  mit  der  oberen  eines  hcnachbiirten  Eu:>aininpn.  Ea 
wSre  wohl  möglich,  diese  comidicirte  A^l  der  gegenseitigen  Durcbkrcaiung 
durch  ein  M»dell  darzustellen.  Fig.  4  und  ä  stellen  das  gegenseitige  klnt- 
sprechen  heider Eb(?neu  dar.  Die  gleichitamigeu  Fiäclienräunie  der  :  'Ebene 
falten  üflmmllich  auf  einen  entsprechenden  Itauat  derZ-Ehene.  Das  halbe 
Periodenpnrallelogramiu  mit  den  Ecken  Ä'i'iÄ^'  und  — Ä'+^iA"  ist  ba- 
BOnders  hervorgehoben.* 

Die Conformitüt  der  Abbildung  Z=sinami  hiirl,  abgesehen  vom  nneud- 

lichen  Punkte,  noch  auf  in  den  Funkten  +  1  nnd  +  — .    Durt  entspricht 

jedem  rechten  Winkel  der  :- Ebene  ein  gestreckter  in  der  2 -Ebene,  jedem 
geslrecklen  der  ersteren  ein  voller  Winkel  iu  der  andom.  Alle  Linien, 
welche  durch  die  entsprechenden  Funkte  der  s-Ebene  gehen,  werden  dem- 
nach in  solche  verwandelt ,   die  in  +^  I  und  +^  —  Kückkehrpunkle  haben. 

Bekanntlich  beruht  dies  darauf,  dass  für  diese  Funkte  der  DitTt-rt^nti-ilquo- 
licnl  von  sin  am  z  verschwindet.  Nacli  Siebeck  sind  solche  Funkte  Brenn- 
punkte für  die  betreffenden  Curvenschaaren. 

Will  man  die  Ebene  durch  beide  Cui  vensysleme  in  rechtwinklige  FU- 
chenrSnme  eintheilen,  die  mit  Kunehmendcr  Kleinheit  der  Aeholichkeit  au- 
-  streben,  und  sind  die  nölhigen  Klemenie  für  ein  „Rechteck"  gegeben,  so 
lassen  sich  die  übrigen  mit  Hilfe  des  AdditioQstheorems  cnnsituiren.  Kol- 
gen z,  B,  die  Parallelen  zur  imagiuHn-u  Axe  der  :- Ebene  folgend erniassoa  ■ 
aufeinander: 

so  schneiden  die  cotsiirechendeu  Curveu  der  Z-Ebena  die  reelle  Axe  inJ 
folgenden  Punkten: 

'liinama  roiammtama 

A  ='0,  x  =  iimamti,  x  =  aiiiuJn'lii^ —  -.  -  , . 

l  —  X*  stn'  am  a 

Tabellen  lassen  sieb  hIüo  ubno  Schwierigkeit  darslelleo. 

'  Dax  gnmc  Ciirvcn«; atoiii  ist  rtargcHlplIl  in  dtr  citirleii  SUbeok 
JiaadJuag  im  57-  UamU  des  Crellc^echen  Journals. 
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Die  Eckpookte  der  diagonal  anfeinander  folgenden  Rechtecke  bestim- 
men wieder  das  System  der  Trajectorien.  Nur  zwei  Gruppen  derselben 
sind  von  besonderem  Interesse  und  führen  auf  verhfiltnissmässig  einfache 
Gleichnogen ,  die  Curvenschaaren  nftmlich,  welche  den  Parallelen  zu  den 
Diagonalen  des  rechtwinkligen  Periodenparallclogramms  entsprechen.  Diese 
sehneiden  die  Axen  unter  Winkeln,  welche  sich  durch  die  Gleichung 

bestimmen.    Jede  dieser  Curven   umschliesst  entweder  die    Brennpunkte 

+  1  ond ,  oder  —  1  und  A und  kehrt  dann  in  sich   selbst  zurück. 

Ans  jener  Gleichung  folgt  nun 

co8q>  +  tsw(p=i 


Mnltiplication  des  Arguments  mit  {cos(p  +  tmg>)  bringt  aber  eine  Dreh- 
ung des  Coordinatensystems  um  den  Winkel  jj^  g>  hervor.  Man  findet  also 
die  Gleichung  jener  Trajectorien,  wenn  man  folgende  Frage  untersucht : 

Welche  Curven  entsprechen  den  Parallelen  zur  reellen 
Axe  bei  den  Abbildungen 

11)  Ä'+  Yi  =  smam[{x  +  yi)  — -^^^^1? 

Die  Schwierigkeit  dieses  noch  nicht  behandelten  Problems  beruht 
daraaf )  dass  die  in  S  1  angedeuteten  Vereinfachungen  hier  nicht  stattfinden. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Untersuchung  in  dem  Falle,  wo  lK^=^K' 
iat.     Dann  ist  9= +.45^  und  Gleichung  11)  geht  fiber  in 

12)  -V+  Fi^sinam  [{x  +  yi)  (l  +  i)/?], 

wo  jedoch  der  Modul  x  dem  Periodenverhältniss  — 7>=  1  gemäss  zu  bestim- 

men  ist. 

Einer  der  hierher  gehörigen  Specialfalle  ist  durch  eine  kurze  Anmer- 
konc^  am  Schluss  der  Joch  man  naschen  Abhandlung  im  14.  Jahrgange 
dieser  Zeitschrift  erledigt« 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  die  Behandlung  der  Abbildungen  11)  und 
12)  auf  interessante  Resultate  führt,  die  sich  auf  die  Obcriiächc  der  Kugel 
und  des  dreiaxigen  Ellipsoids  beziehen.  Ka  ergiebt  bich  z.  B.,  dass  die 
Oberfläche  des  Ellipsoids  durch  zwei  Systeme  in  «ich  selbst  zurücklaufen- 
der Curven,  welche  die  Krümmungslinien  unter  constantem,  naher  zu  be- 
stimmendem Winkel  schneiden,  in  ein  System  schiefwinkliger  Flächcnriiume 
eingetheilt  werden  kann ,  die  mit  zunehmender  Kleinheit  der  Aehnlichkeit 
xnstreben.  Fär  die  Kuge)  gehen  hckäuniWch  dfc  Kt\immuwv^h\\w\<iw\\!k'L^^\ 
Systeme  eoDfoesJer  BpbHrischer  AV^cIscIinitte  Über.    TViiiWew  \\u  ^^^^x^W^^ 
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fnlle  die  Brcimptinkte  derselben  den  diircli  sie  gebenden  gruNitea  Kreiain 
vier  gleiclio  Tbcile,  so  ist  iltis  System  von  Trnjectnrien  daüjenig«,  wpIcIim 
die  spbfirisclieii  Kegelscbnitte  unter  dem  Winkel  +  45'  achneidet.  Die 
vie.r  durch  die  UrenDpankte  gebenden  Gurren  laben  dorl  Rückkebrpnnkl« 
und  bilden  snsaniDien  awei  grüsste  Kreise.  Projicirt  man  dieses  Spätem 
Gtereograpbiscb  von  einem  Pole  des  Kreises  aas,  >\n(  dem  die  Srenn|iuakt« 
liegen,  auf  eine  Ebene,  so  erhült  man,  wir,  ans  der  Scblussanmerkang  der 
JociimnnD'scben  Aljhandhing  gefolgert  werden  knnn ,  eine  Grnppe  d«r 
durch  Z=  rosami  (mit  einem  bestimmten  Hodnl}  dargcslelUen  Curveo. 

Man  vergleiche  an  dieser  Stelle  den  ScbtusRpBiHgiHpben  meiner  oben 
citirten  Ahbandlnng  über  die  logarithmiEcbe  Abbildung,  welcher  6pe«i«ll«r 
auf  den  Zusammenhang  der  besprochenen  Curvenschaaren  mit  den  KrQm- 
mungalinieii  des  ßllipsoids  und  den  Bphäiigchen  Kegelschnitten  hioweisl. 

Beiläufig  ergiebt  sich  aus  einer  oben  gemachten  Anmerkung,  daax  eine 
bestimmte  stereo^rnphiücheProjection  desjenigen  sphärischen  Kegelschnitts, 
welcher  die  Halbkugel  in  zwei  correspoudirende  Pläcbenrfiume  einiheilC, 
auf  eine  aus  zwei  Ovalen  bestehende  Lemniscate  fährt. 

Die  Betracblungen  des  folgenden  Paragraphen  machen  es  nothig 
einen  Augenblick  auf  die   Siebeck'sche  Abhandlung  im  57.  Bande   di 
Crelle'schen  Journals  Bezng  zu   nehmen.    Dort  werden    die  Gleichoi 


unserer  Carvenschaaren 
+  l  dargeetelU,  und  zw 
derjenigen    Eiberein,    wek-ho    in  S 
2  =  yV^  ;'  angewendet  wurde. 

/»sei  ein  Pnnkt  Z  der  Z-Ebi 
Urcniipiinkte  +  1 


illiptischen  Ceordinatcn  mit  den  Brcnopunkloj 
«timmt  die  Enlwickelung  im  U'cst-ntti' 
in  S  3   für   die  Untersuchung  der  Abbiidui 


P,  der  conjugirlo  Punkt,  /  u 
n  gellen,  folgende  Gleichungen: 

jr={x+  yi)-i,   j,p^{x+  ri)+\. 
j,p=[.Y—  ro  — I,  /,/',=  (.V— ro+i. 

Das  Product  zweier  conjugirter  Zahlen  ist  bekanntlich  das  Quadrat 
li res  absoluten  Betrags.  Der  absolute  Belrng  von  y/'uud  J P,  werde  mit 
I,  der  von  J,  P  und  /,  P,  mit  p,  bezeichnet.  Dann  finden  für  die  Tr*nsfor- 
malion  X+  Vi^ninam  (x+yi)  folgende  Gleichungen  statt: 

[$in  nmx  J  am  !/i+cn3  HOtf/if 

{sin  arnjcjam  yi—  cos  am  y t')*, 


=  [.  +  ,, 


'»(■«+rt]D+" 


,»(a- 


SetBt  m&a  jetzt  JP+J,P  = 


Jl' 


-J,P=D, 


mxdm 


EliminittioQ  v 


—  A  swamxsin'amyi 

n  SD  fuhrt  auf  die  Gleichung 

cot^amyi  *'* 


—  k' sin' am  X  sin' am  i/i 
ergiebt  sich 
2  cos  am  yi 
f/i^%*  »i«f  amxtii^amfp 
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•s^-^N*^    '.-.^ 


oder 

1 3  ♦)  cos*  CO  am  (y  x')  S*  +  cos^  am  (y  x')  />'  =  4 . 

Durch  Elimination  von  yi  hingegen  findet  man 

S*  [)^%^cos^amx 

14)  -^ ., =  4. 

cos'coamx  x' 

■ 

Die  Brennponkte  +  —  sind  gleichberechtigt  mit  +_  1.    Wir  wollen  die 

X 

Gleicbangen  derselben  Curven  in  elliptischen  Coordinatcn  mit  den  Brenn- 

1 
pookten  + —  darstellen.    Der  entsprechende  Gang  ist  bei  analoger  ße- 

leichnmig  folgender: 

p*  ==  I <Sfham  (o;  -]-  y  t)  I .  I siti am (x  —  yi) 

(^  am  yi  —  x  sin  am  x  cos  am  y  t)* 
x*  ( l  —  X*  51«*  am  X  sin^  am  y  i)      ' 

Pj*  =    — |-  sin  am  (a:  +  y  f ;  I .    — |-  sin  am{x  —  y  i) 

{Jamyi'-\'%  sin  am  x  cos  am  y  i)* 

X*  (1  —  X*  sin*  am  x  sin*  am  y  i) 
folglich  ^ 
2Jamyi                             _^         2sinamx  cosamyi 


%  j/(l  —  x*  »in* am  x  sin*  am  y  i)  ^( I  —  x*  sin*  am  x  sin*  amyi) 

Elimination  von  x  führt  anf  die  Gleichung 

x,S* 

I6>  --z ,  —  x'  D*  Ion*  am  yi  =  4 

'  /famyt  •^ 

oder  • 

15*)  X*  S*  sin*  CO  am  (y  x')  +  k*  D*  sin*  am  {y  x')  =  4. 

Elimination  von  yi  führt  auf 

9i*S^J*amx  x*D*       _ 

'  %*  %*lan^amx 

Betrachtet  man  die  Strecken  —  als  Einheit,  so  verändern  sich  diese 

X 

Gleiebnngen  nnr  insofern ,  als  der  Factor  x*  einfach  wegfällt. 

Die  durch  Gleichung  13),  13*.),  15),  15*)  dargestellten  Curven  entspre- 
chen den  Parallelen  zur  or-Axe,  die  durch  14)  und  16)  dargestellten  den 
Parallelen  zur  y-Axe. 

§  5.    Znsammeiüiang  der  Abbildungen  Z^  sinamzy  Z^cosamz, 

Z=  Jamz. 

Die  Abbildungen  Z=cosamz  und  Z  =  Jamz  lassen  sicji  ebenso  be- 
bandeln, wie  Z^.sinamZ.    Sowohl  die  Anwendung;  des  Adi\\l\oT\Ä\\\^o\^\cv^^ 
mh  mach  fler  Siebeck'achfi   Wog  fiihroix  zum  Zio\e.    Ei\\\?ÄeW.v  ^.\t^\A\^\\ 
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wir  dasselbe,  indein  wir  die  oben  gefnndpDPn  Hesnltnte  mit  den  Abbilda 
gen  Z=  y  l  —  :'  tind  Z=  y'[  —  x';*  combinii 

Man  würde  z.  B,  die  GlcicLiingpn  der  Curven,  welche  bei  der  Abb 
Jung  Z^cotam:  den  Parallelen  zu  beiden  Axeu  enlsprecbeo,  in  leron 
catiscbeu  Coordinnlen  soFoit  erhallen,  wenn  man  in  den  Gleichungen  i)  u 
8)  des  S4  p./i,  an  Stelle  von  /C.  nnd  (^i+y,)  au  Stelle  von  29  seUte. 

Ebenso  leicht  ergeben  sie  sich,  wenn  man  in  den  Oleiebimgon  13)  n 
U)  von  S4  4  — fl'  an  Sielle  von  ß' aettt. 

Geonielrisch  lasaen  sie  sich  ans  den  sfnnm-Curven  conslrairen  dm 
Uebetlragung  iles  Pnuktsystems  von  Uyperljel  anf  ComplenienlarliypeTl 
tiuter  Zugrundelegung  des  Systems  confocaler  Kcgelschnitle  nm  +  1. 

Die  Brennpnnkte  der /-oinm  •  Curven  sind  +1  und  ^  —  i,  denn  für  < 

entaprecbenden  Wertbe  des  Argamenla  verschwindet  der  DtiTerenliiiltji 

tient  von  rosamz. 

Der  Kreis  mit  lladins  — r,  der  bei  ilen  sumui -Ciirven  anlirat,  verw« 

delt  sicli  in  die  Lemniscate  p  p,^  -  mit  den  Brennpunkten  +  1 ,  <lie  L»i 

uiscnle  niil  den  Urennpnnkten  +  -  verwandelt  sieb  nach  den  Reanluion  i 

$3  in   eine  Lemniscate   mtt  den  Brennpnnklen   +>-,   welche  ilnrch   i 

Punkte  +J/y^^-  """^  +'/^737  g«'i'-  ' 

Es  gilt  demnach  folgender  Säle: 
Bei  der  Abbildung  Z  =  cogam:  entspricht  stets  deo  I.inii 

y  =  — ; k"    eine    TjCmDiscato    mit    den    Brennponkten     H^; 

welche  dnreh  die  Punkte  ±j/^-^  und  ±ij/l^  geht;  d( 

•'"'»"      ■^— '•'      »i""      r.nmnio,.alo        -,  I  .      .1  =  ^       ■>  T  S  D  Q  p  H  U  fc  t  O 


welch 


> 'durch   die    Punkte    ±j/-^    nnd     +ij/-^,  ' 


geht. 

Durch  VertaDscbung  von  Z>'  mit  4—D'  geht  Gleichung  H)  des  S*  nach 
einigen  Umformungen  über  in 
S" 
1)  sin^omx ''"  sm*coimx  =  4. 

Venrandelt  man    das  Argnmcnt  x   in  M^/f  — x,  so  geht  die  GUicImi 
über  in 


\ 
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'  strrcoamu 

mad  dies  ist  die  Form,  in  welcher  sie  Sieb  eck  nach  seiner  Methode  findet. 
Durch  dieselbe  Operation  geht  Gleichung  13)  des  S  4  über  in 

2)  — ; h  S*x*  sin*  co  amyi  =  4, 

sinramyi 

Verwandelt  man  hier  das  Argument  yi  in  v  =  ^i  + A*,  so  entsteht  die 
GleicboDg 

vaa  ebenfalls  mit  dem  Siebeck *schen  Resultate  tibereinstimmt.  Ebenso 
wfirde  man  Ton  Gleichung  18*)  gelangen  auf 

vo  die  Vertaaschoog  des  Arguments  y  mit  y  +  iIC  auf  Gleichung  2*)  zu- 
rfiekftthren  würde. 

Die  Verschiebung  des  Coordinatensjstems  um  +,A^  ist  hier  überhaupt 
eft  von  Vortheilf  da  co8am{+_K)  =  0  ist  und  demnach  durch  jene  Verände- 
rug  ein  günstigeres  Entsprechen  beider  Ebenen  herbeigeführt  wird. 

Aach  bei  dieser  Abbildung  handelt  es  sich  um  doppelt  unendlich  viele 
BlAtter,  deren  jedes  aus  zwei  Schichten  besteht.  Schnitte  und  Durchkrcu- 
siingen  lassen  sich  in  ähnlicher  Weise,  wie  oben,  feststellen. 

Anf  die  Abbildung  Z=:Jamz  gelangen   wir,  wenn    wir  die   Ebene 

Z^=^sinamz  der  Transformation  Z  =  j/l  — x*z'  unterwerfen.     Z  =  xz  ver- 

1 
wandelt  zunächst  die  Strecke  —  in  die  Einheit.    Dadurch  gehen  die  Gleich- 

X  " 

nngen  15),  15*)  und  16)  des  $4  über  in  folgende: 

^  ^.      . 

4)  -;i ,—  D*tanramyi=z4 

'  /ramyt 

oder 

4*)  S*sm*coam{y%)  +  D^$in*am{yH)  =  A, 

^  x'  K  iarramx 

Seist  man  4—/)*  an  Stelle  von  />*,  so  geht  Gleichung  4*),  resp.  5) 
über  in 

ft)  -5 j—r.  —  D*  tan*  am  (y  x )  =  4 , 

7)  S*«m* amX'\'  L^ sin* coamx=i  4, 

Gleichung  6)  entspricht  den  Parallelen  zur  o?- Axe,  Gleichung  7)  den 
Parallelen  zur  y-Axe.    Durch  die  Transformation  Z=Ki  war  zunächst  der 

Kreis  mit  Badias  -7z  in  einen  andern  mit  Radius  l/x  verwandelt.   Derselbe 

V^  

geht  dnrch  die  Transformation  Z=/i'-J^'  in  eine  Lemmscal^  ppv  — '«i>\i^- 
M^^n  Mof  die  Brennpankte  + 1,  über.   Folglich : 
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Bei   der  Abbildung   Z=iJamz   entspricht   den  Parallelen 
zur  a:-Axe  von  der  Gleichung  y  =  +. K'  stets  eine  Lern- 

niscate  mit  den  Brennpunkten  +1,  welche  durch  die  Punkte 

+  /l  +  x  und   +/l  — X  geht. 

üier  ist  x  <C  i  i  folglich  besteht  die  Lemniscate  aus  zwei  getrennten 

Ovalen. 

Es  muss  noch  folgender  bereits  angewendeter  Satz  bewiesen  werden: 
Bei    der   Abbildung   Z=^amz   entspricht   den  Parallelen 

zur    y-Axe    von    der   Form    a:=  +  — ^ iC    ein   Kreis    um.  den 

Nullpuukt  mit  dem  Radius  R  =  j/^\ 

Um  den  Beweis  zu  liefern ,  eutwickelu  wir  die  Gleichungen  der  Aam- 
Curven  mit  Hilfe  des  Additionstheorems  in  gewöhnlichen  Coordinaten. 

Aus  

^  am  .r  ^/  am  yilil  n^  sin  am  x  cos  am  x  sin  am  y  i  cos  am  y  i 

8)  Jam{x  -r  yi)= ^    .  ^ . . 

'  —  1 — X  suramx  svramyt 

folgt  durch  Addition  und  Subtraction 

/iamx  ^amyi 

1  —  X*  6iw'  am  X  siu^  am  \i  i  * 

1  —  X*  5f>i*  (im  a;  5m*  «m  y  i  ' 

und  durch  Multiplicatiou  von  z/aw  (.r +  yi)  und  Jam{x  —  yi)  ergiebt  sich 

zJ^  am  JC  -  X*  cos^  am  x  sin^  am  m  i       z/' a?n  t/ 1  -  x*  co.v' am  y  i  sin* am  x 

]0)   A'*4-  Y^  --  ,  -----   — ^ -- , 

l  —  X"  -v/V  f/m  j*  .s//<*  am  yi  1  —  x*  sin* am  x  sin* am y  i 

Führt  man  wieder  die  Bezeichnungen  des  Jj  4  ein,  so  folgt  aus  der  letz- 
ten Gleichung 

^  X*  (m*  -/?*/*)'  X*  ((LI*  -  Ä^  A*)' 

Setzt  man  diese  Wcrtho  in  die  Gleichung  9)  ein,  so  ergeben  »ich  nach 
einigen  Umformungen  folgende  Relationen: 

,2)     B^-1^  ^-'t'^P''- + Ä'  «^««'^  ^^\r  f  ?' + «'• = 0, 

.3)  Ä.  -  ^'  :?^l+4l!'  +  n^  cos'  0  L"!;-/_f )_•  +  »'.  ^  0. 

^  ^m*  l*m*n^ 

Der  Factor  von  R*cos*d^  kann  nur  in  Gleichung  13)  verschwinden,  und 

zwar  ffpschieht  dies  für  /*=  —     >.     Nun  ist  aber 

1  +  '^ 

stn  am\  -h  (2;?  H-  1)  —  I  =    /  —  — , » 


o 


[+(-.+.)f]=pi^. 

unJ  für  dieson  Wortli  geht  die  Gleichung  über  in 
J4j  R*  =  x. 
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^^^^  ^  '•./•^-^  .^.•■.^v^yx"*^*^'^»-''*-^^^-''*-*^*^-^  *'*|'^^*-*^-'^■~-*^-^•-y•<r••-,,*^.,•*.•> 


K 

Allen  Parallelen  a:  =  (2n  -f-  U~~  entspricht  also,  wie  behauptet  wurde, 
ein  Kreis  mit  Radius  ^x*  Führt  man  in  den  Gleichungen  12)  und  13)  die 
Transformation  £=3^-==  ein,   wodurch  dieser  Kreis   in   den  Einheitskreis 

▼erwandelt  wird,  so  erkennt  man,  dass  die  z/am-Curven  reciprok  gegen 
denselben  sind.  (Mit  geringen  Veränderungen  der  Bezeichnung  könnte 
Fi^.5  das  System  der  <^faiit- Curven  veranschaulichen.) 

Ans  den  Gleichungen  zwischen  sinamz,-  cosamz  und  Jamz  ergeben 
sich  nnn  folgende  geometrische  Beziehungen  zwischen  den  einzelnen  Cur- 
rensjjtemen : 

Legt  man  die  confocalen  Kegelschnitte  mit  den  Brenn- 
punkten Hh  1  zu  Grunde,  so  verwandelt  die  Uebertragung 
des  Punktsystems  vonHjperbel  auf  Complementarhyperbel, 
wenn*  wir  von  Vergrösserungs Verhältnissen  absehen,  die 
fniaiR  -  Gurren  in  die  co^am  -  Curven,  die  co^am-Gurven  in  die 
jinaift-Cnrven,  die  zfam-Gurven  im  Wesentlichen  in  die  sin  am - 

Cnrven.      Das  Kegelschnittsystem   um    +~  führt  die   sinam- 


% 


Cnrven  in  die  ^am-Curveu,  das  Kegels  chuittsystem  um  +>  — 

X 

die  co^am  -  Gurven  '  in  die  z/am-Gurven  über.  Legt  man 
schliesslich  die  Brennpunkte  +.x'  zu  Grunde,  so  verwan- 
delt die  genannte  Operation  .die  z/am-Curven  in  die  cosam- 
Corven. 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  einige  Speciaffälle  ins  Auge  zu  fassen. 

Ist  zunächst  der  Modul  x  =  0,  so  gehen  w^tViam^  und  cosamz  in  sinz 
und  cosz  über.    Dieser  Fall  ist  in  SS  2  und  3  erledigt. 

Ist  hingegen  x  =  l,  so  fällt  zunächst  cosamz  mit  Jamz  zusammen, 
w&hrend  x'  verschwindet.  Zwei  der  Brennpunkte  fallen  also  im  Nullpunkte 
snaammen.    Für  diesen  Fall  verwandelt  sich 

Z 


C  dz 


7}) 
Ö 
in 


z  = 


-T^^   _.,    1  +  2 


ü 

Z  =  tin  am  z  geht  also  Über  in 

e^»— l_e«  — ^-» 
e2»  +~i ""  e»+7 


Z  =  -= — -  -  =  — =  —  xiamx. 


während  cosamz  und  Jamz  in  ,  übererehen. 

co^zi  ^ 


cIcUe  icli  I 
e    unipr  d«r 


Ain'Eude  des  eben  goniunten  Aufsati 
litngpTto  IlcitntioQsellipKoide  gosclielipu,  es 
Card iiial fläche  uls  bereits  bekann 
Zurall  EU  nennen  war,   weon  man  zur  KUgeliörigen  Nlveauflächo  eine  4 
bekanntebten  Flächen  crbielt.    Hier  soll  der  iimgebeliitc  iinil  jedenralls  el 
ejirocliendere  Gang  ringoschlngen  werden,  daas  die  goomptrische  Beschl 
fenhcit  einer  xai  goBnclitea  Cardinalfläcbe  geliürigen  NireanflHclie  allei 
alx  bekannt  angenomnicn  wird  nnd  dass  aos  ihr  die  CardiuAläÜcbe  ermitU 
und   Jnnn  die  Kntwiekclung  der  reziproken  EntfernuDg  zweier  I'aiiklf) 
den  Coordinaten  aßy  hergeslellt  wird.    Es  wird  sitb  im  Verinnfe  der  f( 
gendon  Kechuiing  Bfigen,  dass  gerade  bei  ellipaoidiscben  NiveauflSchen  d 
Voraussetzungen  (14,  Ü  0  und  die  am  Ende  von  §2  der  oben  ciiirten  Ah- 
bandlung)   erfüllt  sind,   die  in  der  oben  genannten  Abhaoitlung  gemacht 
werden    mQBBlen,    um    eine  Ueibe  wichtiger  Eigenschaften  der  Eutwick«- 
lungscopfficienten  /'„  za  ermitteln,    üadnrcb,  dass  die  CsrdinalBftcbe  dieser 
Körper  ermittelt  wird,  iat  xugipich  ein,  wenn  aucb  sebr  kleiner  Thoil  (und 
noch  dazu  in  überwiegend  verneinender  Wei.ie)  derjenigen  Aufgabe  weiter 
genibn,  die  mir  »na  den  beiden  Abhandlungen  (Bd.  XIII  S.  Ul  — 147  vai 
Bd.  XIV  d.  gw— «Wj  übrig  gcbUetco  wU 
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&.    coofocale  Kegelscbuitte  mit  den  Brennpunkten  +  1  in  confocalo 

Kegelschnitte  mit  denselben  Brennpunkten; 
ft.  Kreise  durch  die  Punkte  +1  und  die  orthogonale  Krcisschaar  in 

die  reciproken    Curven    der    confocalen   Kegelschnitte    mit    den 

Brennpunkten  .4;;.  1 ; 

7.  die  sinam   Curven  in  die  cosam-  Curven  und  umgekehrt; 

8.  die  Trajectorien  jedes  dieser  Systeme  in  die  Trajectorien  des  ent- 
sprechenden Systems. 

9.  Die   Transformation    Z=-a}/\  —  x*2*    ist   nicht   wesentlich    von 

2=^1  —  2^  unterschieden.  Es  kommen  nur  Veränderungen  des 
Massstabes  der  Figuren  und  Drehungen  der  Coordinatensysteme 
ZOT  Geltung.  Man  kann  auch  diese  Abbildung  geometrisch  durch 
Uebertragung  des  Punktsystems  von  Hyperbel  auf  Complementar- 
hyperbel  deuten,  jedoch  muss  in  den  entsprechenden  Fällen  ein 
Kegelschnittsystem  mit  anderen  Brennpunkten  gewählt  werden. 
Specielle  Fälle  dieser  Transformation  verwandeln 

10.  die  5t/iam- Curven  in  die  z/am* Curven  und  umgekehrt; 

11.  die  C05ffm- Curven  in  die  i^am-Curven  und  umgekehrt. 

12.  Zu  den  ^t/i am- Curven  gehört  stets  ein  Kreis  und  eine  Lemniscate, 
ebenso  zu  den  ^Sam-  Curven,  während  zwei  von  den  co^am  Cur- 
ven stets  Lemniscaten  sind. 


Vergleicht  man  die  gewonnenen  Resultate  unter  einander ,  und  zieht 

A    namentlich  die  in  $  4  angedeuteten  räumlichen  Verhältnisse  in  Be- 

eht,  so  wird  man  erkennen,  dass  der  Gegenstand  kein.eswegs  erschöpft 

ond  dass  namentlich  die  Geometrie  in  diesem  Felde  noch  eine  reiche 

sbeate  zu  erwarten  hat. 


Beitrug  zur  Mpcljanik  rllipsoidiBclirr  Korpnr. 


Mit  Hilfß  lies  prsten  Systeina  II)  entsteht  weiter  aiw  I) 

(l'-8')(l'-|.')(f-f')_        X' jj ^ 

'  A' H'-l-)  (l'-p")  i-      i'-C     1"— p"' 

DifTerontürt  man  diese  Gleiclittn>;  uacli  i'  und  Gstit  nkdau 


naett  il'^^t»',  f»',  v'.  BD  entsteht 


MI) 


'■)  (!■■- 


=(5)'+(.-^.)'+C-e-J. 


Differenlürt  man  ferner  die  ersten  Gleichungen  doe  Syelevas  II)  logt 
iniHch  [lartioll  nacli  q*.  ft*  und  ■>*,  so  entsteht 

0  p'  p'     '  ?  fl'  (*'  3  v' 


gp*      «  e"— />'■    i*n'      "^>*-f(''    3v'      '>•— v** 
Wir  setzen  die  Siiramc  der  Quadrate  der  Weillie  einer  jodon  dtMi 
Colonnen  der  Reilie  nacli  glcidi  N,,  N,  und  N,,  sn  i\»ss  wir  erlialtPn 

^-(■ff.)'+G^.)'+(li.)'=i-!(F.)'+(.b)"+C--,-)'i. 

Mit  Bilfe  des  Systems  Ilt)  crlinlti^n  wir  hieraus 
(p'-f.*)(p'-v') 


Bezeichne 
bekanntlich 


■  f.'O.'-OCp'-n  ' 
U^^v')(f.'-v') 
v'(/'-v')(p'-v')- 
r  das  OberHScben^lement  des  ElHpsnids  mit  dt,  so  ist 


oder 


da  =  y]Vt}/N,  dn'dv' 


de  =  l  (ft*— v' 


y^- 


(g'— ft')(e'— "') 


.rf^Mv*. 


-'')(P*-f*)v'C/*-v')(p'-v') 
Denken  wir  uns  das  Ellipsoid  isolirt  und  mit  ElektricitSt  geUd<»ti , 
/>/  dia  Dichtheit  (>'  der  ElektricU&t  auf  dxesQro  0\iM&4t\\*^^«\*iii<so.\  d« 
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9  = 


/&~<^MAf 


wenn  k  eiuen  Factor  bezeichoet,  der  äich  nicht  ändert,  so  lange  man  nur 
Punkte  x^  y^  z  in  Betracht  zieht,  die  auf  dem  gegebenen  Ellipsoid  selbst 
^legen  sind. 

Vermittelst  der  ersten  Gleichungen  der  Systeme  IV)  und  V)  geht  der 
Werth  von  q  über  in 

2*)  «.•=-4==AK'cT?^->)(?*-y)-  ' 


2]/if,  Y(p'-y)(9'-v')* 

Auf  dem  Oberflftcbenelemente  da  befindet  sich  demnach  die  Elektrici- 

Da  dieser  Ausdruck  aber  unabhängig  vom  Parameter  des  Ellipsoids  ^' 
sein  mnss,**  so  folgt,  dass 

wenn  k'  einen  Werth  bezeichnet,  der  sich  nicht  ändert,  wenn  man  von 
irgend  einem  Raumpunkte  Xy  y^  z  zu  irgend  einem  andern  x\  y\  z  über- 
geht.   Der  vorige  Werth  von  qda  wird  daher  einfacher  zu 

3)  ü  dö  = 7=7 


4  j/fi*  (^'-0  (P*-^*)  v'  (Z'-v*)  (p*-v') 

Da  dieser  Werth  von  ^do  sich  nun  nicht  ändert,  wenn  man  von  dem 
gegebenen  Ellipsoid  zu  einem  andern  confocalen  übergeht,  vorausgesetzt, 
dass  der  Uebergang  längs  der  entsprechenden  Durchschnittslinie  der  beiden 
eonfocalen  Hyperboloide  erfolgt,  d.  h.  vorausgesetzt,  dass  man  fi*  und  v' 
«nverXodert  lässt,  so  kann  er  auch  sofort  als  für  das  innerste  Ellipsoid, 
d.  i.  die  Cardinal  fläche  giltig  angesehen  werden.  Für  diese  Fläche  ist 
aber  nach  dem  System  I)  Q^=ip\  folglich  nach  dem  System  V) 


^•-v' 


Demnach  ist  das  Oberfläcbenelement  der  Cardinalflächo 

Dividiren  wir  die  Gleichung  3)  durch  diese  Gleichung  4),  so  entsteht 
f^r  die  Massendichtheit  q"  der  Cardinalfläche  im  Punkte  fi,  v  der  Ausdruck 
j..  ^>^ k'  k' 
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Um  die  BedeutoDg  dieser  Gleichung  genauer  zu  erkennen ,  drfieken 
wir  (i^  und  v*  wieder  durch  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen,  räumlichen 
Coordinaten  aus  und  erhalten  aus  dem  System  I)  für  die  Cardinalfläche  die 
Transformationsgleichnngen 

2  =  0, 

a:'  7/'      

VI)  ^^  +  "^Ti:r~*' 

Die  letzten  beiden  Gleichungen  haben  die  gemeinsame  Form 

die  Werthe  von  fi*  und  v'  sind  deswegen  die  Wurzeln  dieser  in  Bezog  «nf  i 
quadratischen  Gleichung,  die  auch  geschrieben  werden  kann  als 

Wir  erhalten  hieraus 

1,4«  +  v«  =  /« +  a:»  +  /,     |i»v«  =  a*/», 
und  wenn  wir  dies  in  die  Gleichung  5)  substitniren : 

"= ^' =,  fe'  

oder  endlich,  da  ^/>'  —  l^=:fj: 

6)  e   = ;— — T— . 

Wie  hieraus  crsiclitlich,  besitzt  ^"  nur  so  lange  reelle  Werthe,   als 

— +  '—<!,   die   CardiualÜäche   ist  demnach  ciue  allenthalben  mit  Masse 

P       T  ~ 

belegte  ebene  Fläche  mit  elliptischer  Umgrenzung. 

Es  kann  jetzt  auch  der  Wcrth  von  U  in  6)  bestimmt  werden  mit  Hilfe 

der  Bedingung,  dass  die  gesammte  auf  der  Cardinalfläche  befindliche  Masse 

1  betragen  soll,  setzen  wir  also  in  ü)  vor  der  Hand« 

x  --  i»  ,  s  cos  1/;,      y  =^  //  .  s  sin  t/;, 
folglich 

dx  iUj=i),q,s.ds.d'i\),    y  I  —  *—  —  /— 7/1—5«^ 

P  H 

so  ergiebt  die  ebengenannte  Bedingung,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  die 
Cardinalfläche  als  Doppelfläche  (mit  masseuerfüllter  oberer  und  unterer 
Seite)  betrachtet  werden  muss: 

I     2n 


O      0 
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^  -  ^  ^,'    -     -w*    ' 


w<»raas  folgt 


47C 


M>  dass  wir  aus  der  Gleichung  6)  endlich  noch  erhalten 

1  1 


Q  '- 


An 


•P-9'7/,_V_/ 


Wir  fassen  das  in  der  Gleichung  7)  enthaltene  Resultat  in  folgende 
Worte  zQsamnien: 

Die  Cardinal  flache  eines  dreiaxigen  Ellipsoides 
ist  eben,  sie  ist  enthalten  in  der  jenigen  Ebene,  die 
durch  die  grössten  beiden  Ellipsoidaxen  hindurch 
gelegt  werden  kann;  sie  ist  umgrenzt  von  einer  El- 
lipse, deren  Mittelpunkt  mit  dem  Ellipsoidmittel- 
punkte  zusammenfällt,  deren  grosse  Axe  mit  der  gröss- 
ten, deren  kleine  Axe  mit  der  mittleren  EUipsoidaxe 
in  dieselbe  Richtung  fällt.  Erstere  hat  zur  Lange  den 
*  Brennpunktabstand    der    auf   ihr  gelegenen   Ellipsoid- 

brennpunkte  vom  Ellipsoidmittelpunkte,  letztere  hat 
zur  Länge  den  Abstand  derjenigen  Ellipsenbrenn- 
pankte  vom  Ellipsoidmittelpunkte,  die  der  Durch- 
schnittsfigur  angehören,  welche  eine  durch  die  mitt- 
lere und  kleinste  EUipsoidaxe  gelegte  Ebene  ent- 
stehen lässt.  Die  Massenverth eilung  auf  der  Cardinal- 
fläche  des  Ellipsoids  ist  keine  gleichförmige,  wohl 
aber  besitzen  alle  Punkte  der  Cardinal  fläche,  die  auf 
eiper  zur  begrenzenden  Ellipso  ähnlich  gelegenen  El- 
lipse liegen,  deren  Axen  denselben  Brucht heil  s  der  ent- 
sprechenden Axcn  der  begrenzenden  Ellipse  zurLänge 
haben,  dieselbe  Dichtheit,  und  für  Punkte,  die  aufvor- 
schiedenen  derartigen  Ellipsen  liegen,  ist  die  Dicht- 
heit umgekehrt  proportional  zu  J^T— -  s',  so  dass  auf  der 
umgrenzenden  Ellipse  selbst  die  Dichtheit  unendlich 
gross  ist.  Endlidi  ist  auch  die  Cardinal  fläche  des 
Ellipsoides  selbst  eine  Niveaufläche,  d.  h.  die  Poten- 
tialfunction  der  auf  ihr  befindlichen  Massenvert hei- 
lang ist  für   alle   Punkte  der  Cardinalfläche   constant. 

Hiermit  ist  bereits  dargethan,  dass  für  ollipsoidische  Niveanfläclien 
die  am  Ende  von  $2  der  eingangs  citirten  Abhaydlung  gestellte  Bedingung 
erfüllt  ist. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  die  bisherige  a\\^e\\\<i\w^  \iwl^\- 
wmchnog  mJs  speciellere  Fälle  solche  mit  iinifa<»j^t,  wo 
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1.  l*  =  0  «ngonominen  wird,  d.  Ii,  den  Fall  Aea  Hbgo|iUtt«ten  Rot*- 
tioBsellipsoiJs  als  NivennOüclie,  wn 

2.  ;.*  =  /*   angpnomtuen   nir.l,   il.  Ii.   dm  Fall   dps  verlBngprlen  Ri 
tiQnst>llipsoüb  als  Nivenuflüclie,  und  n-.i 

3.  p'  =  r  =  0    nngenomraen    wird,    d.   h.    den   Fall    der    Kugel 
NivcntilUcl.c. 

Für  alle  eben  genannten  Sppciairstle  ist  es  leicht,  diu  den  eben 
woiinPDeii  enlspreclicnilen  Resiiltnle  durch  eiiiTaelie  GrenxUbergKnge 
ilen  eben  erUngleu  Fnrrneln  abzuleiten.  Das  Ue»,Dltnt  der  hierbei  et' 
II DiKlHnd lieberen  Rechnung  fUr  den  iweilen  Fall  int  bereits  aas  dem  I 
spiele  bekannt,  da«  der  oben  cilirteu  Abbaadlang  am  Scblasse  beigel 
wnrile. 

§2.       . 
EinfOhrnng  des  Ar^menti  tt. 

Da  a  die  Grösse  der  Potent iniriinr.lton  T  bedeuten  BoUte ,  d!a  die 
diiialH&i-be  auT  irgend  einem  Funkte  der  NiveanHHcLe  besitet,  so  kiini 
man  einfach,  um  a  als  Function  vnn  q  an  gewinnen,  die  Re^tillato  des  v. 
hergehenden  Paragraphen  henittzen  nnd  o  durch  flin  bestimmtes  Integ 
darstellen;  einfacher  ifit  aber  folgender  Weg. 

Bekanntlich  gilt  die  Gleichnng 

-  =-  =  -4«  ' 

nenn  n'  die  Dichtheit   der  Elektricitüt   anf  der  isolirten  Niveanflactie  i 

Sr  da 

Oleichsewichtsziistande  bedeutet  nnd    t-    oder  ;—  die  nifferenliatiun  di 

dn  <^n 

Polenllnlfanclion  T  oder  a  nncb  der  nach  Aussen  auf  der  Nivcnuflache  « 

richteten  Normalen  bezeichnet. 
Aus  der  Gleichung  1}  folgt 

eo  =  — 4«p'Sh. 
Nun  ist  nach  2*),  S  1,  wenn  man  beachtet,  dass 


,_  ^  l  ^ 


.yx„ 


V 


(e'— >t')(p'— v')    - 


fulglicL  durch  Iiitfgrt 


tVTiJ^W-]f\ 
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1^  ^  -  «■-*-.^-^w-^.r*.>*^»---^  ^•■.^^ 


i)  2  «t  =  —  /  "^  +  Consl. 


Um  den  Werth  der  Integrationsconbtanten  zu  bestimmen,  bedenken 
wir,  dass  für  einen  nnendlich  entfernten  Punkt,  also  ^'  =  qo,  a  verschwin- 
den mass,  dass  demnach  anch  die  Gleichung  gilt 


OD 

0  =  —  /  -=rTT =^ 4-  Const, 


Ziehen  wir  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  2)  ab  und  setzen  zugleich 
Tor  der  Hand 

»)  .  **=". 

so  entstellt 

OD 

4)  ltt=/L__,^^  u^p>. 

j  yu{u-t')(u-p*) 

u 
Durch  die  Sobstitotion 

y+i 

▼erwandelt  sich  die  Gleichung  4)  in 

-1 


Ö) 


"-//(".-'öfe-v.] 


y 

und  es  durchwandert  y  das  Intervall  —  ^-^  <y  <  —  1 ,  während  u  das  In 

p  —  i^^''  -^ 

terrall  p*^ti*< +  00  durchschreitet. 
Es  sei  weiter 


7)  y  =  -r==r-=.,       X 


so  dass  z  das  Intervall  l^z>0  durchschreitet,  während  y  dem  Bereiche 

—  '<y< — 1  angehört.   Die  Gleichung  6)  wird  jetzt  zu 

z 


p  +  ljj/ü- 


0<r<l,     x2  = 


Ist  endlich  noch 
8)  z  =  sin  q> 

so  wird  ans  der  vorigen  Gleichung 

9 
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«•  —  ^.'" 


Dnrch  Umkehrung  dieses  Integrales   folgt  nun,   wenn  wir  bekannte 
Bezeichnungen  gebrauchen  und  die  Gleichung  7)  benützen : 

_  l 

und  hieraus  folgt  endlich  noch  mit  Hilfe  der  Gleichungen  3)  und  ö) 

l  +  ^«m[(p+/)«,  ^Ä^] 


10)  r  =  /''' 


i--Jam[(p+l)a,   ^Ä^] 


Für  die  am  Ende  von  S  1  aufgezählten  Specialfälle  bedarf  es  hier  zum 
Theil  einer  gesonderten  Untersuchung,  weil  wenigstens  für  den  ersten  Fall, 
/«=0,  oder  für  den  dritten  Fall ,  p*=/*=0,  die  Substitution  aus  der  Gleich- 
ung 5)  nicht  ohne  Weiteres  möglich  ist.  Wir  erhalten  aber  aus  4)  im  ersten 
Falle,  für  welchen  /^  =  0,  d.  h.  für  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  als 
Niveauflftche : 

/'      du             2                 l/fi—P^         '^  fn                    l/i/-/;*\ 
— -- ^-    =  —   arclan    -       -    =  —  1 arclan   I, 
i//ii—p«      P                     p       \      p\2                         p      J 

u  u 

folglich 


— ^ctgpa, 

und  mit  Hilfe  von  Gleichung  3) 

11)  ^2=-_ — j     (/'=0,  abgeplattetes  Rotationsellipsoid). 

LMsst  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  10)  /  unendlich  abneh- 
men und  bestimmt  nach  der  bekannten  Regel  durch  Differentiation  den 
Grenzwerth  dieser  rechten  Seite,  dem  sie  sich  für  ein  unendlich  klein  wer- 
dendes /  ohne  Ende  nähert,  so  erhält  man  ans  der  Gleichung  10)  dieselbe 
Gleichung  11),  die  vorhin  direct  gewonnen  wurde. 

Im  dritten  Specialfalle ,  nämlich  wenn  p^=:/*s=:0,  d.  i.  im  Falle  der 
Kugel  als  Niveaufläche  erhält  man  aus  der  Gleichung  4) 


u 


folglich  mit  Hilfe  der  Gleichung  3) 

12)  ?*  =  V     (P*  =  /*  =  0,  Fall  der  Kugel). 


a« 


Man  erkennt  leicht,  dass  die  Gleichung  12)  auch  ans  der  Gleichung  11) 

durch  den  Orenaübergang  von  p  an  Null  gefolgert  werden  kann ,  wodurch 

msreA  dmtgetbMa  ist,  dMss  anch  die  Gleichung  \t)  aiOA  &«c  Q\^c\kTLii%  \0^  ^e- 
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(olg«i  »rnloü  kmm,  indem  mBti  in  dieser  GleichuTig  erst /,  dann  p  ohne 
Endlich  äft  Null  uSiierD  I^sttt. 

üt  den  «weilen  Fall  pndlicli .  für  welchen  p  =  /,  d.  b,  für  den  Fall 

j»  TBilllngcrteti  Ilt.lRlionsellipsoides  als  Nivennflficlie  kann  die  Gleichung 

10]  clint  Weiteres  benutzt  wenleii,  da  für  diesen  FhII  die  Subalilulion  ftua 

Gleicbang  5)  braiicbbnr  ist.    Wir  ei-bfllten  für  den  jelaigen  Fall  aas  10) 

,_^l+^am{-i!a.\)  _^l+fl-ii»''a,n[-ilaA) 

l  -Jom(-ila,l)  1  — /l— iM'«m(2/«,|) 


^^^^z-fgo; 


y-e 


:;:)■ 


ird  schliessHcb 


-■H'":^:;)' 


nWirlli,  der  nne  bereits  früher  entgegengekommen  ist. 

Dl  die  für  die  eben  betrachteten  BpecinlffiUe  giltigen  Formeln  hier- 
•Mi  «uch  als  ehifache  Oonsequpnaen  aus  der  Gleichung  10)  betrachtet 
ftnipn  können,  so  folgt  daiaas  nuch  der  für  die  praktische  Rechnung  wich- 
[•  Dmatand  ,  dass  wir  eine  gesonderte  Untersuchung  der  unterechiedenen 
BjMialftlla  fernothin  nicht  notbig  haben,  sondern  dass  wir  nur  die  Gleich- 
et tS]  fcroerhia  unserer  Rechnung  zu  Grunde  zn  legen  brauchen,  um 
ittitliitiiig  auch  die  für  die  unterschiedenen  Specialfälle  giltigen  Kesnl täte 
«oaBerer  Belracbtuug  mit  sa  uraschliesBen. 

Die  Gleichung  10)  ist  in  doppelter  Weise  zu  verwerthen;  sie  bat  näm- 
«keignml  dazu  zu  dienen,  g  zu  bcstimiuen,  wenn  a  gegeben  ist,  nnd  dann 
io  tiMtimuicD,  wenn  q  gegeben  ist.  Die  erstere  Aufgabe  ist  zu  lösen, 
in  M  sich  darum  handelt,  vom  System  der  aßy  zum  System  der  pjtv, 
!t  init  Uilfe  der  Gleichungen  II),  §  1,  zum  System  der  ä:yz  überzugeben; 
N  iweite  Aufgabe ,  wenn  der  üebergang  in  umgekehrter  Bicbtung  vorzn- 


1 


F4r  die  Lösung  der  ersten  Aufgabe  hat  bereits  die  Gleichung  10)  die 
(Gütige  Form  und  es  kann  ans  ihr  leicht  (•  bestimmt  werden  mit  mife  der 
l%liii:beo  oder  aucb  der  Thelafanclionen ;  für  die  Lösung  der  zweiten 
«(gtU  kann  man  unter  Anwendung  derselben  Functionen  durch  eine 
'"itmngsrechnuug  verhällnissmässig  schnell  den  Werth  von  a  erhalten, 
bekannt  ist. 
nig   hier    noch   besonders   der  Umstand   herTorgshoben   werden,. 

"•'.  wie  aus  der  Gleichung  10)  leicht  eraicbtlicb  ist,  immer  -  oder  auch 

«ort  die  errie  lier  Üleivhiiiigen   l) ,  .S,  300  des  pingailgs  ciUrVcn  \uti«i\«».  Jj 
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Ads  den  bniden  letzten  Gleichungen  ergiebt  aicli,  dftss  fi'  tuid  «•*  d 
Wurzeln  der  in  k  qandriilischen  Glcicliiing 

0  r—  (/)'+r  fös*  8  —  '/  m'e  ä/h»  k+p'P  CO*'  Ö=  ri 

Bind,  und  zwar  ist,  w<^il  immer  ^'^v*  sein  soll,  fi*  die  grössere,  v*  die  kli 
nero  Wurzel  der  Gleicliuiig  I). 

Es  ist  jetzt  liier  nur  noch  übrig,  den  einen  Umstand  ins  KUre  sn  et< 
len,  in  velchem  Qondrnaten  man  die  Winkel  B  nnd  ip  selbst  zu  sncben  bi 
nachdem  mau  etwa  diircli  die  Gleichungen  II}  in  den  Besitz  der  sbsoluti 
Werthe  ilirer  tiigonomelrischen  Functionen  gelangt  ist.  Es  geben  aber  di 
ancb  in  den  Gleichungen  I)  angedeuteten  mögiicben  Vorzetcbencombini 
tioncn  hierüber  leicbt  Anrschluss.  Die  erste  der  Gleichnngen  I)  Verlan] 
von  8,  dnss  cosB  positiv  und  negativ  tietu  kann,  dass  mitbin  8  selbst  mii 
deslens  dem  ersten  und  zweiten  QuAdtaoten  angehören  köane;  ist  dies  f^ 
8  entsprechend  den  Kugelcoordinalou  rcsIgeBtellt ,  nlüo  siii  8  immer  positiv 
so  verlangt  die  zweite  uud  dritte  dar  Gleichungen  I)  von  q>,  dass  iintp  m 
comp  alle  möglicheu  Vorzeichencombinatioueu  annehmen  köunen,  dasi  mi 
hin  fi  selbst  einem  jeden  der  vier  ersten  QmidrHnten  angeboren  könne. 

Berücksichtigen  wir  ausser  den  Gleichungen  1)  noch  das  System  Q 
S  1 ,  so  sind  wir  im  Stande,  folgende  Tabelle  über  die  EUSBmmen{;ehöngi 
Werthe  von  X,  j/,  t,  v,  }/P—v',  fZ/i'—fi',  8  und  cp  aurzuslelleu: 


Quadrant 

X. 

y. 

s. 

*. 

^l>-r'. 

yp'-^'. 

TOI, 

«■ 

9- 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

1 

+ 

+ 

- 

+ 

+ 

— 

1 

4 

+ 

— 

+ 

+ 

— 

+ 

1 

2 

- 

+ 

+ 

- 

+ 

+ 

1 

+ 

- 

— 

+ 

_ 

- 

1 

S 

- 

+ 

- 

- 
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Hieraus  entuobuien  wir  noch  die  Wertbe  der  in  der  mebrfach  citirtei 

Arbeit  eingerührten  Integratiousgrenzen  |3g,  ^,,  y„  nnd  y,,  uSmlicU 

|3„  =  0,     |9,  =JI,     /,  =  <>,     )-(  =3n. 

Es   möge   nun  noch  der  in  der  frUberen  Abhandlung  S.  358,  2)  cir» 

geführte  Wertb  g  ermittelt  werden.    An  der  gcnnnDtcu  Stelle  ist  g  definii 

durch  die  Gleichung 

~—  g —  da  =  ,jitß(tY, 
ne/cbe  für  aaner  Jclzt  nugenommcnes  Cijotd\naVeQS^&\.cm  MWT^<;\\t  iu 
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*) 


1     da 


d0=^gdO  dtp. 


An  dfia 
Venmitekt  des  in  S  1  ermittelteD  Werthcs  von  q'  erbalten  wir  aber 

Weiter  ist  nach  S  l  das  Oberflücbenelement  da  des  Ellipsoids 

Vermittelst  der  Gleicbungen  8)  und  4)  wird  aus  2) 
1  (^'— v*)r/fif/v 


4) 


5) 


4  7rj/(^»-i»y(p»-^tj  (/»-v»)  (/>*- V») 

Ferner  ist  bekanntlich 

de  ae  -• 


-.  =  gdQd(p, 


dfi  du  = 


dfi    d 


de  dtp. 


dq>  d  g>  j 
d  fi   a  V  j 

Ennittelt  man  die  hier  vorkommende  Determinante  vermittelst  der  sich 
den  Oleichnngen  I)  ergebenden  nötbigen  partiellen  Dififerontialquotienlen, 
indem  man  darauf  Acht  hat,  alle  in  ihnen  vorkommenden  Functionen  von  6 
und  ip  vermittelst  der  Gleichangen  I)  durch  Functionen  von  fi  und  v  darzu- 
stellen, 80  erhält  man,  abgesehen  vom  Vorzeichen  (das  unberücksichtigt 
bleiben  kann)  leicht 


du,  dv^=^' i -^ . 7 de  dq>. 

fi'  — V*  pl  ^ 

Uiermtt  entsteht  aas  der  Gleichung  5) 


folglich 


—  /.S-—    ^^--  dedq)  =  (jde  dq>^ 
An  pl 


gf  =  —  Sin  e. 
An 


Man  vergl.  hierzu:  /.  c.  8,  $  2,  und  die  Gleichung  8)  in  dem  daselbst 
^  Ende  behandelten  Beispiele  des  verlängerten  Rotationsellipsoids. 

Anmerkung.    Der  eben  erlangte  Werth  von  g  stimmt  nicht  zufäl- 

%  mit  dem  überein,  wie  er  fUr  kugelförmige  Niveauflächen  gilt,  sondern 

*'  gilt  für  jede  Art  von  Niveauflächen ,  wenn  für  ß  und  y  die  Coordina- 

^^H  Onnd  9  eingeführt  werden,  wie  es  im  vorliegenden  Falle  geschehen 

'^   Der  Onind  davon  ist  einfach  der,  dass  g  unabhängig  von  a  ist  ^  fol^- 

^^h  Für  Mlle  Nlreäußäcben  deüBelhen  Werth  besiUfsn  tuwää  ^  «l\^^  ^xs^Ow 


2fiA  Deilrng  cur  Mcclianlk  ellipsoiiltKclier  Körper. 


für  die  uacndlicli  entfernte  Ni  venu  Hache,  d.  i.  die  Kngclflitcfac  inittin«ii< 
licli  gi'OBsem  Radiuu  /f,  deren  üentrani  i(D  Endlicbcn  liegt  nnd  die  da1i< 
nuch  die  onr  mit  endlichen  ÜimenaioneD  verüchene  CardinniQXcbo  alleut' 

'   halben  in  UDcndlicIi  grosser  Entreinung  R  umgiobt.     Kür  diese  Kugel 
flächo  int  aber 

aa=  Lim  le  sine  <t&,l,p,     a=Um   '- , 

lolglich 

und  daher  iiacb  der  Gleicluiiig  2) 

«  </e  rfa,  =.  —  —  ,  Lim  —  4 .  R'siH  9<lf*  'lip, 

l-alglioh 


E  Dt  Wickelung  der  reoiproken  Entfernung  zweier  Punkt«  fBr 
ellipBoidiache  Körper. 

Die  Eulwickclnng  der  reciproken  Entfernung  zweier  Punkte,  /'= 

iüt  für  die  CoOTdinatensyatcDie  der  f,Q,ip,  welche  hier  in  Frage  kämm 
bcrcilH  geschehen  (man  vergl.  darüber  z.  B.  Heine,  Handbuch  der  Kogel- 
funclionen,  SS  17  «gg.  S.  348);  deswegen  können  wir  uns  hier  voiUtSndig  aa' 
den  Kechniingsgang  Hcine's  anschliessen  und  darauf  beschrÄnken, 
eiii&cbUgenden  Endresultare  hier  zutjarnnionzustellen.  Ule  verscbiedcnsit 
Fälle,  welche  Heine  freilich  noch  au  der  angegebenen  Stelle  in  Beeng  a 
sein  r,  das  mit  unserem  q  dieselbe  geometrische  Bedeutung  bat,  uDterachoi' 
den  musäte,  klären  sich  nalürlich  nach  unserer  Erklärung  dos  q  als  Fnne^ 
tiünen  von  a  (vergi.  ja)  viel  einfacher  aof,  und  namentUch  sind  wir 
gezwungen,  filr  gewisse  speclelle  Ffllle  ku  imaginüren  Iteziehungcu  greifet 
zu  mfisseu,  wie  Heine  Ihnn  musste.  Wir  haben  so  einen  bedeutendei 
Verl  bell  auf  unserer  Seite,  ganz  abgesehen  davon,  dasa  auch  die  pbyatk* 
lische  Bedeutung  unseres  ^  (als  Function  von  o,  d.  i.  einer  bestimmtei 
Arbeitiileis(uQg)  dasselbe  zu  oiuem  mechanisch  greifbareren  UegrifTo  m 
als  HeJne's  r  sein  kann. 

Sind  ;t:y  :  und  x^^t^a  die  beiden  Punkts,  deren  reciproke  Euiroruuai 
ermittelt  werden  soll,  so  setzen  wir 

,t  =  Q  roi  S,  a-„  =  Q,  cos  ©„ , 

y  =  y^'-P  sin  eeosq>.  y„  =  (  p\  -  Z*  .*r"  8,  cot  ip^  , 

-■  =/  &'-/''  si/i  Ö  Sin  «p ,  1,  =  V'  e"«— l^  =>>"«.  »™'*.> 
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/■  V^,^«|-^^.^^iM 


und    erhmlten   nach  Heine 's  Vorgang,   bei   dem  ^=r, ,   ra^=r^  ^  =  tf;i, 
9m  =  ^9  1  =  6  ond  p  =  c  gesetzt  ist,  für 

die  ICntwickelang 

F=—  V«  yjr  «(;•) />(»)  {cos  6)  V. (—  I )•  Pj")  (co^v  ö.)  ^(«) , 


o         — n  — n 


J  yr  cor  ?/  +  //'  5f/r  i; 


Hierbei  ist 


»^  — '^      i7(/i+r)  J7(w  — r)  ^    '^  ' 

^    V   /         _rv   /       r  I  2.(2w  — 1) 

(;,^;.)  (;i-r-0  (/i-r-2)  (/i-r-3)  ^„_, „  4  —       / 
"^  2.4.(2w-l)(2w-3)  i--'-(' 

V,    V    j       »._,v   /      r  I  I  2.(2h+3) 

(n+,+  |)(,.+^+2)(»+5+3)(>«  +  6-  +  4)         ,„_,.  ( 

■*"  2  4.(2/1  +  3)  (2n  +  5)  -r--j. 


I=-V^-.     ^-T-^.      I.=  ^'' 


j/r  COS*  lif  +  />'  51«'  1?  ///*  cos^  ri  +  ;>'  .v?>/'  t^ 


/_      -  l/g^—l^cosn  ,~z VQ^a—^^^^n 

f/^/*  CO«'  1?  +  p'  5«w'  1/  J^/*  C05*  -q  +  ;/'  *i//*  /y 


^^  C05'  ri  +  p^  5fV«*  f/  j//*  coy*  ^  +  p*  *«><*  iy 

Der  ziemlich  umständliche  Ooefficicnt  ^"^  kann  uoeh  in  folgende  For- 
men gebracht  werden: 

2n 

J  Vr  cos  rf  +  />'  sitr  ly 


0 

2n 


e/  f  r  cos'  r|  +  p'  siK^  t\ 
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^-^^^^■^^'^^^•^rs.rsy^^^  ^•-/-WN<''>«''%^N^-W■^>'^••.^~^^*^•^^^•^•■wrv^^^,^^^,^\^•^•*  •"-r-^ 


K 


=  4  cos  r  , 

0 


^  COSSfpa  A-'(l)  Ol»)  (I,)  .T^^'""".        rfH 


ff 

2 

.VI /i  r  1  sin  s  /» 


/Vv  I  /  wx     /  w .-  s        fftnry  stn  s  tm 


Zugleich  verschwindet  /^^"|. ,  wenn  nicht  zugleich  r  und  5  gerade  oder  ui 
gerade  ist. 

Eine   weitere  Betrachtung   der  Coefficieuten  A^^^  führt  noch  auf  fo 
gende  Darstellung  von  Fi 

F=  —  Vn  (2//  +  l)^»-  /'/"^  {cos  9)  ^'(-  0*  "I"^  ^^J"^  (*^<>*  Ö«) 


••  — «  —  n 


II)       X4(cosrq>  cos^gp.^»  ^J?r(^)  ^If^ü^^a) 
+  sin r  q>  sin  S(pa^v  m<^>.  (q)  wJ^>  (^.)  j 


wenn 


TT 

•7  '2n 


"^  =  —     Icosqtidrj    I  H^cosrbdb, 


9 


0  ü 

n 

2  +00 


'^r  =  l  /•- '/ " ''  ^y  '-zSr  "' .    '• = V- ' . 


0  -X 

n 


In 


,,(n)  =  -     /  i//i  y  t^  f/ »;    /  ß"  AiV/  r  d  (/ 6  , 


0  0 

TT 

2  +x 


/vi/*  .       /^sitisit   .  7/ 

U  -X 

ß  =iQ-\-  ^^»—  r'  cos  T]  cos  ö  -\-  V  Q*  —  p*  sxntv  s\u^\ 
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C'=ft+  y p't—P  C0S1J  cosil  +  J^e*,— p'  BmyjSinU,    i  =  V~  1 , 

Uflbor  Jic  Functionen  U'j'l,  u'";.,  ff'",'  und  w'^l  bat  Hoino  selbst 
S.3ti%.  teinos  obeo  cilirlcn  Werkes  Billige»  liiozugenigt  nnd  aucL  die 
eiastliligeDtkn  OriginaUrteiten  Jacobi's  im  IS.ßBDdo  iles  Crelle'schon 
Jouiiwls  8. 1  flgg.  nnd  S.  205  Bgg.  citiit.  Wir  begaUgou  uns  liier  mit  diesen 
Aojcntuugeii  iiod  beiico  nur  clna  Tolgeiide  für  uns  Wertlivolle  hervor. 

Die  mit  Ü  und  ti  bcioichneteii  Fnnctionen  sind  alloin  vnn  q  BÜbängig, 
di«  mit  IF  und  w  bezcit-bnolen  Allein  von  Qaj  durch  die  letzte  Enttvicko- 
laagifotta  wird  also  F  ao  dargestellt,  dasa  seine  einzelnen  Glieder  nnr  Pro- 
dacla  onlhallen  von  Factoren ,  deren  jeder  einzelne  uur  von  einer  der  Co- 
I  ordinAtcn  f,  (a>  ^i  ^a\  fp  nnd  gi,  abhängt.  Die  Coardinate  Qa  kommt  uuv  iu 
dra  Fuuctiunen  ff  und  hj  vor,  und  zwar  so,  dass  Jf  *"•  und  w^"'  nach  auf- 

■IctreDtleD  Poteuzeu  von  —  nich  IcitUt  entwickeln  lässt  nud  als  uicdrig^lo 

pDlens  von  —  die  ti''  cnthSlt.    Am  Endo  von  S2  wurde  aber  bemerkt,  dasa 
V« 

mma  immer  —  nach  aurstetgendeu  Potenzen  von  a,  eulwiekelu  kSmie,  und 

ea  seigt  sich  leicht,  dasa  die  niedrigste  Poteni  von  a,,  welche  in  dieser 

EotwickcluDg  van  —  vorkommt,  die  erste  iat  (indem  das  von  Og  l'rcie  Glied 

i<r  EntwiekeluDg  verschwindet).     Denkt  man  sich  nun  die  Fanctionen  H' 

uad  jr  nach  aufsteigenden  Potenzen  von        entwickelt  und  ebenso  jede  der 

vorkoiomenden  Potenzen  von   —  wieder  nach  auftite  igen  den  Potenzcu  von 

«, ,  so  hat  mau,  wenn  man  endlich  noch  alle  Glieder,  die  iu  dieselbe  Potenz 
TOD  ««  tunltiplicirt  sind,  vereinigt,  diejenige  Entwtckolung  dos  Ausdrucks  /', 
difi  in  der  frflhcren  Abhandlung  Si  als  immer  möglich  nachgewiesen  wurde, 
•rtiinit  sngleicb  auch  der  Beweis  Tür  die  Convergenz  der  obigen  Entwicke- 
InDg  von  ^geliefert  ist.  Dasjenige  JCund  w,  welches  bei  dieser  Eutwicke- 
Inng  die  niedrigale  Potous  von  n,  liefert,  ist  If"*  und  if"",  und  die  wirk- 
lieb liierbci  vurkocnrannde  niedrigste  Potenz  von  n„  ist  die  erste,  es  ver- 
•cbwindpt  also  insbesondere  das  Glied  mit  a°a  (vergl.  I.  c.  8.  369  am  Endo), 
and  die  genannte  niedrigste  PuleuK  vun  «,,  nämlich  «'s,  kommt  nur  her  von 
der  Fnticiion  HCl,  indo,,,  «clion  ff'")  und  «.<"  als  niedrigste  Polens  von  o, 
die  »weile  ergeben  nnd  «■'"'  gleich  Null  ist.  Die  Function  W""  entsteht 
abvr  «Ileln  aus  der  Function  Po'"'!!«)- 
I  Eudlicb  erkennt  man  aus  den  angegebenen  EntwickeVaag«ia^<ia  F  aoOn 

Bplcbl.  dmäaModer  in  14),  S 8  S.  2S4 /.  c,  gemachten  Vora,UsBi:Uvitt%  %<iTsa^ 


«ra 


Beitrag  sur  Mccliaiiik  ellijisuidisclicr  Körper. 


und  dusH  daher  nucli  für  dna  jeUt  vorliegenden  Fall  alle  die  Conse^OMtM 
Gilligkeit  haben  iiiUssen,  die  iu  S  0  /.  c.  gezogen  wunlen. 


Die  Fnndamentalaufgaben ,   welche   mit   Hilfe   der  Entwidtelnngen 
in  §  4  gelöst  werden  kOnnen. 

Die  Füudamoutalauffjabcn,  wclclin  in  diesem  Paragraplien  gelöst  wep 
den  sollen,  beatolien  tlioils  iu  der  Verificatioii  der  SäUo,  die  S6  /.  c.  mit- 
gethcilt  ivurden,  speciell  für  ollipsoidisclie  Kiirper,  llieils  iu  der  L&suug 
gewisser  eiDfaeher  Probleme,  dio  oline  Weiteres  mit  Hilfe  der  Butwicke- 
langen  in  S  4  in  Angrifl'  geuonunen  werden  können,  für  die  es  also  einer 
Entwickclong  von  f  nacli  Potenzen  von  ira  niclit  bedarf. 

1.  Es  ist  zu  zeigen,  dass  die  Entwickelungen  des 
S  4  ata  Spccialfall  für  p^l^^O  den  Fall  der  kugelfSr- 
uiigcu  NireaurUclieu  mit  uinseliUeasen. 

Gebt  mau  aus  von  der  Entwicklung  1)  in  S  *,  so  kann  man  dort  su- 
näflist  die  Anualime  p=l  eiiifiibrou;  man  kommt  dadurch  loii:ht  auf  die 
Entwickelung,  welcbe  den  verlängerten  Uolaiionsellipsoidcn  als  Niveau- 
fläcbou  angehört.  Der  Uebergang  von  diesen  Niveaufiächeu  zu  den  kugel- 
förmigen ist  aber  bereits  t.  t,  S.  306  und  307  geacbehen. 

2.  Die  Gleichungen  4,  $6/.  c,  sind  zu  vorificiren 
für  ellipsoidiscbe  Körper. 

Denkt  man  sich  etwa  die  Ealwickeluiig  11),  S  4,  von  F  uscb  absteigen- 
den Pülonzen  von  ^„  angeordnet  und  fassen  wir  zunSelist  diejenigeu  Glie- 
der dieser  Eulwickeluug  ins  Auge,  die  Potenzen  von  —  enlhalten,  die  von 

Uöhcrem  als  vom  ersten  Grade 

1  Ende  des  vorigen  Paragraphen  bemerkt 


FnnclioncD  "'  nnd  t 
einer  solehen  Potenz  von  - 


«  grosse  I 
,  etwa 


gebraische  Function  von  /'W(ro 
ersten  Grade,  übrigens  aber  frei 
S6  S.aSO  /.  f.,  geforderte  lutegr« 
berücksichtigt,  so  verschwindet,  v 
niss  infolge  des  bekannten  Satzes 


tn  diese  Glieder,  wiu  ecbun 

den  ist,  nur  her  von  solchen 

Is  Null  ist.    Der  CoefRcient  irgend 

-Y,  m>l.  aber 
e)   und    /"["'(cosÖfl). 
on  0  und  0^-    l^üdct  man  nun  die  in  4)j 
ion,  indem  man  die  Gleichung  6),  !( S, 
ie  vei'luugt  wird,  das  Integrationsergeb- 


ne gaaae  al- 
idestODs   voia 


/  /'(;>  (cos  B)  si'i  e  <i  6  = 


Es  bleiben  deswegen  nur  die  Glieder  der  Entwickelnngen  des  S  4  ■ 
weiteren  Betrachtung  übrig,  deton  n=(),    KaVo«\\TOcn  ■««  iJm«  Sv*;»«» 
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N<nwi^,'-,^--_^-s^-  ^.•-       -i-^-**  .*»   Ä^*^\ 


der  Entwickelaog  l),  S4,  so  sind  sie,  da  flo^o)  =  Pq^**^  =  1 ,  einfach  dargestellt 


dareh  —  ^«> 
2ä    »»« 


Nun  ist  aber 

2ä 


0 

Weiter  ist  bekanntlich 


folglieh  anch 

_A_o<o)r^^-.i-o(o)rM-^  = ^/^cQJ?^t?+p^st>i«iy i_ 

and,  da  !9L®ma)nir  ^0  =  <X)  verschwindet,  durch  Integration  dieser  letzteren 

Gleichung  zwischen  den  Grenzen  Q*a  ^n^  ^ 

« 

r) 


Setzen    wir   diesen  Wertb   von   Q^^^  (|o)   in   den  obigen   Werth  von 
—  ^1%  ^^°  ^^^  integriren  zunächst  in  Bezug  auf  i/;  indem  wir  beachten, 

dass  bekanntlich 

2« 

/du  71C_ 

a*  C05  'm  +  jS*  5m*  u      2  a  j3 ' 
0 


so  erscheint 


Naeb  $  2  ist  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  gerade  a«.    Bei  einer 

Entwiekelung  von  Fnach  aufsteigenden  Potenzen  von  Ua  ist  daher  der  Co- 

effieient  von  a*«  gleich  1 ,   und  damit  sind   auch  für  den  Fall  w  =  0  die 

Gleicbongen  4),  S6/.  c,  für  ellipsoidische  Körper  erfüllt,  da  die  auf  der 

Cardinalfiftche  haftende  Gesammtmasse  gleich  1  sein  sollte. 

3.  Das  Ellipsoid,  dem  als  Coordinate  a  angehört, 
werde  mit  einer  unendlich  dünnen  Massenschicht  be- 
legt, deren  Dichtheit  im  Punkte  Sq>  t/;  (0,  (p)  sei  und 
die  nirgends  unendlich  gross  wird,  sich  aber  übrigens 
beliebig  stetig  oder  unstetig  über  das  EiWK'päoyÖl  ^^\- 
breitet   findet.     Es  ist  die  Äussere   und  iniv^i^  'toX.^Ti 
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tUiriini-linn     ('„   »nil     f,     .Üeser    Mnsi^enRcIneht    in    be^ 

BezeicLnen   wir  dns    OberäücfaenelemeDt   des   Klüpsoids   mit  de, 
ist   offentiar   rljc    Pcitenliairnnctinn    f   dei  gegebenen  Massenbelegung  d 

Ellipsoids : 


=JJ^{B,<p)Fda, 


wenn  für  F  die  Entwickeluogen  des  S  4  genommen  werden. 

Will  man  nun  f'a  bestimmen,  so  hat  man  in  den  ebengenannten  Ent-* 
Wickelungen  von  f  die  mit  ö  und  cp  bi 


tions variablen  e 


lebten, 


icbneten  Wcrthe  ats  die  tntegTa< 
erhall 


=ä5"2''-'''''-"'*'-''^«"'^'<;//'^-'''"''' 


(MJS)V(e.g.)rfÄ 


Will  man  dagegen  Vi  be.-limmeu,  so  bat  man  in  den  obigen  Entwick« 
liiDgen  von  F  für  Ba,  v-i  9a  reap.  9,  tp,  p  zu  schreiben  and  für  6,  tp,  ■ 
resp.  Si,  rpi,  gi,  wobei  letztere  Grössen  Hir  die  gleich  ausznfübreiiile  Intfl 
gration  ala  constant  gelten,  so  dass 

r, = ^ ^"2'  "'■■"  '^'"' '"* ^''2*  '"^'''  /  /  ■''■'  ''■"*  ^''"'  ^'  '*'  **■  ''*  ** 

~"  "         ü     0    ' 

oder  auch,  bei  anderer  Anoidnang  der  Summationon  nach  r  and  s: 

y, = 2'^  ^'2!'  "•"  ''•"' ''■'"  ®''^'  (- ' )^  /  /^^:i  /"r"  i"'" »)  «'■  (e. v'  ''•• 
~"  "00 

4.     Gegeben    ist   eine  Function   ij»  der  beiden  Argq. 

mcnte6  und  v,  die,  go  laogGO^O^TE  und  0^qR^2nist,. 

immer   endlich,   wenn    auch   sonst   etwa   unstetig  ist;  ei 

ist  die  Entwickelting  von  0  nach  den    Entwi  ckeluDgt- 

eoefficienten  von   F  vorinuehmen. 

Vorwendet  man  die  Gleichung  7) ,  8.  281  l.  c. ,  indem  man  fiir  F,  nni 

Vi  die  in  der  vorigen  AuTgabe  erlangten  Entwickolungea  beniltat,  so 

kommt  man ,  wenn  mao  daselbst  it  statt  iff  (6,  tp)  schreibt: 


ff  III 

l'Von  Dt,  Tm.  Köttbhit»boh.  *' 

BerBckalcbtigl  rnun  weiter,  dass  dhcIi  S)  nnd  6),  S  3 

■etttmkn  für  V^  und  Tf  seine  Werthe,  indem  man  beachtet,  dasK  dsi 
»et  (—')■■  =  (— 1)*i  weil  r^*  morf2  war,  so  findet  man 

*(**■■  ♦■'=?, 
r,2-Sl'''-'i''-'''~'''']"'"'r.//'^''''''''°*'*'"*'''H 


1 


■v/- 


Ui«)B  Entwickelung  von  d>  (S^.  qi']  lässt  sicli  aber  noeU  weseDlIicli  ver- 
(iBhcbeD;  die  Kechnnng  ist  joducli  dabei  etwas  langwierig  und  eignet  sich 
'U  diner  Stelle  nicht  unr  genaueren  Auseinandersetzung.  Deswegen  mag 
^  bier  kurz  skizairte  Angabe  des  Ueclinungaganged  genügen.  Man  führe 
^i(  in  der  angegebenen  Entwickeluog  geforderte  DifTerentialion  direct 
UletdoD  Integralzeichen  aus  und  gehe  alsdann  zur  Grenze  für  04  =  0^^« 
drücke  ferner  die  vorkommenden  Producte  von  Cosinus  und  Sinus 
J«  giuzeu  Vielfachen  von  x  durch  Summen  oder  Differenzen  von  Cosinns 
ixitr  Sinns  der  ganzen  Vielfachen  von  x  b"^  und  vereinige  letalere  mög- 
Bciitl  tu  den  Formen  cosmj-l-  ■«i'nmjr,  gebrauche  ferner  bei  der  Differen- 
der  Functionen  P  nnd  Q  die  Differentialforraeln  ,  die  S.  310  l.  c.  an- 
Cgebea  wurden,  und  führe  endlich  nach  Massgahe  von  S  4  t}  in  die  Hech- 
iid;  den  dabei  vorkommenden  Ausdruck  {(f*—P)cos'ii  +  {f*—p*)iin*t} 
*neii«  man  durch 

(Vp* — r  cot  q  +  '  yn*  —  I''  *'"  1)  {y^'—^rosi)  —  i  y ff' ^p' sin  rj), 
oBem  miin  augltich  in  den  Functionen  /'  uud  Q  diejenigen  Knt Wickelungen 
pWiuchi.  welche  gellen,  wenn  der  nnlere  Index  dieser  Functionen  negativ 
poommen  wird,  und  gebrauche  endlich  noch  die  Substitution 

y^^^l'  tntti  +  iV^^'  smn  =  -''\~-  (t"±'l  +  c—+"i). 

tiD  findet  aladann ,  dass  mit  Ausnahme  der  beiden  Fälle  r  =  +  s  immer 
Glieder  der  ebengenannlen  Substitution  vorhonden  sind,  die  einen  ganzen 
B^gitiren  Exponenten  besitzen,  alle  sonstigen  nbor  etwa  vorhandenen,  von 
>!jhlliigigen  Glieder  nnr  ganze  Functionen  ersten  Grades  von  Cosiuns 
^uSioaa  der  ganzen  Vielfachen  von  ij  enthalten  oder  doch  wenlgsleue  auf 
■olcfi«  ^bracht  werden  können,  oder  auch  in  Bezug  auf  *)  cnnstant  aind. 


i 
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Entwickelt  man  nnn  ilie  GlieiJer  äex  ebengenannten  SübEtitntion  itacb  Co- 
tiiniis  nni]  Sinns  <ler  ganzen  Vielfacbrn  von  »j,  so  ergiebt  Hie  ßntwickelang, 
dnss  keine  Glieder  vorkoimnen,  die  annbUüngig  von  ij  wären.  Em  erg'iebt 
sich  dalier  das  liesnlUl,  «lass,  an  lange  r*^*',  dlo  Tnlegrstiou  nach  ij 
nur  über  Glieder  von  der  Form  Acosmtj,  Bshiiini,  m^O  kh  erstreben  ist, 
dasa  demnacb  daa  IntcgralinnsergebnisB,  weil  Kwisclien  den  Greozen  0  und 
2n  za  integriren  ist,  vcrachwiodet.  Dieses  Verschwinden  des  IntegrAtious- 
ergebnisses  tritt  aber  aucli  noch,  wenn  r*^**,  ein  bei  allen  denjenigen  Glie- 
dern, die  nach  Ausführang  der  in  obiger  Enlwickelung  verlangten  Differen- 
tiation  als  abtiangig  von  %  erscheinen.  Diese»  eben  bebnaptete  Kechanngs- 
resnllat  als  veriücirt  vorausnehmend,  entsteht  daher  aus  obiger  Entwiek«- 
Inng  von  0{S\<p') 

t>  (A'.  V)  =}-^-^^-  ■^^"  2I'  '~  '  '■  "•""  ''■'"'  ^""  *'' 


/'rrdAl')      B^'-tl 


/■(■I  (cos  8)  tP  le.  <p)  si"  Ö  itSdip, 
dg. 


-■^'^■ij'Wk^i 


'i«)-oi-'(S)5£p;'(ii 


I  »V     


Keducirt  man  den  in  []  eingeschlossenen  Ausrirnck  dieses  Werlheg  in 
ähnlicher  Weise,  wie  es  S.  311 1,  c.  geschah,  so  wird  ans  ihm 

setzt  man   dies   ein   and  benützt  die  in  der  zweiten  Aufgabe  bereits  ge- 
t>ranchte  Integrnlformel,  so  wird  der  ganze  vorige  Werth 


211  +  1  8p  , 


oder,  weil  iincli  S  2 


-  coss{ip—g>'). 
Hiermit  aber  geht  die  Eutwickelung  von  <P  {9\  g>')  über  in 


x'-v:-//»'«. 


fp)  r<^>{cos&)f-osm{r~^')si,ie(ied^. 


J 
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d.  L  JD  die  längst  bekannte  Entwiekeinng  einer  Function  <f>  nach  Kngel- 
/boctiooen. 

Dnreh  dieses  Resultat  sind  die  Gleichungen  8),  9),  15),  10),  $  6  /.  c, 
gans  allgemein  fiär  ellipsoidische  Niveanflachen  bestätigt. 

5.   Es  sind  die  Anziehungs-  oder  Abstossnngskräfte 
an    bestimmen,    die    ein    beliebig    wie   mit   Masse   an- 
gefülltes  Ellipsoid    auf  einen   Punkt  mit  der  Masse  m 
ausübt,   wenn   das   Newton'sche   Gesetz  als  Gesetz  der 
Grösse   der  Kraftwirkung  angenommen  wird.     Anstatt 
des   vollen  Ellipsoids   kann    auch   eine    yon  zwei  con- 
focalen  Ellipsoiden  begrenzte  Schale  genommen  wer- 
den. 
Ist  die  Potentialfunction  F  der  gegebenen  Masse  auf  den  gegebenen 
Punkt  m  bekannt,  so  findet  man  daraus  nach  bekannten  Regeln  die  verlang- 
ten Kräfte  durch  einfache  Differentiation;  die  vorliegende  Aufgabe  kommt 
daher  darauf  zurück,   F. zu  ermitteln.    Bezeichnet  nun  dk  das  Volumen- 
element  im  Punkte  ^Stp  des  dem  gegebenen  Ellipsoid  angehörigen  Rau- 
mes, und  ist  daselbst  die  bekannte  Dichtheit  der  Masse  ^  (^,  6,  9)  vorhan- 
den, so  ist  die  gesuchte  Potentialfunction 

V=fF^{Q,S,fp)dk, 

wenn  die  Integration  über  den  ganzen  mit  Masse  angefüllten  ellipsoidischen 
Raum  erstreckt  wird.    Wir  setzen  nun 

^  (^,  Sftp)  dkc='i  {g,  S,  (f)  sinßdSdip  dQ 

und  entwickeln  nach  der  in  der  vorigen  Aufgabe  gewonnenen  Anleitung 
2  (^,  Sy  qi)  nach  Kugelfnnctionen  in  Bezug  auf  S  und  tp,  ferner  gebrauchen 
wir  für  F  seine  Entwickclungen  in  f^*  4.  Diese  Entwickeluugen,  eingesetzt 
in  die  vorige  Gleichung,  reducircn  die  Bestimmung  von  V  auf  einfache 
Quadraturen,  die  noch  dazu  in  Bezug  auf  S  und  q>  ohne  Weiteres  aus- 
geführt werden  können  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln 

2« 

fAe-^^idq>^A.\^J^,  wenn^^J: 


,   ,     )  (cos  e)  /Hj)  (cos  O)  sin  e  rf  e  =  Y—.I-  A  wenn  "  <^  ^'  '^  <  ^ 
4  jf     /       "*  '*  /    «if ' 

0 

%o  dass  einzig  die  Quadratur  nach  q  übrig  bleibt,  deren  Grenzen  sich  leicht 
bestimmen  lassen. 

Bei  dieser  Integration  nach  q  ist  aber  noch  besonders  zu  berücksich- 
tigen, ob  der  gegebene  Punkt  m  ausserhalb  des  Ellipsoids,  innerhalb  der 
elliptischen  Schale  oder  in  der  Masse  des  Ellipsoids  selbst  gelegen  ist. 

Z«ilMhrifl  f.  ÜAtheiiuUk  «.  Physik,  XViU,  3.  19 
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Im  ersteren  Falle  ist  in  den  Entnickelangen  von  FiaS  i  p,,  Bt  und 
(p„  coDstant,  nämlich  Hern  Pankte  m  ftogehörig,  und  die  Integral iom variab- 
len sind  ß,  <9  uud  tp.  Int  ziveiton  Fnlle  ist  g,  Q,  <p  constant,  nämticli  dei 
Piinkto  m  angebiirig,  und  die  iDtogTationsvariablen  sind  ^s,  &a  nnd  «p«.  lai 
letsten  Falle  endlich  legen  wir  durch  den  gegebenen  Pankt  m  ein  de 
gobenen  confocales  Ellipsoid,  dncch  das  der  gegebene  ellipsoidische  Körpe^ 
in  eine  umliilllende  ellipsoidische  Schale  nnd  in  einen  cingehiilllen  ellipti 
sehen  Körper  oder  in  eine  dergleichen  elliptische  Schale  zerlegt  wird.  liim 
Polentialfuuction  V  anf  den  jetsEigeo  Punkt  m  besteht  nun  aus  der  Samina 
der  Potentialfanclionen  des  eben  genannten  inneren  Massen ranmos,  die  s 
nach  dorn  besprochenen  ersten  Falle  bestimmen  Disst,  and  der  Potential- 
fnnction  der  umgebenden  ettipsoiJischen  Schale,  die  nach  dem  sweilea 
Falle  berechnet  werden  mnss. 

6.    Gegeben  ist  die  Potontiairnnction  einer  irgond 
wie   im    Ranmo   Terlbeiltcn   Masse   für   alle   Punkte  d 
Oberfläche    eines  Ellipsoids    in    der  Form    /"(e.  9.);    "* 
soll  daraus  entweder  die  äuBsore  Paten  tialfunctioa 
oder    die    innere    P  olcntialfuncti  011    J'i    ermittelt    war' 
den,    die   Torbandeu   sein   wUrdo,    wenn    die  die  Poteii' 
tialfnnction  /'(@,9>)    erregende  Masse  entweder  nar  i 
nerhalh  oder  nur  aneaerbalb  des  HIlipsoids  beriadli 


Indem  wir  das  Resultat  der  vierten  AuTgabe  benUlzen,  setzen  wi 

f  ^®*  »"^ = i  ^'S'  ^~  '^""- ''" '  ^""'  ®'  ■  ^^  '^" ""  ""*' + *- ""  "*' 

0   0 


>,s<ie,itp. 


[Denken  wir  nns  weiter  die  Masse,  welche  die  Pulentinlfimction  /"(©, 
erzeug!,  äquivalent  anf  die  OherflSehe  des  Cllipsoids  transponirt,  ao  ist  w 
der  Aufgabe  3)  ersichtlich  ,  dass 


+ (-1,— .«."»i._^'"i-i  fi:;,!»,]. 
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+  « W  si/1  m  9,,^r  (_  l)r  C>), .  Ä,  1 

— n  J 


wobei  allgemein 


2n 


'  •    J 


-v/  *  /  «.V   ^  w  w  N  ^Ö5  r  7  cos  M  Ya 


^/*  COS*  ly  +  ;>'  st/i*  ij 


2» 


%         /*^,  vr..v  >s#  X ,..  V         sin  vy  sin  Uta 
J  yrcos^ri+p'stn^fi 


m*\  = 


2 


yrcos^fl+p^sm^ri 
u 


^  /r  cos^  Kl  +  ;>•  sf  w*  ij 

u 

wihrend  die  £?  und  H  nnr  nnmerisclie  Wortbo  bezeichnen,  die  abhängig 
lind  von  den  Massen,  die  die  Potentialfanction  f{ß^q>)  auf  dem  Ellipsoide 
erxengOD.  Die  mit  B^  B\  C  und  C'  bezeichneten  Werthe  sind  nur  abhängig 
▼on  deno  a  oder  q  des  gegebenen  Ellipsoids  und  dem  a«  oder  qa  *  resp.  ai 
oder  Qi  des  Punktes,  auf  den  sich  die  Potentinlfnnctionen  T^,  resp.  Vi  be- 
lieben; es  sind  also  diese  Werthe  /?,  B'y  6*  und  C  vollständig  bekannt,  so 
daas  «Hein  nur  noch  die  mit  G  und  11  bezeichneten  Werthe  unbekannt  sind. 
Wir  bestimmen  sie  durch  folgende  Betrachtung. 

Die  genannten  Werthe  von  F«  und  Ff  haben  die  Form  von  Entwicke- 
Inngen  nach  Kngelfunctionen ,  sie  sind  demnach  nur  auf  die  an^gebcne 
Weijie  in  der  genannten  Form  darstellbar;  sie  gelten  ferner,  und  zwar  Va 
für  jedes  er«,  das  der  Bedingung  genügt  »a^cK<0,  und  T,-  für  ein  or^,  das 
der  Bedingung  gcntigt  or^  >or  (die  obere  Grenze  von  «i  ist  ein  bestimmter 
nameriscber  Werth),  und  lässt  man  a^  und  er,- innerhalb  der  eben  angegebe- 
nen Grenzen  beliebig  seinen  Werth  ändern,  so  ändern  sich  dabei  die  Werthe 
der  G  nnd  //  nicht.  Lassen  wir  also  cia  mit  a  und  cn  mit  a  in  den  obigen 
Wertben  von  F«  und  F^  zusammenfallen,  so  müssen  beide  Potcntialfunctio- 
nen  identisch  übereinstimmen  mit  der  angegebenen  Entwickelung  von 
f{ß*  9).  Geht  nun  bei  dem  ebengenannten  Grenzübergänge  allgemein 
m^>    io  />!:>,  ^'i:>   in  /)'^»)  ,  C«"»    in  E^^)   und  6^\">    in  £'t")    über,  so  sind 

■ocb  die  D  nnd  E  bekannte  Werthe  und  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 
G  «od  ^  erhsJten  wir  die  OJeichnngen : 
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n)  wenn  K«  gesucht  wird : 

m  2  ^^       *■  m,r  » 

— n 

0(1.)  ^!?_+!  Ä„  ^  ^^  a(«)  J^    />'(n)  . 

— n 

fe^  wenn  Vi  gesncht  wird : 

(-1)-  .  —^  9n.^%r  (-1)^  Gr  £<->. , 


« 


(-»)-•  ^'  *«=;§'  (-o-^rn:!-. 


— »I 

Die  hieraus  sich  ergebenden  Systeme  von  Gleichungen  (m  nimmt  alle 
ganzzahligcn  Werthe  von  — n  bis  +^  einschliesslich  an)  sind  aber  gerade 
hinreichend ,  um  die  Unbekannten  G  und  H  zu  bestimmen. 

Diese  eben  erlangten  Systeme  linearer  Gleichungen  vereinfachen  sich 
noch  wesentlich  dadurch,  dass  die  Coefficienten  D  und  E  verschwinden, 
wenn  nicht  zugleich  mund  r  gerade  oder  ungerade  ist.  Aus  diesem  Grunde 
können  auch  von  vornherein  die  in  den  Gleichungen  unter  b)  beiderseitig 
vorkommenden  Factoren  (—1)*"  und  (— l)*"  als  gleichwerthig  ohne  Weiteres 
weggelassen  werden.  * 

Durch  die  Lösung  dieser  Aufgabe  6)  ist  der  Lehrsatz  S.  289  /.  c.  für 
ellipsoidische  Niveauflächen  bestätigt. 

Die  Ermittelung  der  Functionen  Va  und  Vi  durch  /'{S,tp)^  wie  sie 
eben  angegeben  wurde,  stellt  zugleich  die  Lösung  des  thermostatischen 
Problems  für  ellipsoidische  homogene  Körper  dar,  denn  denkt  man  sich 
f{S^  q>)  als  die  gegebene  Temperatur  der  Ellipsoidoberfläche,  so  ist  F«  die 
Temperatur  desjenigen  Punktes  im  Innern  des  EUipsoids,  auf  den  sich  Vi 
als  Potentialfunction  beziehen  würde.  Ist  dagegen  in  einem  irgendwie  ge- 
staltet^homogenen  Körper  eine  ellipsoidische  Höhlung,  und  stellt /"( 9,  gp) 
dar  die  Temperatur  in  den  einzelnen  Punkten  der  die  Höhlung  begrenzen- 
den Fläche,  80  ist  Va  proportional  der  Temperatur  desjenigen  Punktes  des 
gegebenen  Körpers,  auf  den  sich  V^  als  Potentialfunction  beziehen  würde; 
Letzteres  freilich  noch  unter  der  Bedingung,  dass  das  den  gegebenen  Kör- 
per umgebende  Medium  in  thermischer  Beziehung  mit  ihm  identisch  ist. 

Durch  die  Lösung  dieser  Aufgabe  6)  können  wir  zugleich  auch  das 
Problem  der  äquivalenten  Massentransposition  für  ellipsoidische  Körper  als 
gelöst  betrachten,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  gegebenen  Massen 
iquivalent  auf  die  Ellipsoidoberfläche  zu  transponiren.  Ist  nämlich  eine 
•olehe  äquivalent  zu  transponirende  Masse  gegeben ,  so  ist  damit  auch  ihre 
?oteDtialfnnction  bekannt,  folglich  auch  der  Werth  /*(6,  9),  den  diese  Po- 
«stialftiiietion  für  die  Punkte  der  Ellipsoidoberfläche  annimmt;  damit  aber 
9eh  der  eben  dorcbgefUbrien  Rechnung  atieVi  \m  Stande^  die  Po- 


Von  Dr.  Th.  Kötteritzsch.  279 


'  -■••^••^-^s^s^-»»-»^.^.^,***,^.^^ 


tentialfuDCtioDen  Va  and  Vi  anzugeben,  die  die  äquivalent  auf  die  Ellip- 
soidoberfläcbe  transponirten  gegebenen  Massen  erzeugen.  Kennen  wir  aber 
von  dieser  transponirten  Masse  V^  und  F^ ,  so  giebt  die  Gleicbung  7),  S.281 
I.e.,  die  Dicbtbeit  q  dieser  Masse  auf  der  Ellipsoidoberfläcbe  selbst  in  der 
Form 

Die  weitere  Hecbnung  selbst  ist  ganz  analog  der,  welcbe  bei  der 
Lösung  der  vierten  Aufgabe  ausgeführt  wurde. 

Auf  diese  Aufgabe  der  äquivalenten  Massentransposition  werden  wir 
von  anderer,  wirksamerer  Seite  wieder  zurückkommen. 

(Fortsetzung  folgt.) 


Beziehungen    zwischen    dem    Modul    der    elUptiachen 

Functionen  uod  deu  luvariautea  der  biquadratiachen 

binären  Form. 


Dr.  Felix  Mlllek 

in  Berlin. 


elliptische  Differentiat  ^^=  kan"  so 

Iiirch  soldie  zweiten  Grades  Aufdie  L  e 
Die  betreffeoden  Formeln  btit  Herr  ^ 
über  elliplischo  FiinctioucQ  gegeLen 

■fce  dea  Herrn    S  ctiellb  ach  :    „Die 


ivobi  durch  lineare  Snbslitntl^ 

gen  dre 'sehe  Form  gebr« 
Veicrstrass  in  seiuoa  V« 
,  und  tiind  dieii«lboii  aucb  f 
den  ellipliic 


Leh 


lesi 

det 

Integrnlen  uüd  den  Thetafuuctionon",  Abscbailt  Xlll,  veroO'cDtlic 

den  Formeln,  welche  den  Modul  A'  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung  drl 

ten  Grndes  is'—g,jS—g^^=0  auadrUckea,  fliesst  eine  AiiKabl  von  Relatio 

zwischen  dem  Modul  und  den  Invarianten,  auT  die  ich  bei  der  Beschaftigni 

mit  dem  TraDüfornintionsproblem    der  elliptischen  Functionen  (besonder» 

mit  der  Herleitung  der  Invariantanrolationen,  welche  den  Jaco 

Modnlarglcichungcn   eulsprecheu),    gostossen  bin.     Da   diescibcu    für  dtö  , 

Theorie  der  clliptiaehen  Functionen  überhaupt  von  Wichtijjkeit  sind,   m] 

erlaube  ich  mir,  sie  im  Folgenden  zusammenzustellen. 

Enter  Fall. 
•       Die  Wuraeln  der  Gleichung  i^  —  gj3  —  g^  =  0  seien  alle  drei  r«all. 

Wir   bezeichnen  diese  WiirzelD  mit  e,,  e^,  c,  und  nehmen  ma, 
e^'^e^'^e^  ist.     Dann   wird    bei  einer  Tranaformaliou  eweilea  GraJsSpl 

==.  in    ,..        ^z= . 

,  Ar*  durch  die  drei  Wurzeln  ausgcdTÜckt  lauten  ;  '* 


welche  das  Differential  ~- 
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P^^^«^»^^^^^^»^  .    ^«^S^  ^^-•-^,^  .X*.^^,^  ^^  ^  ^  ^  ^""^    '  ^  .'  ^  ^  ^  . 


teDtialfanctionen  F«  and  Vi  anzugeben,  die  die  äquivalent  auf  die  Ellip- 
soidoberfläche  transponirten  gegebenen  Massen  erzeugen.  Kennen  wir  aber 
von  die&er  transponirten  Masse  F^  und  V^^  so  giebt  die  Gleicbung  7),  S.281 
I.  c. ,  die  Dichtheit  ^  dieser  Masse  auf  der  Ellipsoidoberflächo  selbst  in  der 
Form 

Die  weitere  Rechnung  selbst  ist  ganz  analog  der,  welche  bei  der 
LödUDg  der  vierten  Aufgabe  ausgeführt  wurde. 

Auf  diese  Aufgabe  der  äquivalenten  Massentranspositiou  werden  wir 
▼OD  anderer,  wirksamerer  Seite  wieder  zurückkommen, 

(Fortsetzung  folgt.) 


Beziehungen  zwischen  dem  Nfodnl  etil. 


Erhebt  men  jotzt  tlie  Gloichnng  6)  in  die  dritte,  die  Gleichung  7)  fai  dti 
zwüilo  I'utenz  und  dividiit  buida  durch  einander,  ea  crgiobt  sieb  fulgeudi 

Relation  zwiscUon  der  absoluten  Invariante  — ~  und  dem  Mudnl  A*: 

'  27  s,3«       (1  +  A»}*  .  (2  -  ft»)*  .  ( l  -  2  /.■*)'■ 

Ks  ist  dies  dieaqlbe  Relation,  welche  Herr  Ctcbach  (Thuorie  der 
algubraibcliou  Forwcn,  8.  169)  aaT  anderem  Wego  bcrgcleilot  hat.     k*  it4 
uicbtü  Anderes,  als  dau  durt  luit  o  bczoicbnotc  UoppclvorbältniAii,  i 
l^j  ial  I,  rur  ^g^  ist  j  zu  setzen. 

Mau  sieht  sofort  aus  der  Glrivliutig  8),  dass  der  Werlh  der  Bbaolnt«^ 
liiv.iriantu  ungoandert  hieihi,  wenn  man  für  W  seist: 

Wir  formen  die  Gleichung  8)  noch  etwas  um,  indem  wir  auf  b«idc 
Seiten  I  uublrahiren.    Dadurcb  ergieht  bicb  die  elegaule  Gleichung: 


''  V-iTffg^     7      (i  +  A")" .  (a  -  A»)» .  (i  ^  aA» 


aA»)«" 

Natürlich  bleibt  auch  dieser  Ausdruck    uugeKuderl   Tür  die   angegebmi« 
äubstilulioneu. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  2)  lassen  sich  ebenfalls  durch  k'  and  da 

Uuotienteu  ^  ausdrücken.    Man  erhält  nämlich  durch  Division  der  Gleit 

urigeu  f^)  und  7)  uud  der  analogen  6')  und  Y] : 
I      _^33  i_A»+A* 


■{l  +  A*)(i-aA»)- 
M?  1  —  A'  +  A* 

?i  ■  (H-A»}{2-ft*)' 
\g,  l_A»  +  A* 


'    '  y»  ■(2-A*){l-2A')- 

Vergleichen  wir  diese  Werthe  mit  den  von  Herrn  Clebsch  (a.  a.  O.  8. 17) 
gefundenen,  so  sehen  wir,  dass  die  drei  Wurzeln  f^,  p»,  e^,  resp.  den  Wni 
aelo  ifi ,  m",  m  daselbst  entsprechen.  iJurch  Multiplication  der  drei  GrS* 
sen  10)  ergiebt  sich  wieder  die  Gleichung  8),  die  übrigens  auch  durch  Mtil 

tiplicatinn  der  für  -^,     -^,    -~  eefundenen  Ausdrücke  hätte  gewooni 
4e^^      4f,'      4Cg*  "  * 

werden  küunen,  da  16 .  C^*C^e,*  =  g^  iirl. 


Durch  die  Gleichung  8)  war  die  ' 


9/ 


Ofilimtnt  >lmch  A-;  will  raau  utiigekp\\tl  k*  Ä\«v:.\i  bto  i^«'g&benfls     -'—  bi 
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stimmen,  ao  erscheint  dieses  Ar'  nach  Gleichung  8)  als  Wurzel  einer  Gleich- 
luig  sechsten  Grades.  Diese  Gleichung  lässt  sish  aber  auf  folgende  Weise 
in  eine  sehr  einfache  Gleichung  dritten  Grades  verwandeln.    Wir  setzen 


80  wird  nach  Gleichung  0) 

k^  (.1  —  Ä*) 


a  = 


rormns  folgt 

2o  2a 

Dorch  die  Substitution 

l      .b)  A»=V  +  ^ 

gebt  aber  dieselbe  Über  in 

*  12«'.       ^    ^     108  «3 


Nun  itft  aber 


3 


folglich  erhält  man 


27««+ 1  =  -^, 
27^/3'' 

k^^jl-    Al-+-?'i     -i_-0 
^         27  ^3'*  12  «'^27  ^3'    108  «3 

Setsen  wir  noch 

e)  3A:j'a  =  ft, 

so  erhalten  wir  schliesslich 

*     27  0^3«  *     27^3' 

Fasat  man  die  Substitutionen  a),  b),  c)  zusammen ,  so  ist 

Ä'=  + l^^l}. 

11  )  — 


ni^i}  - ') 


g  3 

Za  jedem  Werthe  von  — '  „  eiebt  es  sechs  Werthe  /f',  und  wir  wissen  aus 
•^  27  0^3'  ^ 

dem  Obigen,  dass,  wenn  man  einen  Werth  A'  hat,  die  Übrigen  die  Form  -7^, 


'       ^'   1- 


1  Ä«  -  1  k^ 


haben. 


k*'      k^    '  A«-l 

3 


Beispiel,   fi'g  ==  84,  (^3  =  80,  also  -^^  a^.sj"«'    ^"**  ^^"^  Gleichung  11) 
Mgtela  Wertb  Jf=ji,  mithia  ist  >^-=.  j.    Die  übrigen  VJ  e^tVXi^  av\i^\  ^, 
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•rf>ir  ^>^^^  ■j'^  . 


I,  |,  —  2,  —  |.   Die  Wurzeln  der  Gleichung  4*^  —  84«  —  80s=0  sind  «^  =  5, 
e^=  —  1,  ^3=  —  4 ,  und  daraus  hat  man  ebenfalls  Af*=  -^ — —  =  4. 

Zweiter  Fall. 

Die  Gleichung  As^  —  g^s  —  ^3  =  0  hat  eine  reelle  and  zwei  ima^n&re 

Wurzeln. 

In  diesem  Falle  lässt  sich  nur  eine  Transformation  ersten  Grades  an- 

ds 
wenden,  um  das  Differential  -j; —  .        in  die  Legeudre*  sehe  Form 

V^s^  —  giS—g^ 
zu  bringen.     Es  sei  e^  reell  und  c^y  e^   seien  imaginär;   dann  mnss  man 
setzen :  * 

12)                                    ^«^/^"^"^■"A~g2^ 
und  5  =  e,  +  l/(e.  —  e^)  (e.  —  c«) .  -—, ,   wodurch  ===  in 


übergeht. 

Aus  der  Gleichung  12)  erhält  man  durch  Quadriren: 

3^1 


4  V^Lp-i^ln  * 


4^3e>/^-i(7,  *      4K3e.2-i(72' 


und  hieraus 


13)  A  =  4  -  


Ferner  ist 

folglich 
14) 


3<?,^  (l->2A-2)«  (1-2^) 


^  — 4__^ 

J73       1+32A^  — 32A^ 


2 


Die  absolute  Invariante  wird  also 

j,,^    _  (I-IOA^+ICAY 


27  j;/  ~  ( l  +  32  A"  -  32  A^)^  .  (1  -  2  A«)« ' 
woraus  noch  folgt : 

1   (  Oi     _  \___  4A«(1-A*) 

'"^  '^27  33^      V~      (1  +  32  A^*  -  32  AO^  (1-2 *>>)*■ 

Durch  Divisiuu  von  13)  uud  14)  erhält  man 
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^'^  Qa  '  1  +  32^2-32^ 


e 
Femer  setzen  wir 

80  ergicbt  sich  aas  3) : 

,      __?^3    1  — iO^^  +  10^ 

Da  ferner 

ul,  so  erhält  man  uacb  leichter  Umformung  der  Gleichung  12) 


also 

_   ,   9^3    (1  -  16^^  +  lük^)  .  Vk^  (1  -  k^) 
*»"'—  ^,   •      (1  -  2^2)  (1+32Ä«- 32^4)    • 

Die  drei  Wurzeln  e,.,  e^,  ^3  nehmen  also  die  Gestalt  an: 


3^,    I  — lOÄ^  +  lÖÄ^ 


*       ^2  '1  +  32A*  — 32^*' 
^  1'""        ^2   '1+32^2-32)1* P  1-2^2     (' 

^""        ^2*1  +  32 A-^  -  32>|*  ■*"  "*        1-2  A« " 

Dorch  Mnltiplication  dieser  drei  Werthe  resultirt  wieder  die  Gleichung  15), 
dm  e^e^e^==\g^  ist. 

Nun  wollen  wir  die  Gleichung  für  k^  herleiten.    Aus  16)  folgt,  wenn 
wir  z.  A. 

^«     —  l  =  27a» 


27  (73' 
setzen : 

2„    /         -  4^2(1 -A'^) 


a"  = 


(1  +  32A*  —  32  Ä*)*^  (1  —  2Ä-2)2' 
und  diese  Gleichung  verwandelt  sich  durch  die  Substitution 

a)  l-2Ä»=A 
in 

64  a^  "*"  64  «= 

welche  wieder  durch  die  Substitution 

b)  A»  =  «  +  | 
auf  die  Normalform 

04  a^  256  a* 


*''-|i*  +  -^:T^A^  +  .l/.^  =  o, 
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gebracht  wird.   Setzt  man  hier  den  Werth  für  o*  wieder  ein,  so  erhtit  man 
schliesslich: 

9%^  9%^ 


18)  9? /"^y      x»  +  l-        /^    ^  =  0> 


6  _ 
IT 


♦  (if^^  ■"  V  **  \2l\^ ""  7 


Hat  man  hieraus  $t  gefunden ,  so  ergiebt  sich ,  vermöge  der  Substiiaiionen 
<^))  b)i  ^  durch  die  Gleichung: 

18)  (1-2Ä^J«  =  «  +  |. 

Beispiel:    0^2  =  —  6,  ^3=  iO,  also  -^^=  —  ^^.     Aus  der  Gleich- 

ung  18)  ergiebt  sich  ein  Werth  ft  =  —  J  ,  also  Ar*  =  ^  +  J  ^2.  Die  Wnrseln 
der  Gleichung  45^  +  6*—  10  =  0  sind  ^^1  =  1,  ^2  =  *"  4  + 5'»  ^5  =  ""  i""  4*" 


Zum  Schluss  wollen  wir  noch  diejenigen  Werthe  von  Ar*  znsammeo- 
stellen,  welche  besonderen  Werlhen  der  Invarianten  entsprechen. 

Da  für  diesen  besonderen  Werth  der  absoluten  Invariante  stets  zwei  War- 
zeln  der  Gleichung  4 s^  — ^2 5 —  ^3=  0  einander  gleich  sind,  so  haben  wir 
es  nur  mit  dem  ersten  Falle  zu  thuu.  Die  Gleichung  9)  lehrt,  dass  hier 
entweder 


oder 


oder 


^2=1,  d.h.£?,=6„=-^.ß3=^^ 

'  '  2^2        '         9i 

Ä»  =  0,d.h.P3  =  e2  =  -— »  ^i=  — , 

'       '  2(72      '       9t  ' 

'        '  2^2      ^       0^2 


B)  ^2=Ö»Ö'3<0. 

I>a  ^i  =  |/i^i  ^2=i|^I^(-  1  +»■'^3),  ^3  =  if^i7.(-  1  ~«^3),  so  kommt 
hier  der  zweite  Fall  in  Anwendung,  und  die  Gleichung  13)  giebt: 

16Ä^— 16Ä«+l=0,     also  A-«  =  4+ ^KäT. 

C)  ^3  =  0»  ^2>0. 
Alle  Wurzeln  sind  reell,  und  entweder 

ä2  =  -  1,  d.h.  e^^lVg^^e^^-^Vg^,  63=0, 
oder 

A^=2,  d.h.  ^1=0,  e2=\Vg^,e^=  — \V9<^, 
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«---**«»  ■••*/'.^'%ir*'*-.-.^V/»«r   .^•^^.'Sm'^^*^.^^ 


oder 

Ar*  =  i,  d.  h.  e^  =  ^Vg^,  e^=»0,  ^3  =  -  ^Vg^. 

Hier  ist  €^=0,  e^=  -  V—g^,  ^3  ^  "  ?  '^"^»  "'»^  ^*  =  4- 

E)        5^5  =  0,  ^j,  =  0. 
Es  i«t  e^=se^  =  ^s  =  0,  und  Ar*  genügt  der  Gleichung 


XI, 


Erzeugnisse  krumm-projectivischer  Gebilde. 

Vnn 

MllJNOWSKI, 
ti^mnnaUlleliTor  in  Tilsit. 


Auf  einem  Kf'gclsclinitt  K  sei  ilie 
der  Panktinvolution  -J,  A,  B,  ff,  C,C,.. 
ABC...  cnlepricbt  ein  Piinlitpant  de: 
Paar  A,  A,,  uod  umgekehrt,  jedem  Pu 


'imktreihe  ABC. .  X  projeclivisch  i 
X,X„  d.  h.  jodem  Punkt  dor  Bei) 
Tnvoliilion,  also  dem  Punkt  .4  di 
ikt  J,  oder  A^  wieder  jener  Punkl  . 


Uio  Doppelpunkte  der  invalntorischcD  Ponktreibo  seien  V,,  f^',,  und  ibni 
entsprochen  t'lf,  welche  Punkte  (vergl.  Weyr,  Theorie  Jer  inehr<lenligl 
geometriechon  Elementargebilde)  die  Verzweigungspnnkte  der  Beih 
ABC...  heissen.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Pnnktc  detr  beide 
projeclivischen  Punktreilien  umhüllen  eine  Cnrve,  deren  CIhsso  «unlclii 
bestimmt  werden  soll.  Zu  dem  Zweck  wühle  mnn  einen  beliebJgcD  Pnnl 
Pund  ziehe  PA,  PD,  PC...;  diese  Strahlen  mögen  Ä'  noch  in  ÄSS- 
treiTen,  dann  ist,  wenn  man  mit  0  einen  heliebigcn  Punkt  von  Ä'  beseicbne 
das  StrablenbUschel  Q{AnC...)  projeclivisch  mit  dem  Büschel  (> {«©6  ...; 
ÜaseTHtercstebttnprojeclivischerI)e:!iehnngmitdcrInvo1ution()(jl{.4|ff|£,^ 
nnd  daher  ist  dasselbe  mit  dem  aweiton  Büschel  der  Fall.  Die  LJoiei 
welche  die  Pnnktc  A,.t,,  B,  B,,  C,C,...  der  Involution  verbinden,  solmd 
den  Rieb  in  einem  Punkt  /7und  bilden  ein  Strahlenbüscbcl,  welcbos  mit  da 
Strableninvolnlion  in  p  und  daher  auch  mit  dem  liüschel  (>(9(ffi6...)  ti 
projectiviscbor  Beniebntig  steht.  Von  den  beiden  Büscliela  //  {A,  B,  C, ..,, 
und  Q  (9133€...)  wird  ein  Kegelschnitt  ß  erzeugt,  welcher  K  ausser  in  ( 
noch  in  drei  Punkten  5lll9l!!tt  scbneidet.  Mit  diesen  müssen  drei  autsprft 
chende  Punkte  M,  N,  R,  zusammenrallei)  und  da  die  Strahlen  P-Sl,  P%  PS 
den  Kegelschnitt  Ä' noch  in  jl/jVfl  schneiden,  so  sind  sie  die  von  P  «n  di 
Vmhll}]angscarve  zn  ziehenden  Tangenten.  Dieselbe  ist  als"  von  der  it^ 
tea  Claeae  und  werde  mit  t",  bexeic\ino\.  —  'We»\  K  mw4  %  i\Oi\  las-,« 


r  Ermeogni«««  kramm  •  projecUviaefaer  Gebilde.   Von  MitmowsKi.    289 


p  tniDileBtena  in  einem  reellen  Packt  tchneideo,  so  folgt,  dass  von  jedem 
|kt  P  sich  entweder  eine  nder  drei  reelle  Tangenten  an  C,  liehen  lassen. 
\  Aach  »iif  Tülgcnde  Act  Iftaat  bicIi  die  CUsse  der  Curre  bestimmen. 
Lb  Q  and  Q,  zwei  entsprechende  Fnnkte,  so  scbneidcn  sieb  die  Strablen 
r  and  QX,,  QX^  bei  der  Veränderang  ¥on  X  in  den  Pnnkten  eines 
IjelsefaniU«  (E;  denn  Aas  in  Q  entstctieudo  Bilscbel  ist  mit  der  Strnlilen- 
bnlion  in  Q  m  projectivisclier  Bezichniig  und  beide  Büschel  haben  im 
iMnBebaniiciicn  Strahl  QQ^  zwei  cntspreclicndo  Strahlen,  g  und  K 
btiiden  sich  ausser  in  Q  noch  in  drei  l'unktan  S,  E",  F',  in  deren  jedem 
Ei  pnt8l>rechcDdG  Punkte  ßD„  EE,,  Ff,  zDsammenrallon  miiSHou.  Ziobl 
L  »OD  einem  beliebigen  Punkt  /'  den  Strahl  PX, ,  welclier  A'  noch  in  -V, 
beidct,  darauf  QX,  nad  OX',,  welche  Linien  g  in  |,^,  troffen,  und 
pesalich  ^,  |,  und  Q,^,,  so  liefern  ihre  Durchschnitte  mit  K  die  den 
Lkten  J",  .1",  entsprechenden  Punkte  XX'.  Bei  der  Veränderung  von 
bmhilllt  der  gtmht  XX'  einen  Kegelschnitt  U,  weil  durch  keinen  Pankt 
■r  ab  swei  solclier  Linien  gehen  körnten.  Denn  würden  mehr  nla  zwei, 
n  die  drei  AA',  BB",  Clf  durch  einen  Punkt  gehen,  so  wMren  die  sechs 
Lblen  P,  {AA  B0CC)  in  Involution;  sie  wUrden  g  in  a,a,p,ß\y,y\ 
■•Q  und  es  mUsste  Q,  auf  g  liegen,  da  jeder  Funkt  von  g,  mit  den  lolz- 
I  »edi>  Paukten  verbunden,  ein  involatoriaches  Strahloubüschel  liefert 
B  «iHserhalb  6  Punkte  vou  dieser  Eigensi-haft  nicht  vorhanden  sind. 
I  0,  nicht  auf  g  liegt,  so  können  anch  nicht  drei  Linien  .VA"  durch  einen 
Lkt  gehen.  Demnach  nmhilllon  alle  Linien  X.f' einen  Kegelschnitt  U. 
mm  Linie  PX,  entspricht  eine  XX'  und  umgekehrt,  daher  ist  dua  Strah- 
■iblUehel  PX,...  iu  prujectivischer  Beziehung  mit  dem  Tangeatenbiischel 
|j'....  Beide  erzeugen  (vergt.  Schröter,  Crelle's  J.  Bd.  M)  eine  Curvo 
febter  UrdQung  mit  dem  Doppelpunkt  P,  welche  K  ausser  in  den  drei  Dop- 
vlpmiktcn  0' E F'  noch  in  drei  Punkten  schneidet,  deren  Verhindmigs- 
fcitn  mit  P  die  Tangenten  geben  ,  welche  sich  von  P  *n  C,  ziehen  lassen. 
I  Noth  auf  folgende  Art  lässt  sich  die  Classe  der  Curve  bestimmen. 
|b«8lf»hl  PX,  schneide  Ä  noch  in  X\,  die  Strahlen  QX,  nnd  0,X',  tref- 
p*  wh  in  5-  Wenn  /".V,  sich  um  /'dreht,  so  erzeugen  die  projccti  vischen 
P»»U6iiba«hQlOX,  ...  und  f',.V', ...  einen  Kegelschnitt  ÜB,  welcher  den 
P«W«  Senanalen  Kegelschnitt  6  ansser  in  Q,  noch  in  drei  Pnnkten  schnei- 
■*"•  I«t  1)  einer  dieser  Punkte,  so  bestimmen  die  Strnhlen  (tij  \mAQ,ri  auf  A' 
■sw^Plokte,  deren  Verbindungslinien  eine  Tangente  der  Umhüllungscnrve 
l«tDä  J,„h  p  gL-ht.     Es   giebt  daher    durch  P  nur  drei  Tangenten   an 

I  J«Jflm  Pnnkt  P  enlspilcht  ein  Kegelschnitt  TO.  Bewegt  sich  P  anf 
|*»Oet«den  Ö  und  sind  G,  C,  ihre  Schnitlpnnkto  mit  K,  so  haben  alle 
l%tl«liBilie  aR  die  Punkte  ifQ,  und  die  Schnittpunkte  von  QG,  mit  Q,  O', 
W^^,mi  Q,(i,  gemoingchaftlith.    Die  Kegelschnitte  iffi  bilden  aV»«  ft\Ti 


**)■  So  »ft  eiaer  Jieser  Kegelschnitte  a 


1  £J|  den  K<;ge\BB.\iBj 
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schneidet,  soviel  Tangenten  lassen  sieb  von  dem  entsprechenden  Punkt  P 
an  C,  ziehen.  Wenn  also  ein  Kegelschnitt  SDl  den  (S  berührt,  so  lassen  sich 
von  dem  entsprechenden  Punkt  P  nur  zwei  Tangenten  an  C,  ziehen.  Da 
aber  alle  Kegelschnitte  3R  ein  Büschel  bilden  und  der  eine  Basispunkt  Q^ 
auf  (S  liegt,  so  giebt  es  vier  Kegelschnitte  des  Büschels,  welche  S  berüh- 
ren, also  auch  vier  Punkte  auf®,  die  zugleich  auf  C,  liegen,  oder  C,  ist 
von  der  vierten  Ordnung. 

Um  den  Berührungspunkt  auf  einer  Tangente" ^^t  zu  finden,  nehme 
man  A  und  A^  zu  Scheiteln  der  Büschel  A  (^AxA^...X^X^  uud  A^  {^A,..X\ 
welche  einen  Kegelschuitt  9i  erzeugen,  don  Rcductionskegelschnitt 
des  Punktpaares  AA^^  da  im  gemeinschaftlichen  Strahl  AA^  zwei  entspre- 
chende Strahlen  zusammenfallen.  Ist  B^  der  dem  A^  unendlich  nahe  Punkt 
auf  K  und  schneidet  AB^  den  Kegelschnitt  SR  in  /3,  so  trifft  ^, /?  den  K  im 
entsprechenden  Punkte  B  von  B^ ,  welcher  dem  A  unendlich  nahe  liegt. 
Die  Tangente  BB^  schneidet  dann  ^^i  im  Berührungspunkte  jS'.mit  der 
Curve  Cj.  Für  diesen  Fall  werden  AAißß^  vier  harmonische  Punkte  und 
wir  folgern: 

„Auf  jeder  Tangente  AAi  trennt  der  Berührungspunkt /J'  die  Punkte 
A  und  Ai  von  dem  Schnittpunkte  dieser  Tangente  mit  dem  Rednctions- 
kegelschnitt  des  Punktpaares  AA^  harmonisch.^* 

Die  Doppelpunkte  der  Punktreihe  auf  IC  und  der  ihr  projectivischen 
Punktinvolution  waren  D'  E^ F\  Im  erstercn  fallen  die  Punkte  Z>  uud  2>, 
zusammen.  Da  der  Rcductionskegelschnitt  dieses  Pnnktpaares  sich  auf  den 
Punkt  />'  reducirt,  so  muss  der  Berührungspunkt  der  Tangente  />/>,, 
welche  zugleich  Tangente  an  K  ist,  mit  dem  Punkte  />'  zusammenfallen,  d.h. 
0^  und  K  berühren  sich  selbst  in  B'  und  ebenso  in  E*  und  F\  Also : 
„Die  Curve  C,  berührt  K  in  drei  Punkten." 

Von  jedem  Punkte  von  IC  lassen  sich  an  C^  drei  Tangenten  ziehen, 
von  den  beiden  Verzweigungspunkten  Fund  fF  aber  nur  zwei,  weil  in 
V  F|,  und  W  fr„  je  zwei  Tangenten  zusammenfallen.  Die  Punkte  F  und 
W  liegen  also  auf  (7„  d.  h. : 

„Die  Curve  C,  schneidet  IC^  ausser  dass  sie  ihn  in  drei  Punkten  be- 
rührt, noch  in  zwei  Punkten." 

Jeder  Punkt  von  IC  kann  sowohl  zur  Reihe  ABC,,,,  als  zur  Involution 
A^AtB^B^CxC^,,,  gerechnet  werden.  Liegen  also  in  einem  Punkte  die 
Punkte  T^i  und  ü  vereinigt,  so  entspricht  ihm  sowohl  ein  Punkt  7,  als  auch 
ein  Punktpaar  U^  U^  der  Involution.  Es  bleibt  zu  untersuchen,  ob  es  nicht 
einen  Punkt  giebt,  dessen  entsprechende  Punkte  wieder  zusammenfallen. 
Die  -Verbindungslinie  zweier  solcher  Punkte  wäre  eine  Doppeltangente. 
'Nehmen  wir  an,  es  gäbe  eine  solche  Doppeltangente  R R^  und  es  fiele  mit 
R  der  Punkt  5|  zusammen,  so  müsste  der  ihm  entsprechende  Punkt  S  mit 
Jli  Bnsammenfallen.  Die  Verbindungslinien  der  Punktpaare  der  auf  K  ge- 
Smbeoen  Involaüon  iSC&Dejden  sieb  in  IZ  und  bilden  ein  Büschel,  welches 
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^elcber  A*  in  Jen  drei  Doj.pelpunkten  1/ Ef  F' 
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liscbe  Pnnkle,   und  zwar  35/7  und  iri  zngeord- 
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mit  1^,  so  sind  fl/T.Jo  auth  vier  harmonische 
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«irt  werden  kann,  ao  findet  tnan  J  als  Schnitipunkt  von  |»;  oder  E' F'  mit 
rPoIar«  von  e;  dann  ist  of  eine  Doppeltangente.  —  Um  diese  zu  cen- 
Biren,  »Jebe  man  ////  und  nenne  die  Schnillpnnkle  dieser  Linie  mit  A' 
JniK  f"/"' beniiglicb  3>  nnd  I,  bestimcie  denjenigen  Punkt  c,  welcher  t 
I  0  und  9  barmoniach  trennt,  censtruiro  die  Polare  von  <s  bezJiglicb  A' 
i  Benno  [  ihren  Schnittpunkt  mit  E'F',  «0  ist  oj  eine  Doppelinngente 
iltigiebt  keine  iweito.  Die  wirkliche  Construction  der  Doppeltangente 
Irie  auf  dem  angegebenen  Wege  sehr  weitläufig  sein ,  weil  zunächst  die 
ihff  D'S'f  heslimmt  werden  müssen  und  man  diese  nur  als  Dnrch- 
nitte  der  Kegelschnitte  A  und  S  erhalt.  Deshalb  mag  hier  noch  eine 
Ine  Cnnstrnctinn  erfolgen.  Ist  wieder  RR,  die  Doppeltangonte  und  fillU 
«JtR  ziisamtneu,  so  liegt  in  R,  noch  S.  Verbindet  man  «wei  Pnnkto  A 
i  A,  nnd  verlängert  die  Verhiudiingulinie  bis  zum  Durcbsebnitt  mit  RR, 
n, lieht  man  feiner  in  A  und  J,  die  Tangenten,  «eiche  sieh  in  9t  schnei- 
»,1.0  geht  die  Polaro  von  a  bezüglich-Ä'  durch  9t.  Die  Schnillpunkte 
»dgron  JR  und  /l,fl|,  .JS  und  A,S,  liegen  auf  dem  Koductionskcgel- 
teilte  k,  des  Pnnktpnares  ^<4,  nnd  zugleich  aur  der  Polare  dos  Punktes  a 
Bwng  anfff,  also  liegen  St9i@  in  einer  Geraden.  —  Die  Linien  2t^  nnd 
\  mügcQ  eich  in  9,  schneiden,  so  ist  ÜI^  ein  bekannter  Punkt ;  denn  zieht 
»diireh  a  beliebige- Strahlen ,  welche  k,  in  31'©',  dl"®"-.,  schneiden, 
«f^S",  A®',  A^".  A®"..;  welche  Strahlen  Ä"  noch  in  R'S',  R'S"..., 
laai  dicüC  Punktpaare  in  Involution  (weiM  ein  Schnittpunkt  von  Ä,  nud 
•1  ud  die  Geraden  R'S',  B"S"...  schneiden  sich  in  einem  Punkte  'S,. 
»  pBoki  A  ist  ein  Doppelpunkt  der  Involution  B'S". . . ,  also  muss  9t,  auf 
iTiDgenIfl  In  j4  an  A',  d.  h.  auf  der  Linie  ^A  liegen.  Nimmt  man  den 
iictiontrk egelschnitt  A-,  von  A  und  ^„  so  bleibt  der  Punkt  91,  "ngeSnderf. 
Ita  durch  ?l  gezogenen  Strahle  werden  zwei  Strahlen  in  91,  entsprechen, 
Idt  vaa  nSmlicb  durch  91  einen  beliebigen  Strahl,  welcher  /t,  in  9{'®' 
'*!  in  SR',©',  schneidet,  ao  treffen  die  Geraden  Aiü',  A®',  A?fi',,  A&\ 
I  K«ge!.chnitt  Ä*  noch  in  /CS",  fi',S;  und  beide  Linien  ItSi\ftiK,S, 
»  Ar/cA  ar,.    £a  eatslehea  also  in  diesem  Punkte  zwei  ^itQjet\X'»\RiVo 


ibJ-^ik.  XVitI,  It, 


Vi 


292  Erzeugnisse  krumm  •  projectivischer  Gebilde. 

Strahlenbüschel,  deren  Doppelstrahlen  ^t^^  und  die  Dopp^ltangente  sind. 
—  Man  kann  anch  den  Rednctionskegelschnitt  der  Punkte  B  und  B^  be- 
stimmen, auf  der  Tangente  in  ^  an  Af  den  dem  Punkte  91)  analogen  Punkt 
IBi  aufsuchen  und  %^  iBi  ziehen,  so  ist  diese  Linie  auch  die  Doppeltangente. 
Fassen  wir  die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  folgt: 

„Befinden  sich  auf  einem  Kegelschnitte  JP  die  Punktreihe  ABC...X 
und  die  Punktinvolution  AxAxB^B^C^C^,,,X^X^  in  projectivischer  Be- 
ziehung, so  umhüllen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  eine 
Curve  dritter  Classe  vierter  Ordnung  mit  einer  Doppeltangente,  welche 
den  Kegelschnitt  K  in  drei  Punkten  berührt  und  in  zwei  anderen 
schneidet/' 

Ist  C,  eine  Curve  dritter  Classe  vierter  Ordnung  und  K  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  dieselbe  dreifach  berührt,  nimmt  man  die  drei  Berührungs- 
punkte DDxt  EEij  FFf  und  die  Schnittpunkte  RS^  und  BfS  der  Doppel- 
tangente mit  AT  als  Elemente  einer  einfachen  Punktreihe  D^/'i^ 5...  und 
einer  zu  ihr  projectivischen  involutorischen  Dt  Et  ^\  ^i  '^i  t  so  ist  durch  diese 
fünf  entsprechenden  Elementenpaare  die  projectivische  Beziehung  vollstän- 
dig bestimmt.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  umhüllen  eine 
Curve  dritter  Classe  vierter  Ordnung  mit  einer  Doppeltangente,  welche  die 
gegebene  in  drei  Punkten  berührt  und  mit  ihr  dieselbe  Doppeltangente  hat. 
Beide  Curven  fallen  also  zusammen.    Daraus  folgt: 

„Die  Tangenten  einer  Curve  dritter  Classe  vierter  Ordnung  schnei- 
den einen  dreifach  berührenden  Kegelschnitt  in  einer  einfachen  und 
einer  involutorischen  Punktreihe,  welche  in  projectivischer  Beziehung 
sind." 

n. 

Wenn  auf  einem  Kegelschnitte  K  zwei  projectivische  Involutionen  ge- 
geben sind ,  so  werden  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  eine 
Curve  umhüllen,  deren  hauptsächlichste  Eigenschaften  im  Folgenden  rait- 
getheilt  werden  sollen.   Es  seien 

A,  A,B,  B,C,C,...  X,X,  V,  F,  F,,  FT,, 
und 

die  Punktpaare  der  projectivischen  Involutionen.  Dabei  werde  voraus- 
gesetzt, dass  die  Doppelpunkte  W^^  und  SBn  entsprechende  Punkte  sind. 
Die  Punkte  F,  F^,  welche  dem  Doppelpunkte  SS|f i  und  88|  98t,  welche  dem 
Doppelpunkte  F|,  entsprechen ,  heissen  die  Verzweigungspunkte. 

Um  zu  erkennen ,  wieviel  Tangenten  sich  von  irgend  einem  Punkte  77 
an  die  Umhüllnngscurve  C  ziehen  lassen,  ziehe  man  den  Strahl  77 Xf,  wel- 
cher K  noch  in  X\  schneidet;  dann  beschreiben  bei  der  Veränderung  von 
Xf  die  Punkte  X^...  und  X\ . . .   zwei  projeciivisehe  Pnnktreihen.     Die 
Uaien  Si  H^,  iO/  9t  •  •  •  «efaneiden  sich  iu  wwm  PunkU  ^  nnd  bilden  ein 
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äCrahlenbüschei ,  welches  dem  involutorischen  Büschel  Q  {A^AxB^B^...^ 
ud  ilso  anch  Q^A^Ä ^B^i ^  •••)  projectivisch  ist,  wobei  Q  ein  beliebiger 
Ponkt  Ton  K  ist.  Das  letzte  Büscbel  erzeugt  mit  dem  Büschel  ^  eine  Carve 
dritter  Ordnung,  welche  in  Q  einen  Doppelpunkt  hat  and  daher  K  nnr  in 
rier Punkten  M\  N\  Cf^  ^\  schneidet.  Mit  diesen  Punkten  fallen  vier  Punkte 
Ri3t|0i$i  sasammen;  die  Verbindungslinien  von  77  mit  M\  K\  0\  7^, 
ichneidcn  K  noch  in  Af,  A'j  0^  P,  und  daher  sind  diese  Linien  Tangenten  von 
Z7  in  C,  weil  sie  die  entsprechenden  Punkte  3/,  und  'ÜRj,  iV,  und  9}|,  0, 
indOii  P|  aD<l  ^1  verbinden.  Es  folgt,  dass  die  Curve  C  von  der  vierten 
CUsae  ist.    Sie  werde  daber  mit  C^  bezeichnet« 

Die  Verbindungslinien  der  Punktpaare  A^  A^^  B^B^,..  und  9(i  ^„ 
8t 8f--  schneiden  sich  in  zwei  Punkten  P  und  ^  und  bilden  in  ihnen 
swei  projectivische  Strahleubüschel.  Diese  erzeugen  einen  Kegelschnitt  A-, 
welcher  K  in  vier  Punkten  schneidet;  in  jedem  dieser  vier  Punkte  fallen 
«tsprechcnde  Punkte  der  beiden  Involutionen  zusammen,  in  DE FG  die 
Pukte  />,©,,  ^.e,,  F,g.,  C,®,. 

Die  projectivischen  Strahleninvolutioneu  ^'nlÄiÄt...)  und  äi}jt(^j -^i...) 

Umd  den  gemeinschaftlichen  Strahl  U\^  3Bit  als  entsprechenden  Doppel- 

anU  und  erzeugen  einen  Kegelschnitt  /^,  der  weder  durch  /F|,,  noch  SS,, 

{dit,  vermittelst. dessen  man  aber  zu  jedem  Punkte  Xx  der  einen  Punkt- 

iBTolntion  auf  K  das   entsprechende  Punktpaar  X^  X^   der  andern   finden 

koo.    Man  ziehe  nämlich  ^itXi  und  nenne  $i|,  die  Schnittpunkte  dieser 

Laie  mit  7?,  dann  treffen  SBitSi  und  SSit^  den  Kegelschnitt  K  in  X^  und  A',. 

Um  einen  beliebigen  Punkt  77  dreht  sich  eine  Gerade  q  und  sehneidet 

fio  (7  und  6?'.    Verbindet  man  W^^  und  Slü^j,  mit  diesen  Punkten,  so  erhält 

Bin  zwei  projectivische  Strahlenbüschel ,  welche  einen  Kegelschnitt  9.  er- 

KOgen;  dieser   geht  auch  durch  die  Berührungspunkte  der  von  11  sin  X 

{eugcnen  Tangenten.   Jedem  Punkte  77  entspricht  also  ein  Kegelschnitt  S. 

htr  irgend  ein  Punkt  von  R  und  schneiden  die  Strahlen  /F,,rund  9Q3„  7' 

idQ  Kegelschnitt  X  In  G  und  (T,  so  geht  GG'  durch  77.    Jedem  Punkte  7' 

T«&  {  entspricht  also  ein  Strahl  durch  77;  jedem  Punkte  von  R  entspricht 

^x  eine  Tangente  von   C.    Denn  ist  ^  ein  beliebiger  Punkt  von  7?,  und 

treffen  die  Linien  JF„S  und  SB,il  den  X  in  J,  und  T, ,  so  ist  -t,  T,  eine 

Tangente  der  UmhÜlIungscurve.   Die  beiden  Kegelschnitte  R  und  S  schnei- 

itfi  lieh  in  vier  Punkten  ^von;  die  Linien  ff'ttl'^  und  SSitf^  schneiden  A' 

*9ti  und  Jlf I ,  dann  ist  ^,^7]  eine  Tangente  und  geht  durch  TL    Auch  so 

Ugt,  dass  die  UmhÜlIungscurve  C  von  der  vierten  Ciasso  ist. 

Fällt  77  auf  6\  so  fallen  zwei  von  den  vier  Tangenten,  die  sich  von  77  an  C 
lidien  lassen,  mit  der  Tangente  in  77  an  C  zusammen;  es  müssen  also  auch 
^  den  vier  Schnittpunkten  der  Kegelschnitte  7^  und  £  zwei  zusammen- 
fiBeB  oder  diese  Kegelschnitte  müssen  sich  berühren.  —  Allen  Punkten 
fl...  «iner  Geraden  g  entsprechen  Kegelschnitte  Ä...  c\i\eR  B\äL^Q.W\Mi. 
D«w  MBd  G  und  G'  die  Schuittpunkte  von  g  mit  K ,  T  und  F* 
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punkte  von  SBu^'  mit  W^^G  und  SBit^  mit  ^it^\  so  müssen  alle  Kegel- 
schnitte ß...,  welche  Punkten  ü,.,  von  g  zugeordnet  sind,  durch  r'und 
r'  gehen;  also  bilden  alle  diese  Kegelschnitte^...  ein  Büschel  mit  den 
vier  Grundpunkten  S33it  ^it  ^  ^«  Von  ihnen  berühren  sechs  den  Kegel- 
schnitt R^  und  zwar  in  den  Punkten,  in  denen  die  Tripelcurve  (vergl. 
Schroeter,  Steiner^s  Vorlesungen)  in  Bezug  auf  i{  und  irgend  zwei  Ke- 
gelschnitte ^  und  ß|  des  Büschels  den  Kegelschnitt  R  schneidet.  Daher 
muss  die  Gerade  g  die  Cnrve  C  in  sechs  Punkten  schneiden  und : 
„C  ist  von  der  sechsten  Ordnung." 

Jeden  Punkt  11  auf  K  kann  man  sowohl  zu  der  Involution  i^|  ^t^i  ^t  •••> 
als  auch  zur  Involution  ^i  9lt 9i  93t  •  •  •  rechnen.  Zählt  man  ihn  zur  ersten 
und  bezeichnet  ihn  demgemäss  mit  P) ,  so  sind,  wenn  ^i  ^t  das  ihm  ent- 
sprechende Punktpaar  ist,  Pt^t  und  Pi^if  Tangenten  von  P^  oder  11  an  C, 
Zählt  man  ihn  dagegen  zur  zweiten  Involution,  wobei  er  mit  Qj  bezeichnet 
werden  mag,  und  sind  Qi  Qf  die  beiden  ihm  in  der  andern  Involution  ent- 
sprechenden Punkte,  so  sind  0|  0i  und  OiPt  die  zwei  anderen  Tangenten 
von  n  oder  jQi  an  C,  Von  jedem  Punkte  von  K  lassen  sich  daher  vier 
Tangenten  an  C  ziehen;  nur  von  den  vier  Verzweigungspunkten  F,  F,g3|35t 
nicht,  weil  z.  B.  auf  F|  3Sit  zwei  Tangeuten  zusammenfallen,  also  müssen 
diese  vier  Punkte  zugleich  auf  C  liegen. 

Nehmen  wir  zwei  entsprechende  Punkte  ^,  und  9(|  als  Scheitel  zweier 
involntorischen  projectivischen  Strahlenbüschel,  indem^wir  ^,  mit  %t%t  ••• 
und  ^1  mit  A^A^,,,  verbinden ,  so  erzeugen  dieselben  eine  Cnrve  dritter 
Ordnung  @^^)  mit  einem  Doppelpunkte.  Dieser  ist  nämlich  der  Schnittpunkt 
von  Ax^tt  mit  ^|  W^^  Ist  93f  der  dem  9l|  unendlich  nahe  Punkt  und 
ziehen  wir  A^^x  >  welche  Linie  (S<^>  in  Q  treffen  mag,  so  trifft  21, jp  den  Ke- 
gelschnitt K  in  Bxy  welcher  Punkt  unendlich  nahe  an  Ax  liegt  und  dem 
Punkte  SBi  entspricht.  Der  Schnittpunkt  der  Tangenten  ^,2li  nnd  i?,S| 
wird  der  Berührungspunkt  P  auf  Ax^x  sein,  wenn  diese  Tangenten  in  eine 
zusammenfallen.  Dann  sind  die  vier  Punkte  ^,21,  PO  vier  harmonische 
Punkte.  Nennen  wir  noch  die  Curve  @(^)  die  Reductionscurve  des 
Punktpaares  i^,  2li,so  können  wir  folgern: 

„Der  Berührungspunkt  einer  Tangente  Ax%t  ist  zu  ihren  Schnitt- 
punkten Ax  nnd  9li  mit  K  und  ihrem  Schnittpunkt  mit  der  zu  Ax^Xx  ge- 
hörigen Rednctionscurve  (^P^  der  vierte  harmonische,  dem  letzteren 
zugeordnete  Punkt.** 

Die  Tangenten  in  den  vier  Doppelpunkten  DEFQ  der  beiden  projecti- 
vischen Punktinvolntionen  auf  IC  sind  gleichzeitig  Tangenten  der  Curve  C. 
Die  Reductionscurve  @(^)  des  Punktpaares  Dx^u  welches  in  Z>  vereinigt 
ist,  ist  der  Punkt  D  selbst,  daher  muss  die  Tangente  in  2)  an  AT  in  diesem 
Punkte  auch  die  Curve  C  berühren.  Da  dasselbe  von  den  Punkten  EFG 
gilt,  so  können  wir  folgern : 
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„Dio  Curve  C  berührt  d6n  Kegelschnitt  K  in  den  vier  Doppelpunk- 
ten DEFG.'' 

Die  Linie  SQ3it  ^it)  welche  die  beiden  einander  entsprechenden  Doppel- 
pnnkte  der  projectivischen  Punktinvolntionen  verbindet,  mass  als  Doppel- 
tangente der  Curve  C  angesehen  werden,  weil  in  ihr  zwei  einfache  Tangen- 
ten zusammenfallen.  Es  lässt  sich  dies  aber  auch  direct  dadurch  zeigen, 
dass  nachgewiesen  wird,  dass  sich  von  jedem  Punkte  der  Linie  SQit  ^it  ^^^ 
noch  zwei  Tangenten  an  C  ziehen  lassen.  Wir  fanden  nämlich,  dass  jedem 
Punkte  n  ein  Kegelschnitt  R  entspricht,  welcher  den  Kegelschnitt  /?,  die 
Keductionscurve  des  Punktpaares  SBit  ^m  ^^  ^i^'  solchen  Punkten  iivon 
schneidet,  dass,  wenn  man  einen  von  ihnen,  etwa  fi,  mit  9B,t  und  ^i,  ver- 
bindet, die  Verbindungslinien  fC  noch  in  zwei  solchen  Punkten  Jtf,  und  Wtt 
schneiden,  dass  die  Gerade  ^i^i  eine  Tangente  an  C  durch  il  ist.  Liegt 
n  auf  SSj,  ^,(,  so  reducirt  sich  der  Kegelschnitt  &  auf  eine  Gerade  p,  die 
Polare  von  11  bezüglich  K.  Da  diese  R  nur  in  zwei  Punkten  schneidet,  so 
lassen  sich  von  ü  auch  nur  noch  zwei  Tangenten  an  C  ziehen.  Wenn  aber 
n  auf  der  Doppeltangente  sich  bewegt,  so  dreht  sich  seine  Polare  um  den 
Pol  von  SBit  ^it  bezüglich  A^.  Von  allen  diesen  Polaren  berühren  nur  zwei 
den  Kegelschnitt  R,  also  kann  die  Doppoltangente  die  Curve  C  auch  nur  in 
zwei  Punkten  schneiden  und  muss  sie  daher  in  zwei  anderen  berühren. 
Auch  diese  Berührungspunkte  lassen  sich  leicht  constrniren.  Denn  schnei- 
det die  Doppeltangente  die  Keductionscurve  R  des  Punktpaares  3B,,  W^^  in 
P  und  f^  und  sind  Q  und  Q'  die  Punkte,  welche  jene  von  SBjt  und  ^i, 
harmonisch  trennen ,  so  sind  Q  und  ff  die  beiden  Berührungspunl^te  der 
Doppeltangente  mit  C. 

Zunächst  ist  zu  untersuchen ,  ob  die  Curve  C  noch  andere  Doppeltan- 
geutcn  hat.  Giebt  es  noch  andere,  so  muss  jede  derselben  IC  in  zwei 
solchen  Punkten  schneiden,  dass,  wenn  in  dem  einen  ^i  und  @i  liegen,  in 
dem  andern  die  entsprechenden  Punkte  9lf  und  Sj  liegen  müssen.  Der 
Kegelschnitt  R  war  gefunden  als  Erzeugniss  der  projectivischen  Strahlen- 
involutioncn  2B„  (/^,  ^,  B,  ^,...)  und  fF,,  (3l|  21,83,  ©,...)•  Gäbe  es  nun 
zwei  solche  Punkte  (7^,  @,)  und  (9ii^,),  ao  müssten  die  Schnittpunkte  q  und 
a  von  ^„Ä,  und  SB,,  91,,  ^„  ©,  und  äö„  5^,  auf  R  liegen.  Ist  P  der 
Schnittpunkt  von  T,,^,,  mit  i^,  St, ,  so  ist  qo  die  Polare  von  Pm  Bezug 
auf  A"  und  ujuss  durch  den  Pol  Q  von  ^„SBit  bezüglich  K  gehen,  also  müs- 
sen die  Punkte  q  und  a  auf  einer  Geraden  durch  0  liegen.  Zieht  man  nun 
durch  Q  beliebige  Gerade,  welche  i^  in  ^,  a, ,  ^,0,  ...  treffen,  so  schneiden 

\  _ 

die  Verbindungslinien  SB,,^,  und  SBita,,  233,,^,  und  ^tt^t  •••  auf  ß  solche 
Sehnen  aus ,  welche  einen  Kegelschnitt  Sß  umhüllen.    Verbindet  man  ^,, 
mit  jenen  Punkten,  so  schneiden  die  Geraden  ^„^i  und  ^|,tf, ...  auf  K 
,  gleichfalls  Sehnen  •  Ke^eUcliuvW  W  u\i3\iVj^'^\i^  \vxA 

eine  Doppelt^**'  ^ 
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Im  VorigOD  fanden  wir,  dass  die  Geraden  yj^, ^, ,  B^B^.,,  und  ^i^ti 
93iSs"*  zwei  projectivische  Strablenbüscbel  bilden,  deren  Scbeitel  P  und 
^  waren.  Der  von  jenen  erzeugte  Kegelscbnitt  k  dient  dazu,  zu  einem 
beliebigen  Punkte  X^  von  K  die  entsprechenden  Punkte  Xi  31^  zu  con- 
struiren.  Denn  schneidet  P  X^  den  Kegelschnitt  h  in  £,  so  trifft  $$  den 
Kegelschnitt  K  in  36|  und  3IEt.  Entspricht  nun  dem  Punkte  R^^x  der  Punkt 
31,  5^,,  so  müssen  sich  PR^  und  SpSi, ,  «ß©i  und  /'5,  in  91  und  ©  auf  A' 
schneiden.  Ist  ferner  T  der  Schnittpunkt  von  ^P  und  91®,  so  idt  /?i  9l| 
und  ©,  S,  die  Polare  von  T  bezüglich  k  und  muss  also  durch  den  Pol  U  von 
P^^  in  Bezug  auf  A:  gehen.  Daraus  folgt,  dass  die  Doppeltangenten  von  C 
sich  in  V  schneiden.  Da  sie  auch  gemeinschaftliche  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte ^  und  SB  sind,  so  folgt,  dass  es  nur  noch  zwei  Doppeltangenten 
geben  kann  und  dass  die  beiden  Kegelschnitte  W  und  SB  nur  zwei  ge- 
meinschaftliche Tangenten  haben  können.  Sie  müssen  sich  also  doppelt 
berühren.  —  Die  beiden  Berührungspunkte  einer  solchen  Doppeltangente 
(9li5j)(/?i@i)  lassen  sich  nach  dem  Obigen  leicht  finden.  Man  construirt 
die  Schnittpunkte  dieser  Doppeltangente  mit  den  Keductionscurven  der 
Punktpaare  (/^i  9ti)  oder($i@|)  und  dann  diejenigen  Punkte,  welche  jene 
von  Rx  und  9ii  harmonisch  trennen. 

Da  die  Doppeltangenten  durch  V  gehen  müssen,  so  lässt  sich  auch  auf 
folgende  Art  leicht  erkennen,  dass  es  ausser  ^uSBit  nur  noch  zwei  Dop- 
peltangenten geben  kann.  Es  ist  nämlich  die  Gerade  Aj  T  die  Polare  von 
ytx  bezüglich  k  und  daher  werden  R^  und  9li  durch  k  harmonisch  getrennt. 
Durch  den  Punkt  U  lassen  sich  aber  nur  zwei  solche  Strahlen  ziehen,  dass 
ihre  Schnittpunkte  mit  K  durch  die  Schnittpupkto  mit  A:  harmonisch  getrennt 
werden.  Es  giebt  also  durch  ü  zwei  Doppeltangenten. 
Das  gefundene  Resultat  ist  also : 

„Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punktpaare  zweier  projec- 
tivischen  Punktinvolutionen  auf  einem  Kegelschnitt  K  umhüllen ,  wenn 
zwei  Doppelpunkte  entsprechende  Punkte  sind,  eine  Curve  vierter  Classe 
sechster  Ordnung,  welche  K  viermal  schneidet,  viermal  berührt  und  drei 
Doppeltaugenten  hat.'* 

ni. 

Die  eben  erhaltene  Curve  lässt  sich  auch  noch  auf  andere  Art  herstel- 
len. Auf  einer  Geraden  ®  ist  eine  Punktreihe  ABC,.,Xm  projectivischer 
Beziehung  zu  einer  Punktinvolution  Ax  A^  Bx  B^Ci  Cf .. .  Ä\ X^  auf  einem 
Kegelschnitt  K,  Die  Geraden  Ai  Af,  BxB^,.,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  n  und  wenn  P  ein  ganz  beliebiger  Punkt  ist,  so  ist  das  in  77  ent- 
standene Strahlenbüschel  in  projectivischer  Beziehung  mit  dem  Büschel 
P{ABC...X).  Beide  Büschel  erzeugen  einen  Kegelschnitt^,  der  durch 
P  und  77  geht  und  K  in  vier  Punkten  Jj  Ui  V^  W^  schneidet.  Die  Linien 
P/j,  PU^,  PVx ,  PW^  sind  Tangenten  an  die  Curve  C,  welche  von  den  Ver- 
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lli«n  «atspieclieiider  Punkte  iler  belUcu  projectJviaulieu  Puukt- 
0  umhüWi  wirJ,  iluim  »ie  bcliDciden  @  in  den  Puukteu  TUrU\  ^velcllo 
■  l'nukUu   r,  U,  l\  H\  pi'ujccLiviäcL  onüiprecbou.    Dabei-  ist  C  vuu  der 
ut«u  Clostte, 

Ucf  KegeUcLoitt  fi  ediueidet  (S  iu  swei  Punkten  Q  und  5;  die  Linieu 
1/  nud  715  schneiden  A'  in  0,  0,  und  /^,£']  und  aind  bIüo  zwei  Doppcltan- 
iplen  TOD  C.  —  Bückt  mau  mit  dem  beliebig  gowüliUeii  P  in  die  Gorade 
i,  <a  geht  der  KegeLtcLnitt  S  tu  ciu  Linienpiiai-  über,  dossen  einer  Tbeil  (S 
.,  «Ültcud  der  aiideri'  durcli  //  gebt  imd  K  in  Kwoi  Puuktcu  scbueidet, 
denen  awci  Tnugcntea  vuu  /'  au  C  geriülilct  sind.  Da  aicL  alau  von 
n  l'uuktc  P  der  Geradi^u  fH  nur  zwei  Taugcntou  an  C  zieben  laKson,  so 
riScine  UoppuItNUgcntc.  Dies  laust  siuL  aucb  daraus  erkeuucn,  ilass  wir 
letieidun  Scbuiltpunklc  vou  {^  uud  A"  mit  A',  uu'l  F,  bosoiobuen  nnd  dem- 
lu  lu  A'  rcuUueii ,  die  ihiion  auf  @  ontsprecLeudeu  E  uud  ^'  mit  ibuen 
li  swei  Gerade  Ä'&',  imd  Ft\  verbunden  denken ;  dann  ist  suwoli)  EE, 
^FFi  eiua  Tangcnle  vuu  C  uud  da  Leide  in  dlo  Gerade  ®  zusamineural- 
^,  »0  isi  (SJ  eine  Doppcltangoute.  —  Die  Cucve  C  bat  also  drei  Doppel- 
jUEaDtcn  und  kann  uicbt  niclir  linbeu ,  dnun  Buascr  @  mussj'ode  Düi)i>cI 
B  Gerade  seiu ,  welche  &  nud  K  iu  oiucm  Punkte  uud  dcui  üihi 
ptecbeudcu  Punktpanro  der  luvolulion  scbncidet.  Sie  muiis  also  durch 
pplieti  und  durcb  //gicbt  es  nur  zwei  solcbo  Gerade.  —  Um  die  Eigeu- 
lugenten  zu  crkenuen ,  wälile  man  anf  der  einen,  IJf), 
B  belioligen  Punkt /',  dann  ist  der  Strablenbüscbel  P{.iBC...Ä)  iu 
Bcber  Beziebuug  mit  dem  Sirahlenbüscbel  //(n bc.x),  wenn  mit 
die  Geraden  ^,.J,,  ff,  ^,,  C,C, ...  A",  X,  beaeiolmet  wordou.  Heide 
cbel  liateu  aber  porspectivisube  Lage  uud  der  Durcbscbnilt  onlspre- 
j  ältnblcn  ist  daber  eine  Gerade,  welche  A*  in  den  beiden  Punkten 
let,  deren  Verbindungslinien  mit  P  die  einzig  möglichen  Tangenten 
ni'an  die  Curve  C  sind. 

Uegl    der  Puukt  P  auf  AT,   so  erzeugen  die  projectivigcben  Büschel 

'  ^UBC....\)  und  nitibc.x)  einen  Kegelscbnitt  Ä,  welcher  A' aneser  in 

f  mb  in  drei  Punkten  T,  0,  V,  schneidet,  und  es  siud  PT„  PU, ,  PV,  drei 

Ttugi-nlon  vou  /'  au  C.     Die  vierte  erbült  mau,  weun  man  in  P  sn  ffi  eiun 

Tmgenie  «lebt.    Denu  bezeichnet  mau  P  ala  anr  Invotutiun  geborig  mit  If',, 

M»  trifft  nu;  den  A'uuub  iu  jr,;  der  Strahl  /■»' cutsi)ricbt  aber  dem  Strahl 

^^"i  projectiviscb,  und  daher  trifft  die  Taugeutu  iu  P  oder  T,  an  jt'  die 

^U»d»  Ö  in  dem  Punkte  ff,  welcher  dem  Punkto  lt\  der  Involution  ent- 

r  fanden,  dnas  eich  von  jedem  Paukte /'der  Geraden®  nur  zwei 

B'tsgetitcn  an  £7 ziebou  lassen,  die  beiden  Geraden  nämlich,  welchePmit  sei- 

X«  entvprecheodan  Ponkteu /■,/*,  der  luvolulion  Verbindet.  Nut  zwei  Punkte 

■MhcH  hicivou  eine  Änsnabmo:  die  Veraweigungsjiunkte  T  und  Jf,  welche 

I   ■'aDapfielpUDklen  V„  und  W,,  entsprechen.     Von  jedem  derselben  Vasst 

r  eine  Tanffenie  an  C  niakou:  die  Gerade  TT',,  vmÄ  U'VV^^^  iäso 
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liegen  F  und  W^  auf  der  Curve  C  Die  Curve  (7  berührt  daher  die  Doppel- 
tan^ente  ®  in  zwei  Punkten  und  schneidet  sie  in  zwei  anderen,  ist  also  von 
der  sechsten  Ordnung.  Dies  letzte  Resultat  soll  jedoch  noch  auf  anderem 
Wege  abgeleitet  werden. 

Wenn  P  sich  auf  einer  Geraden  /  bewegt,  so  lassen  sich  stets  vier 
Tangenten  an  C  ziehen;  sobald  aber  P  ein  Schnittpunkt  von  /  mit  C  ist, 
müssen  zwei  von  diesen  Tangenten  in  die  Tangente  des  Punktes  an  C  zusam- 
menfallen. Die  Tangenten  von  einem  beliebigen  Punkte  werden  aber  ge- 
funden ,  indem  man  die  Dnrchschnittspunkte  des  Kegelschnitts  K  mit  ß, 
welcher  durch  die  projectivischen  Strahlenbüschel  P  (^  i?  C  ...  Z)  und 
n.(ahc.,,x)  erzeugt  wird,  mit  P  verbindet.  Jedem  Punkte  P  von  /  ent- 
spricht ein  Kegelschnitt  ^.  Alle  diese  Kegelschnitte  ^  haben  den  Punkt  77 
und  die  beiden  Punkte  Q  und  5,  in  denen  die  durch  77  gehenden  Doppel- 
tangenten die  Gerade  @  schneiden ,  gemeinschaftlich.  Schneidet  /  die  Ge- 
rade ®  in  Z  und  sind  ZfZ,  die  entsprechenden  Punkte,  so  entspricht  der 
Geraden  /,  als  Strahl  des  Büschels  P{ABC,,.X)  aufgefasst,  die  Gorade 
ZiZ^  oder  z,  wenn  man  sie  zum  Büschel  77  rechnet.  Es  müssen  daher  alle 
Kegelschnitte  S  durch  den  Schnittpunkt  3  ^^^  ^  ^^^  ^  gehen,  weil  /  in 
allen  Büscheln  P{ABC»,,X)  bei  der  Veränderung  von  P  auf  /  stets  dem 
Strahl  z  projectivisch  entspricht.  Die  Kegelschnitte  ^  bilden  also  ein 
Büschel  mit  den  Grundpunkten  IIQS^,  Jedem  Punkte  P  entspricht  ein 
Kegelschnitt  R.  So  oft  P  auf  C  liegt,  muss  der  entsprechende  Kegelschnitt 
^  den  AT  berühren,  weil  sich  dann  nur  drei  Tangenten  durch  F  an  die  Curve 
C  legen  lassen,  und  umgekehrt,  so  oft  einer  der  Kegelschnitte  ^  den  Kegel- 
schnitt JiC  berührt,  so  oft  schneidet  /  die  Curve  C,  Unter  den  Kegelschnit- 
ten ß  giebt  es  aber  sechs,  welche  iST  berühren,  daher  schneidet  /die  C  in 
sechs  Punkten  und  es  ist  also  C  von  der  sechsten  Ordnung. 

Um  den  Berührungspunkt  auf  einer  Tangente  2'X,  zu  finden ,  denken 
wir  uns  auf  K  einen  dem  iTj  unendlich  nahen  Punkt  JfV  Der  ihm  entspre- 
chende X'  auf  ®  liegt  dem  Punkte  X  unendlich  nahe  und  der  Schnittpunkt 
dieser  unendlich  benachbarten  Tangenten  ist  der  Berührungspunkt  auf 
XXi.  Das  Büschel  n{abc ,,,x)  schneidet  die  Tangente  i  in  ^i  an  X  in 
einer  zu  ABC  .  X  projectivischen  Punktreihe.  Der  auf/  dem  X^  unendlich 
nahe  liegende  Punkt  hat  einen  ihm  projectivisch  entsprechenden  auf  ®, 
welcher  dem  Punkte  X  unendlich  benachbart  ist.  Bezeichnen  wir  beide 
Punkte  mit-r\  und  X\  so  sind  X'iX  und  X\X'  zwei  unendlich  benachbarte 
Tangenten  des  Kegelschnitts  A:,  welcher  die  Verbindungslinien  entsprechen- 
der Punkte  der  projectivischen  Punktreihen  auf®  und  /  umhüllt.  Wir  fas- 
sen Xi  und  X\  als  diejenigen  unendlich  nahen  Punkte  von  K  auf,  in  denen 
K  von  /  geschnitten  wird.  Dann  ist  der  Schnittpunkt  von  X^  X  und  X\  X*  der 
Berührungspunkt  von  A,  X  sowohl  mit  dem  Kegelschnitt  Ar,  als  auch  mit  der 
Carye  C.  Demnach  lassen 'sich  die  Berührungspunkte  auf  den  Tangenten 
roo  CeoDstmiren.    Ans  dam  Obigen  orgiebt  si^li  unmittelbar  die  Construc- 
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Rd«r  beiden  Berflhnitigepnnkte  auf  der  Doppeltangente  ®.  Werden  die 
Bikiillpuuklc  derselben  mit  E,  und  F,  bcsckhnet  und  zu  der  Punktinvolu- 
bn  »af  h'  gercelinrt.  so  siud  die  iUuen  projectiviacb  Huf  ®  entsprecli enden 
?bj1iW  E  und  F  die  BertllirQngMpimkte  von  ®  mit  C. 

Es  knnn  der  Fnll  oinrrcten ,  daaa  die  Tnngento  .V,  .V  in  -V,  den  Kcgel- 
ilnilt  A'  berülirt.  Uaun  miiSB  X,  zoglcich  der  liorülirungspnnkt  von  C  mit 
also  auch  mit  &"  ^nin.  Um  lÜo  Zahl  der  Punkte  su  beatimnien,  in 
C  und  A'  sieli  beriiliren,  dnnken  wir  uns  dio  Polaron  ftbc.  t  'on 
...  X  auf©  in  Bezug  auf/Ü.  iJieselben  seimeiden  sich  in  einem  Punkte 
im  Pol  von  @  bezQglicb  F'.  Dne  von  ihnnn  gebildete  Sirahlenbüscbel 
(ibc.x)  '*t  '"  projecliviscber  Hoüiphnn»  mit  dem  Bilschol  n(atic.  ...x) 
id  cttengt  also  mit  diesem  einen  Kegelschnitt,  welcher  A"  iu  vier  Punkten 
*Ö,'V,'»;'  schneidet.,  Der  Strahl  qS  T,"  Bchneiiie  @  in  ^^  dnnn  U^Z' 
t  Poinre  eines  l'unktes  T"  von  CS  und  T'>  der  dem  Punkte  T,"  enlepto- 
mit  Punkt.  Da  die  Polare  <p  7","  von  T"  durch  T,"  geht,  eo  muss  dio  Po- 
re von  7",",  d.  i.  die  Tangente  in  T","  an  i',  durch  T"  gehen.  Also  ist  die 
kie  Tb  T,'  zugleich  Tangente  in  7","  an  F  nnd  an  C  und  T,°  einer  der  vier 
irfibrnngapnnkte  von  C  nnd  F. 

„C  berührt  also  F  in  vier  Punkten." 
hti'cin  beliebiger  Pankl,  so  kann  man  die  vier  von  ihm  nu  die  Curve 
toth  noch  Ruf  folgende  Art  finden.  Wir  verbinden  P  m\t  JßC...  .Y  und 
M  beliebigen  Punkt  Cr  auf  A'  mit  A,  A,  B,  ß,C,Ct...  X,  X, ,  so  erhalten 
r  die  in  piojeetiviscber  Beziehung  stehenden  Büachel  P{ABC ...S)  und 
(.*,^Ä,  Ä,C,  C,  ...A',,V,),  welche  eine  Curve  C"'  der  dritten  Ordnung 
I  dem  Doppelpunkte  £',  erzeugen.  Diese  schneidet  K  ausser  in  Öi  in  vier 
okten,  deren  Verbinduagslinten  mit  P  die  gesuchten  vier  Tangenleu 
Kb  P  sind.  8ie  schneidet  aber  nucb  Ig  in  drei  Punkten  V'  V  JC  und  es 
id  p,  V,  0,F',  Q,  ir'  drei  Tangenten  von  ß,  an  C\  die  vierte  ist  die  Ver- 
idangslinie  von  Ci  niit  dem  ihm  auf  @  prnjectivisch  entsprechenden 
lakle  Q.  —  Wenn  P  sich  auf  einer  Geraden  i  ändert,  üo  entspricht  Jedem 
mkte  P  eine  andere  Curve  Cl^l.  Alle  diese  Cnrven  gehen  durch  dio  drei 
llen  Punkte  ü' V  K"  nnd  haben  p,  aum  Doppelp'unkl.  Die  Gerade  I 
liDcidc  @  in  Z;  dio  dem  Punkte  Z  auf  K  cntspcechendeu  Punkte  sind 
|Z„  dann  müsaeu  alle  CW  durch  die  Schnittpunkte  a^  von  /  mit  C),Z,  nnd 
[Z,  geheu.  Wir  erhnlton  somit  ein  Büschel  von  Curven  dritter  Urdnuug, 
••  tUmmtlich  durch  die  fünf  fehlen  Punkte  ü'  V'  Weq  geben  nnd  Q,  zucn 
bppelpuDkt  haben.  So  oft  eine  von  ihnen  k'  berührt,  so  oft  schneidet  t  diu 
me  C.  Da  aber,  wie  vorher  bewiesen,  t  und  C  sich  in  sechs  Punkten 
ineideD,  bo  küunen  nit  folgern: 

„Von  «Ueu  Curveu  dritter  Ordnung  uiIl  einem  Doppelpunkte,  welche 
^r  gemein  schafl  liehe  Punkte  uud  einen  gern  ein  seh  aftlicUcn  Do^^aU 
pnnlil  haben,    borUbreu  sechs  oiaeti    duroli  Jeu  Dü^ivb^V*^^^^  gft\ift\i4i*iw 
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Kegelschnitt,  vorausgesetzt,  dass  drei  von  den  gemeinschaftlichen  Punk- 
ten in  einer  Geraden  liegen/' 

Setzen  wir  jetzt  fest,  dass  P  ein  fester  Punkt  ist,  während  ()|  sich  auf 
K  ändert,  so  entspricht  jedem  Punkte  £),  eine  Ourve  dritter  Ordnung  mit 
dem  Doppelpunkte  (>,.  Alle  diese  Curvou  dritter  Ordnung  haben  ebenfalls 
fünf  gemeinschaftliche  Punkte,  qämlich  P  und  die  vier  Punkte  LiMiNiO^ 
auf  if,  nach  denen  die  vier  Tangenten  von  P  an  C  gezogen  werden  können. 
Sie  berühren  ausserdem  die  beiden  Geraden  FV  und  PW^  wenn  V  und  W 
die  den  Doppelpunkten  Fi,  und  W^^  von  K  projectivisch  entsprechenden 
Punkte  auf  @  sind.  So  oft  eine  von  diesen  Curven  die  Gerade  ®  berührt, 
so  oft  müssen  K  und  C  sich  schneiden ,  und  umgekehrt.  K  und  C  berühren 
sich  in  vier  Punkten  und  können  sich  daher  nur  noch  in  vier  Punkten 
schneiden,  da  C  von  der  sechsten  Ordnung  ist;  also  berühren  auch  nur  vier 
jener  Curven  die  Gerade  ®.    Daher  können  wir  schliessen : 

„Von  allen  Curven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte,  welche 
fünf  gemeinschaftliche  Punkte  haben  und  zwei  durch  einen  dieser  Punkte 
gehende  Gerade  berühren,  berühren  vier  eine  beliebige  Gerade,  voraus- 
gesetzt, dass  der  Doppelpunkt  einer  jeden  auf  einem  Kegelschnitt  liegt, 
der  durch  die  anderen  vier  gemeinschaftlichen  Punkte  geht.** 


IV. 

Auf  einer  Geraden  @  sei  eine  Punktinvolution  in  projectivischer  Be- 
ziehung zu  einer  Punktreihe  auf  einem  Kegelschnitt  K,  Die  Involution  sei 
A^  At  B,  B^CiC^... Ä\  .r,  und  die  Punktreihe  ABC.^t,  Die  Geraden 
AA{^  AA^y  BBxi  B B^  ...  umhüllen  eine  Curve  C,  deren  Classe  zunächst 
wieder  bestimmt  werden  soll.  Dazu  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  P^ 
und  suchen  die  Anzahl  der  Tangenten  von  P^  an  die  UmhüUungscurve  zu 
bestimmen.  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  von  Af,  so  ist  das  Strahlen- 
bnschel  P{ABC..,Ä)  in  projectivischer  Beziehung  mit  der  Involution 
jp, {Ai  Af  Bi BfCiCf...  Xi Ä\).  Beide  Büschel  erzeugen  eine  Curve  dritter 
Ordnung  mit  dem  Doppelpunkte  Q^ ,  welche  durch  P  geht  und  daher  K  nur 
noch  in  fünf  Punkten  schneidet,  deren  Verbindungslinien  mit  Qi  die  Tan- 
genten liefern,  welche  sich  von  ^i  an  die  UmhüUungscurve  ziehen  lassen. 
Dieselbe  ist  also  von  der  fünften  Classe. 

Sind  E  und  F  die  Schnittpunkte  von  &  mit  Ky  so  entsprechen  ihnen, 
wenn  wir  sie  zu  Af  rechnen,  auf®  die  vier  Punkte  J?,  E^  und  F,F,;  es  fallen 
also  mit  @  vier  Tangenton  zusammen  EEi^  EE^^  FF^^  FF^  und  es  ist  @ 
also  eine  vierfache  Tangente  der  UmhüUungscurve.  Eine  Doppeltangente 
kann  dieselbe  nicht  haben,  dennesgiebtau88er@keineGerade,  welche  durch 
ein  Punktpaar  der  Involution  und  den  ihm  entsprechenden  Paukt  auf  üTgeht. 

Um  den  Berührungspunkt  einer  Tangente  X  X^  mit  der  Curve  C  zu 
Maden, proßdre  maa  die  Punktroibe  ABC...X  von  S  aus  einem  beliebigen 
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Punkte  P  von  K  auf  die  Gerade  XX^,  Man  erhält  dann  auf  dieser  eine 
Punktreiho  ^SQ!...  .3:,  die  mit  der  Involution  auf  @  in  projectivitjcher 
Beziehung  sich  hefiudct.  Der  Punkt  X  fällt  mit  X  zusammen.  Die  Ver- 
hindungsliuion  entsprechender  Punkte  der  Punktreihen  ^  33  (S  •  •  und 
A^A^BiB^C^L\,.,  umhüllen  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  ©  zur 
Doppeltangente  hat  und  die  Gerade  K^X  oder  A'iX  in  demselben  Punkte 
berührt,  in  welchem  sie  von  der  Curve  C  berührt  wird.  Um  diesen  zu  con- 
struiren,  verbinde  man  X  mit  den  Punktpaaren  der  Involution  auf®  und 
erhält  dadurch  in  3t:  eine  Strahleninvolution,  welche  zu. dem  Strahleu- 
büschel  J;',  (^93(S...)  in  projectivischer  Beziehung  steht.  Da  der  gemein- 
schaftliche Strahl  sich  selbst  entspricht,  so  erzeugen  die  beiden  Büschel 
einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  3£  geht  und  die  Gorade  XA'i  noch  in 
einem  Punkte  X'  schneidet.  Construirt  man  den  Punkt  X\^  welcher  BT  von 
laXi  harmonisch  trennt,  so  ist  es  der  Berührungspunkt  von  XX^  mit  der 
Curve  C. 

Ist  ^^  der  Pol  von  @  bezüglich  K  und  sind  aiat^ibzCiCf . ..  die  Polaren 
von  A^A^B^B^CiC^.,,  bezüglich  A^,  so  ist  die  Involution  ^(aiCisbiOtCiCfO 
in  projectivischer  Beziehung  zu  dorn  Büschel  P{ABC,,.X).  Beide  Büschel 
erzeugen  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  dem  Doppelpunkte  $,  welche 
auch  durch  P  geht  und  A"  noch  in  fünf  Punkten  schneidet.  In  ihnen  wird  K 
von  der  Curve  C  berührt.  —  Wenn  P  den  Kegelschnitt  K  durchläuft,  so 
erzeugt  das  Büschel  P{ABC,..X)  mit  der  Strahloninvolution  ^(aiasbibg...) 
immer  andere  Curven  dritter  Ordnung,  die  alle  ^  zum  Doppelpunkt  haben 
und  A"  in  den  fünf  Punkten  schneiden,  in  denen  Avon  (7  berührt  wird.  Jede 
dieser  Curven  schneidet  @  in  drei  Punkten,  deren  Verbindungslinien  mit  P 
drei  Tangenten  von  P  ku  C  geben.  Die  anderen  beiden  sind  PPx  und  P-P,, 
wenn  P^  ifnd  P^  die  dem  Punkte  P  von  K  projectivisch  entsprechenden 
Punkte  auf  @  sind.  Die  Curven  dritter  Ordnung  bilden  ein  Büschel  und 
schneiden  @  in  den  Punktgruppen  einer  cubischen  Involution.  Jeder 
Gnippo  entspricht  ein  Punkt  P  auf  A',  dessen  Verbindungslinien  mit  den 
Punkten  der  Gruppe  drei  Tangenten  von  P  an  C  liefern.  Fallen  zwei 
Punkte  einer  Gruppe  zusammen,  so  lassen  sich  von  dem  entsprechenden 
Punkte  P  ausser  nach  den  ihm  projectivisch  entsprechenden  Punkten  P^ 
und  P^  nur  noch  zwei  Taugenten  an  C  ziehen.  Der  Punkt  P  liegt  also  auf 
C,  Daher  schneidet  K  die  Umhüllungscurve  C  noch  in  soviel  Punkten,  als 
die  cubische  Involution  Doppelpunkte  hat ,  also  in  vier  Punkten.  Ausser 
diesen  Punkten  giebt  es  aber  noch  zwei  auf  K^  durch  welche  C  geht,  näm- 
lich die  Verzweigungspunkte  V  und  fF,  welche  den  Doppelpunkten  T,,  und 
/f^i2  der  quadratischen  Involution  auf  ®  projectivisch  entsprechen.  Somit 
folgt  als  Resultat,  dass  die  Umhüllungscurve  C  den  Kegelschnitt  K  in  fünf 
Punkten  berührt  und  in  sechs  anderen  schneidet,  also  16  Punkte  mit  ihm 
gemeinschaftlich  hat.  Schon  bittrans  könnte  gesd\\o««f^tkN«^x^<^xi^^%:^'«^^^^'ci 
äer  achten  Ordunug  aouA^xä  \i«m^^«^  ^^'^^^'^' 
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Die  Gerade  /  verbinde  zwei  entsprechende  Pnnkte  Q  und  0,  von  K 
und  ®  und  schneide  IC  noch  in  P,  Ist  dann  JT  irgend  ein  Punkt  von  /,  so 
erzeugen  die  beiden  Büschel  n{A^A^B^B^,,,X^X^  und  P{ABC,,.X\ 
weil  sie  in  reducirter  Lage  sind,  einen  Kegelschnitt  Ar,  welcher  durch  77 
geht,  ©in  zwei  Punkten  fi  und  v  schneidet  und  ausserdem  die  Geraden 
PV  und  PfV  berührt.  Aendert  sich  nun  77,  so  entstehen  immer  neue  Kegel- 
schnitte Ar,  die  alle  PV  und  PfV  berühren  und  durch  /ü  und  v  gehen;  denn 
7^^  und  Pv  sind  zwei  von  P  aus  an  C  zu  legende  Tangenten.  Die  Berüh- 
rungspunkte von  k  mit  den  Tangenten  PV  und  PW  seien  ß  und  y.  Bei  der 
Veränderung  von  k  beschreiben  ß  nnd  y  zwei  projectivische  Punktreihen, 
weil  die  Geraden  77r„  und  UW^^  jene  Tangenten  PV  und  P  JV  m  den 
Punkten  ß  und  y  schneiden.  Wenn  77  nach  P  rückt,  so  geht  der  Kegel- 
schnitt Ar  in  das  Linienpaar  P/ia,  Pv  über  und  P  ist  ein  sich  selbst  entspre- 
chender Punkt  beider  Punktreihen  /3...  nnd  y....  Diese  sind  also  in  per- 
spectivischer  Lage  und  alle  Linien  ßy  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 
Alle  Kegelschnitte,  welche  zwei  feste  Gerade  berühren  und  durch  zwei 
feste  Punkte  gehen,  theilen  sich  in  zwei  Schaaren,  die  sich  dadurch  unter- 
scheiden, dass  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  eines  jeden 
Kegelschnittes  mit  den  beiden  festen  Tangenten  durch  einen  von  zwei 
festen  Punkten  gehen.  Von  beiden  Schaaren  haben  wir  es  in  unserem  Falle 
also  nur  mit  einer  zu  thun.  So  oft  ein  Kegelschnitt  derselben  den  Kegel- 
schnitt K  berührt,  so  oft  schneidet  /  die  Curve  C,  Die  Anzahl  der  Schnitt- 
punkte iHsst  sich  aber  auf  folgende  Art  ermitteln.  Es  sei  ^  ein  beliebiger 
Kegelschnitt  und  n  die  Polare  von  77  bezüglich  desselben.  Die  Pole  von  rc 
bezüglich  aller  Kegelschnitte  k  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  durch  P, 
welcher  n  in  zwei  Punkten  77'  und  77',  schneidet.  Jedem  Pnnkte  77  ent- 
sprechen also  zwei  Punkte  77'.  Die  Polaren  von  77'  bezüglich  der  Kegel- 
schnitte k  umhüllen  einen  Kegelschnitt.  Von  diesen  Polaren  gehen  also  nur 
zwei  durch  den  Pol  von  /bezüglich  Ä;  es  sind  die  Polaren  von  zwei  Punk- 
ten 77  und  77,  auf  /  bezüglich  Ä.  Jedem  Punkte  77'  entsprechen  daher  zwei 
Punkte  77;  also  bilden  die  Punkte  77  und  77'  zwei  Punktreihen,  die  in  zwci- 
zwoigliedriger  Beziehung  stehen  und  vier  Doppelpunkte  haben.  Da  es  auf 
jeder  Geraden  vier  solcher  Doppelpunkte  giebt,  so  ist  der  Ort  aller  dieser 
Doppelpunkte  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  ß  in  acht  Punkten 
schneidet.  In  diesen  wird  ^  von  acht' Kegelschnitten  der  Schaar  Ar...  be- 
rührt. —  In  unserem  Falle  geht  ff,  d.  i.  AT,  durch  P.  Die  Ortscurve  vierter 
Ordnung  herührt  /  in  P  und  kann  daher  Knwx  noch  in  sechs  Punkten  schnei- 
den. Es  wird  also üf  auch  nur  von  sechs  Kegelschnitten  der  Schaar  Ar...  berührt 
und  daher  schneidet  /  die  Umhüllungscurve  in  sechs  Punkten.  Die  Curve 
C  ist  daher,  da  sie  mit  /  sechs  Schnittpunkte  und  einen  Berührungspunkt 
gemein  hat,  von  der  achten  Ordnung. 

Statt  auf  einer  Tangente ,  soll  U  sich  auf  einer  beliebigen  Geraden  / 
bewegen.    Die  Büsobel  Jl (Af  AfBiB^...  Xi X^  und  P{äB ..   X)  erzeugen 
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M Reibe  von  Cnrveii  dritter  Orilunug,  die  dnrcli PgoUen  und dtc lieidea 
GewJen  PI'  nnil  l'ff  beriilireu,  wi>iin  V  iiud  H'  die  VerzweigiiDgspniikte  der 
'mktri'ibe  «nf  i'  siud.  ForüPr  schneiden  nlle  Curven  drittec  Ordnung  die 
Grutn©  in  drei  festen  Punklen  r,  V,  V,,  deren  Verbindungslinien  mit  P 
rch  P  KU  siebenden  'I'angenten  Hiod.  Ueseicbuel  uiiin 
nSehnillpankt  vo«  /  nud  @  mit  Z,  and  ist  Z  der  dem  Z,  projectiviscb  enl- 
prrctrenda  Punkt  auf  A',  dnnn  ist  der  Scbtiitlpunkt  £  von  l  mit  PZ  ebenfalls 
it  den  Cnrvon  dritter  Ordnang  geineinauhjifllicbet  Punkt.  Dieaelben  bil- 
Pea  tbo  eine  Sdiaar  vod  Carmen  dritter  Ordnung,  die  durch  Ifinf  feste 
B  PT,  ü,  r,S  geben,  zwei  feste  Gerade  PC  nud  /■»",  diu  sich  in  einem 


fia  fünf  Funkle  acluieiden,  beriilii 
r  Geraden  I  Jurcli  eine 
K*  BerübrnugHjiuukle  ß...  und  }■ . 
'  e  Schoiltpankio  Hilf  diesen  Gorndei 
Uie  dndnrch  in  r„  und  ff, 
MliBscboI  werden  von  den  Geraden 
■ihon  gaecbnilteti ,  also  nmbdllon  di 


en  und  dereu  Doppeljinuklo  U  sÜmmt- 
in  audern,  £,  der  fünf  Punkt«  liegen. 
,.  dieser  Curven  mit  PF  und  PIt' sind 
»  mit  //r„  und  nir„  bei  Veränderung 
I,  enl!>leh<!Ddeti  perspcctiviavben  Slrab- 
lir  und  nir  in  projectivischen  Pnnkt- 
p.  Verbindungslinien  ßy,  ...  der  Beruh- 


«ngipunkte  einen  Kegelschnitt  £.    So  oft  eine  der  Cui-vcn  dritter  Ordnung 
Arn  Kegelschnitt  Ä'  berührt,  so  oft  wird  die  Cnrvo  C  von  /  goschnillen. 


dirsnacb  dem  Vorigen  aber  achtmal  geschieht,  so 
„Von  Allen  Curven  dritter  Ordnnng,  die 
PT,Vfy,l  gehen,  swei  durch  einen  dersclboi 
IwiDtiren,  dass  die  Verbindungslinien  der  Ber 
Ei^lKliniit  nnibiillcn,  nnil  deren  Doppelpunkte  n 
diR  durch  einen  der  anderen  gemeinachnftliclien 


AEhl  vinen  KegetsobniU  durch  den  Schnittpunkt  dei 
"•Oßontea." 


kann  gefolgert  worden: 
durch  fllnf  feste  Punkte 
,  P.  gehende  Gerndo  so 
hrimgspunkie  einen  Ke- 
if einer  Geraden  /  liegen, 
[)kte,  £,  gebt,  berühr 


ichafiticber 


Aaf  einer  O^irailen  &  niid  einem  Kegnlschniit  A'  befinden  sich  dt«  prn- 
*lr*iiwhen  Invdlntlnnen 

?t,9l,33iS,P,ß, ...  a3,S.5ß„3S„ 

*  daj»  kIko  zwei  Doppelpunkte  entsprechende  Punkte  sind.    Die  Verbin- 

'^g«linien  ontuprcchcndcr  Pnnkto  nmhilllen  eine  Curve  C,  deren  Classe 
ihst  nntorsucht  werden  goll.  Die  Geraden  /i,Af,  ß,Pf...  schneiden 
I)  in  einem  Puukte  i7  und  bilden  ein  StrablonbüBcbel  IK^abc...),  welches 

'  jader  der  Involutionen  in  projectiviscb  er  Beziehung  steht.  Ist  P  ein 
lljUabig«  Pnnki,  so  erieugen  die  Büschel  P{%'ii,^,^,.:)  und  n(abc...) 

*•  CitrT«  dritter  Ordnung,  welche  A'  in  sechs  Pnnktcn  schneidet.  Daraus 
Mgi,  dnu  C  von  der  sechsten  Classe  ist.  Dieselbe  Carve  dritter  Ordnung 
^hnddet  ^  in  drei  Punkten  Q,  9t,  6,  nnd  es  sind  HO,,  n3t,,  /Z@,  drei 
"%ii|aateD  von  C;  tie  mllssen  Kber  auch  durch  die  entspre  eben  den  Punkt* 
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paare  QiOty  R1R29  ^1*^1  gehen  and  sind  daher  drei  Doppeltangenten  der 
Curve  C.  Eine  vierte  Doppeltangente  ist  die  Gerade  F,,  Wn  und  @  ist 
eine  vierfache  Tangente. 

„Die  Curve  C  hat  also  eine  vierfache  Tangente  und  vier  Doppeltan- 
genten, von  denen  drei  durch  einen  Punkt  gehen/' 

Um  den  Berührungspunkt  auf  einer  Tangente  X^  X,  zu  finden ,  pro- 
jicire  man  die  Punktpaare  der  Involution  auf  K  von  einem  Punkte  dieses 
Kegelschnittes  auf  die  Tangente  ^,  36i  und  erhält  auf  derselben  eine  neue 
Involution  Ä  ^A\B\ff'^,,.X\X\,  welche  mit  21,  91, 8,  $),...  J,J,  auf  @ 
in  projectivischor  Beziehung  steht.  Die  Verbindungslinien  entsprechender 
Pnnktpaaie  umhüllen  eine  Curve  vierter  Classe  sechster  Ordnung  mit  drei 
Doppeltangenten,  und  der  Berührungspunkt  derselben  mit  X^Ti^  ist  zugleich 
der  Berührungspunkt  dieser  Tangeute  mit  C.  Um  ihn  zu  bestimmen ,  con- 
struire  man  die  licductionscurve  dos  Punktpaares  X^H^^  indem  man  die 
Durchschnittspunkto  entsprechender  Strahlen  der  projectivischeu  Büschel 
Xx  (31,  21, 95,  SB,  . . .)  and  J,  (-/,  A\  B\  B\  . . .)  bestimmt.  Diese  Curve  ist  von 
der  dritten  Ordnung  und  schneidet  A',  X,  in  JT,  und  36,  und  noch  in  einem 
dritten  Punkte.  Dann  ist  derjenige  Punkt,  der  den  letzten  von  A',  und  36, 
harmonisch  trennt,  der  gesuchte  Berüiirungspnnkt. 

Die  Polaren  a,  a,bib,...  von  2li2lc93|93,  bezüglich  K  schneiden  sich  im 
Pol  ^  von  @  und  bilden  in  demselben  ein  involutorisches  Strahlenbüschel 
^  (a,  a,bib, ...);  welches  zu  dem  Büschel  JZ(aft...)in  projectivischer  Be- 
ziehung steht  und  mit  ihm  eine  Curve  dritter  Ordnung  erzeugt.  Diese 
schneidet  K  in  sechs  Punkten,  in  denen  sich  C  und  K  berühren. 

Um  die  Ordnung  der  Curve  zu  bestimmen ,  ist  es  am  einfachsten ,  zu 
untersuchen,  in  wieviel  Punkten  eine  der  Doppcltangenten  dieselbe  schnei- 
det. Wir  wählen  die  Doppeltangento  9B„  W^^  und  nennen  P,  ihren  Schnitt- 
punkt mit  A*.  Ferner  sei  ^  ein  veränderlicher  Punkt  auf  S33,,  ^^„,  dann  er- 
zeugen die  projectivischen  Involutionen  P,  [A^  A^  ß,  i?, ...)  und  ^  (9l,9l,S,8, ...) 
Kegelschnitte,  welche  durch  zwei  feste  Punkte  von  @  gehen,  sie  mögen  3K 
und  31  heissen,  und  zwei  feste  Gerade  berühren,  nämlich  P,  F,  und  P,  F,. 
Von  P,  lassen  sich  an  C  vier  Tangenten  legen;  zwei  von  ihnen  sind  die 
Verbindungslinien  von  F,  mit  den  diesem  Punkte  projectivisch  entsprechen- 
den Punkten  ^,  und  ^,,  die  beiden  anderen  treffen  ®  in  9Jt  und  91,  und 
durch  diese  beiden  Punkte  müssen  alle  durch  die  Büschel  Pf^A^A^B^  ß, ...) 
und  ^  (9(,  91, 93,  33, . . .)  bei  der  Aenderung  von  ^  erzeugten  Kegelschnitte 
gehen.  Von  allen  diesen  Kegelschnitten  berühren  nur  sechs  den  Kegel- 
schnitt K  und  daher  kann  F„  ^„  die  Curve  C  auch  nur  in  sechs  Punkten 
schneiden.  Rechnet  man  dazu  die  beiden  doppelt  zu  zählenden  Berührungs- 
punkte, 80  folgt,  dass  die  Curve  C  von  der  zehnten  Ordnung  ist.  Sie  be- 
rührt die  Gerade  @  in  vier  Punkten  und  schneidet  sie  ausserdem  in  93, 
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^•-^^  ^---^.^v»^- 


Die  iB  III,  IV  und  V  erhaltenen  Resultate  lassen  sich  kurz  zusammen- 
finei: 

III.  Wenn  eine  Punktinvolution  auf  einem  Kegelschnitt  Ä'  in  projec- 
tinseher  Beziehung  zu  einer  Punktreiho  auf  einer  Geraden  @  ist,  so 
nmbfillen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  eine  Curve  vier- 
ter Classe  sechster  Ordnung,  welche  drei  Doppeltangenteu  hat,  zu  denen 
aacb  die  Gerade  @  gehört,  und  den  Kegelschnitt  K  in  vier  Punkten 
beröhrt. 

IV.  Wenn  eine  Punktinvolution  auf  eiuor  Geraden  @  in  projectivi- 
teber  Beziehung  zu  einer  Punktreihe  auf  einem  Kegelschnitte  K  steht, 
10  umhüllen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  eine  Curve 
fünfter  Classe  achter  Ordnung,  welche  @  zu  einer  vierfachen  Tangente 
bat,  K  in  fünf  Punkten  berührt  und  in  sechs  anderen  schneidet. 

V.  Wenn  eine  Punktinvolution  auf  einer  Geraden  @  in  projectivi-  - 
leber  Beziehung  zu  einer  Punktinvolution  auf  einem  Kegelschnitte  K 
steht  und  zwei  Doppelpunkte  entsprechende  Punkte  sind ,  so  umhüllen 
die  Verbindungslinien  entsprechender  Punktpaare  eine  Curve  sechster 
Classe  zehnter  Ordnung,  welche  @  zu  einer  vierfachen  Tangente  und 
ausserdem  vier  Doppeltangenten  hat,  von  denen  drei  durch  einen  Punkt 
gehen  und  die  K  in  sechs  Punkten  berührt. 

VL 

Anf  einem  Kegelschnitt  K  seien  zwei  projectivische  Punktinvolutionen, 
«och  sollen  sich  zwei  Doppelpunkte  nicht  entsprechen.  Dann  umhüllen 
^>e  Verbindungslinien    entsprechender  Punkte    eine   Curve  C.     Es    seien 

MBtB^...  V,  V^W,  W^  F„  ^„...  und  9t, 21, 93. 93, ...»„SS,, 95,% ©i SB,... 

^ie  beiden  Involutionen.    Projicirt  man  dieselben  aus  den  Punkten  2li  und 

-^if  so  erhält  man  in  ihnen  zwei  projectivische  Strahleninvolutionen,  in 

^ereo  gemeinsamem  Strahle  zwei  entsprechende  Strahlen  vereinigt  liegen. 

^ie  Involutionsbüschel  erzeugen  daher  eine  Curve  C^^^  dritter  Ordnung,  die 

^Qch  durch  Ai  und  3li  geht.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  X  dieser 

^rve  mit  A^  und  %x  ^^^  treffen  A^X  und  9l|  A'  den  Kegelschnitt  K  noch  in 

*  und  -J,,  80   sind  Xi  und  X^  entsprechende  Punkte  der  projectivischen 

^Qnktinvolutionen ;  jedem  Punkte  X  von  C^^'^  entspricht  also  eine  Tangente 

•^Xi  der  Umhüllungscurve  C,    Um   die  Zahl  der  Tangenten  zu  finden,  die 

•leb  von  irgend  einem  Punkte  P  an  die  Curve  ziehen  lassen,   zieht  mau 

^^rch  P  einen  veränderlichen  Strahl,   der  K  in  den  Punkten  X'  und  A' ' 

Schneidet.    Dann  liegen  die  Schnittpunkte  von  A^X'  und  91, AT",  A^X"  und 

Ä,  X  mit  den  Punkten  A^  und  91,  auf  einem  Kegelschnitte  Ä,  so  dass  jedem 

Winkle  3t  dieses  Kegelschnittes  eine  Gerade  durch  P  entspricht.   Verbindet 

'**•»  nämlich  X  mit  A^  und  9t,  und  sind  X'  und  X''  die  Schnittpunkte  dieser 

^-inien  mit  AT,  so  geht  A"-Y"  durch  P.    Da  sich  die  Curvew  C<^^  uxid  ^  \w  A^ 

■'«^Ir  ond  ausserdem  uoch  in  vier  Punkten  schneiden ,  feo  kawTy  \»^^o\^^iV 
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werden,  dass  sich  durch  P  vier  Tangenten  an  die  UmbüIIungscurve  C  rieh,  ^eii 
lassen.  —  Aendert  sich  P  auf  einer  Geraden  g^  so  bilden  alle  Kegelschnitte    5{ 
ein  Büschel.    So  viele  von  ihnen  die  Cnrve  C^^  berühren,  so  oft  schneid^^  ^ 
die  Umhüllnngscurve.    Da  die  gerade  Polare  eines  Beröhrnngspnnktes  1»^ 
ztiglich  C^^^  mit  der  Polare  desselben  bezüglich  des  Kegelschnittes  £,  w«/^ 
eher  C^^^  in  diesem  Funkte  berührt,  zusammenfällt,  so  hat  man  nar  den  Ot^^^ 
der  Punkte  aufzusuchen,  deren  gerade  Polaren  bezüglich  C^  mit  denPolare^^^ 
der  Kegelschnitte  ^  zusammenfallen.  Dieser  Ort  ist  aber  (vergl.  C  r  e  m  o na, 
Einleitung  in  die  Theorie  der  ebenen  Curven)  von  der  vierten  Ordnung  nnd 
hat  in  J^  und  ^,  zwei  Doppelpunkte;  er  schneidet  daher  C(')  nur  noch  in 
acht  Punkten.     Daher  ist  die  Umhüllnngscurve  von  der  achten  Ordnung. 
Die  übrigen  Eigenschaften  der  Umhüllnngscurve  folgern  sich  so,  wie  in  IL 
Dieselben  lassen  sich  in  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

,,Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punktpaare  zweier  projee- 
tivischen  Punktinvolutionen  auf  einem  Kegelschnitt  K  nmhüllen  eine 
Curve  vierter  Classe  achter  Ordnung,  welche  iif  achtmal  schneidet,  ▼i«r- 
mal  berührt  und  zwei  Doppeltangenten  hat.'^ 


k-i. 


Kleinere  Mittheilungen. 


Z.  Dai  harmoniiohe  Hexaeder  und  das  harmonische  Octaeder. 

(Hierzu  Taf.  III,  Fig.  0  und  7.) 

B^i  der  Benutzung  homogener  TetraedorcoordiuRten  treten  Gruppen 
?on  acht  Punkten  und  acht  Ebenen  auf,  welche  eine  ähnliche  Rolle  spielen, 
wie  die  acht  Punkte  und  acht  Ebenen,  deren  Descartes^sche  Coordina- 
ten  sich  nnr  in  den  Vorzeichen ,  nicht  aber  in  Bezug  auf  den  numerischen 
Betrag  unterscheiden.     Es  schien  mir  daher  nicht  unzweckmässig,   diese 
Gmppen  als  besondere  Figuren  unter  besonderen  Namen  zusammenzufas- 
fpn   und   ihre   nächstliegenden  Eigenschaften   zusammenzustellen.     Dabei 
fiodet  sich  Veranlassnng ,  die  Raumfiguren  hervorzuheben,  welche  die  cen- 
tnlprojicirenden  Geraden   nnd  Ebenen    eines  vollständigen  Vierecks  und 
Vierseita  bilden;  die   erstere  Figur  kann  als   vollständige   vierkan- 
tige Ecke,  die  letztere  als  vollständige  vierseitige  Ecke  bezeich- 
net werden. 

Eine  vollständige  vierkantige  Ecke  hat  sechs  Ebenen,  die 
darcli  je  zwei  Kanten  bestimmt  werden;  dieselben  schneiden  sich  in  den 
vier  Kanten  und  noch  ausserdem  in  drei  neuen  Kanten;  die  durch  die  letz- 
teren bestimmte  Ecke  heisse  die  Diagonalecke.  Auf  jeder  Ebene  der  Ecke 
finden  sich  dann  zwei  harmonische  Strahlenpaare:  die  beid^en  auf  ihr  liegen- 
den  Kanten  der  Ecke  sind  das  eine  Paar,  das  andere  wird  von  der  auf  ihr 
liegenden  Kante  der  Diagonalecke  nnd  von  dem  Durchschnitt  der  Ebene 
mit  der  dieser  Kante  gegenüberliegenden  Seite  der  Diagonalecke  gebildet. 
Eine  vollständige  vierseitige  Ecke  enthält  sechs  Kanten:  die 
Darchscbnitte  von  je  zweien  der  vier  Ebenen  der  Ecke.  Durch  je  zwei 
dieser  Kanteü  sind  ausser  den  Seiten  der  Ecke  noch  drei  neue  Ebenen 
bestimmt;  die  von  ihnen  begrenzte  Ecke  heisse  die  Diagonalecko.  Jede 
der  sechs  Kanten  der  Ecke  ist  Träger  von  zwei  harmonischen  Ebenen- 
pafiren :  das  eine  sind  die  beiden  durch  die  Kanten  gehenden  Ebenen  der 
Ecke;  das  andere  wird  gebildet  von  der  durch  die  Kante  gehenden  Seite 
der  Diagonalecke  und  von  der  Ebene,  welche  durch  die  dieser  Seite  gegen- 
Ober! legende  Knute  der  Diagonnlecke  geht. 

Z0ii$€bnfl  r  MathemMtiM  a  Physik,  XVI 11,  3,  ^\ 
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Die  Figur  (Taf.  3  Fig.O),  welche 
durch  drei  Ebenenpaare  gebildet 
wird,  deren  Schnittlinien  in  einer 
Ebene  liegen,  heisse  „harmoni- 
sches Hexader". 

Die  Ebene  sei  ^^^  die  drei  Schnitt- 
geraden (7,  Tj  ^,,  das  Ebenenpaar 
durch  Ci  sei  N't  N"i^  Da  C,  C,(7,  auf 
einer  Ebene  liegen,  so  können  die 
Polynomien  iV,-  in  solcher  Form  vor- 
ausgesetzt werden,  dass  sie  die  Iden- 
titäten erfüllen: 


Die  Figur  (Taf.  3  Fig.  7),  welche 
durch  drei  Punktpaare  gebildet  wird, 
deren  dreiVerbindungsgeraden  durch 
einen  Punktgehen,  heisse  „harmo  - 
nischesOctaeder". 

Der  Punkt  sei  A^^  die  drei  Gera- 
den C,  ^t^'ji  ^«8  Punktpaar  auf  Ci 
sei  N'iN"i^  Da  CiC^C^  durch  einen 
Punkt  gehen,  so  können  die  Poly- 
nomien Ni  unter  solcher  Form  vor- 
ausgesetzt werden,  dass  siedielden- 
titHten  erfüllen: 


Alsdann  ist 


A,  =  N\  +  N'\  =  N\  +  fi\  =  N\  +  N'\  =  0 


die  Gleichung  der  Ehene  A^, 

Die  sechs  Ebenen  iV^  schneiden 
sich  dreimal  zu  je  vieren  in  den 
Punkten  C,-  Ck*  Ausserdem  schnei- 
den nie  sich  zu  je  dreien  in  acht  Punk- 
ten; diese  mögen  als  die  Eck- 
punkte des  B.B.  bezeichnet  wen- 
den. Die  zwölf  Geraden,  in  welchen 
sich  je  zwei  Ebenen  N  schneiden, 
die  nicht  demselben  Paare  angehö- 
ren, mögen  als  Kanten  des  H,  ff. 
gelten. 

Bezeichnet  man  eine  Kante  oder 
einen  Punkt  durch  Nebeneinander- 
Stellung  der  Symbole  für  die  zwei, 
beziehendlich  drei  Ebenen,  auf  wel- 
chen dieselben  liegen,  so  mögen  die 
Kanten  und  Punkte  als  gegen-* 
überliegende  gelten,  deren  Sym- 
bole durch  Vertauschung  aller  obe- 
ren Indices  in  einander  übergehen. 

Je  zwei  Gegenkanten  liegen  auf 
einer  Ebene.  Die  Ebene  der  Gegen- 
kanten N'iN'\  un<l  ^"iN'k  mag  mit 
Di^  die  Ebene  der  Gegcukanten 
H'ili'k  tto<i  ^  i^'k  niit  El  bezcich- 
ntt  werden. 


die  Gleichung  des  Punktes  A^. 

Die  sechs  Punkte  iV|  liegen  drei- 
mal zu  je  vieren  auf  den  Ebenen 
Ci  Ck'  Ausserdem  bestimmen  sie  noch 
zu  je  dreien  acht  neue  Ebenen;  diese 
mögen  als  die  Ebenen  des  ff.  0, 
bezeichnet  werden.  Die  zwölf  Ge- 
raden, welche  durch  je.  zwei  Punkte 
N  gehen,  die  nicht  demselben  Paare 
angehören,  mögen  als  Kanten  des 
ff,  0,  gelten. 

Bezeichnet  man  eine  Kante  oder 
Ebene  durch  Nebeneinanderstellung 
der  Symbole  für  die  zwei,  beziehend- 
lich drei  Punkte,  durch  welche  die- 
selben  bestimmt  werden,  so  mögen 
die  Kanten  und  Ebenen  als  gegen- 
überliegende gelten,  deren  Sym- 
bole durch  Vertauschung  aller  obe- 
ren Indices  in  einander  übergehen. 

Je  zwei  Gegenkanten  gehen  durch 
einen  Punkt.  Der  Schnittpunkt  der 
Gegenkanten  iV',  iV''^  und  N"il^\ 
mag  mit  />/,  der  Schnittpunkt  der 
Gegenkanten  N'iN\  oud  N"iN"k 
mit  El  bezeichnet  werden. 
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Die  Gleichungen  von  Di  und  Ei  sind: 

Schreibt  man  in  diesen  Aufstellungen  für  Di  Ei,  D^E^,  ^a^s  für  die 
Indices  /,  i,  k  einen  Cyklus  von  1 ,  2,  3,  so  gelten  die  IdentitHtcn 

2)  Di  —  Dk  —  Ei—E/c^O. 

Hieraus  folgt,  dass  je  zwei  von  Hieraus  folgt,  dass  je  zwei  von 

den  Ebenenpaaren />/£*/ durch  einen       den    Punktpaaren    />/^/   auf    einer 


Punkt  gehen;  oder  ist//  der  Schnitt 
der  Ebenen  Di  und  Ei ,  so  folgt,  dass 
sich  je  zwei  von  diesen  drei  Geraden 
in  einem  Punkte  schneiden.  Da  nun 
jede  durch  eine  Ecke  des  ^Dreiecks 

^1  ^2  ^8  S^^^  ^^^  sie  nicht  in  der 
Ebene  dieses  Dreiecks  enthalten 
sind,  so  folgt: 

Die  sechs  Ebenen,  welche  je  zwei 
Gegenkanten  verbinden,  gehen  durch 
einen  Punkt;  oder  die  Geraden  F|F,Fj 
gehen  durch  einen  Punkt;  oder  die 
Geraden  je  zweier  Gegenpunkte 
gehen  durch  einen  Punkt. 

Dieser  Punkt  sei  B^\  ist  ferner 
Bi  der  Schnittpunkt  C^C/,  so  werde 
/?,  Bi  Bf  B^  als  das  dem  harmoni- 
schen Hexaeder  zugehörige  Te- 
traeder bezeichnet.  In  demselben 
liegt  also  der  Punkt  B^  gegenüber 
der  Ebene  A^\  die  Kanten  F,-  ver- 
binden B^  mit  Bi ,  die  Kanten  Q  ver- 
binden Bic  mit  Bi. 

Ferner  werden  bezeichnet  die 
Eckpunkte  des  ILH.i 


N\  N\  N 


>i 


0.,- 


Dann  gehen  die  Geraden 

080.(1  =  1,2,3,4) 
durch  Bi  und  die  Geraden 


Ebene  liegen;  oder  ist  Fi  die  Gerade 
DiEiy  so  folgt,  dass  die  Geraden 
F^F^F^  sich  zu  je  zweien  in  einem 
Punkte  schneiden.  Da  nun  jede  auf 
einer  der  Ebenen  der  Ecke  C,  C,Cj 
liegt  und  sie  nicht  durch  den  Punkt 
A^  gehen,  so  folgt: 

Die  sechs  Punkte,  in  welchen  sich 
je  zwei  Gegenkanten  schneiden,  lie- 
gen auf  einer  Ebene;  oder  die  Ge- 
raden F|  F,  F,  liegen  auf  einer  Ebene ; 
oder  die  Schnittgeraden  je  zweier 
gegenüberliegenden  Ebenen  liegen 
auf  einer  Ebene. 

Diese  Ebene  sei  B^\  ist  ferner  Bi 
die  Ebene  der  Geraden  Ck  und  Ci, 
so  werde  B^B^B^B^  als  das  dem 
harmonischen  Octaeder  zugehö- 
rige Tetraeder  bezeichnet.  In 
demselben  liegt  also  die  Ebene  B^ 
dem  Punkte  A^  gegenüber;  die  Kan- 
ten Fi  sind  Durchschnitte  der  Ebe- 
nen B^  und  J?,-,  die  Kanten  C,*  sind 
Schnitte  von  B^  und  Bi, 

Ferner  werden  bezeichnet  die 
Ebenen  des  H,  0: : 

Dann  liegen  die  Geraden 
aaf  Bi ,  *' 
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gelien  durch  die  Tetraederkanten  Fi 
und  C|'. 

Jede  der  Ebenen  N^DiEi  enthält 
vier  Eckpunkte  des  //,  H.  und  schnei- 
det das  zugehörige  Tetraeder  in  dem 
dem  Viereck  dieser  Eckpunkte  zu- 
gehörigen Diagonaldreieck.     Es  ist 

daher 

«?«(?,•(«  =  1,2,  3,  4) 

harmonisch  mit  Bt  und  dem  Punkte 
/?,-,  in  welchem  diese  Gerade  Q^Qi 
die  Ebene  Bk^iBm  schneidet.  Fer- 
ner ist 

P8P/+4  (1  =  1,2,3) 

harmonisch  mit  den  beiden  Punkten 
Si  und  r,-,  welche  Q^  öi-f  4  niit  den 
Oegenkanten  Fi  und  6V  gemein  hat. 


Og0.+4O  =  I,2,3) 
gehen  duich  die  Tetraederkanten  /| 
und  (7,-. 

Durch  jeden  der  Punkte  NiDiEg 
gehen  vier  Ebenen  des  B,0,\  die 
Ecken  des  zugehörigen  Tetraeders 
werden  von  jedem  dieser  Punkte  aus 
durch  die  Kanten  der  Diagonalecke 
der  von  den  vier  Ebenen  des  H,0, 
gebildeten  vierseitigen  Ecke  proji- 
cirt.    Es  ist  daher  . 

08(?.(i  =  l,».3) 
harmonisch   mit  Bi   und  der  Ebene 
/?,-,    weÄhe   die  Q^Oi  mit  Bi^BiB^ 
verbindet.    Ferner  ist  das  Paar 

Ö8(?.+4(i  =  l,2,3) 
harmonisch  mit  den  Ebenen  Si  und 
r,,  welche  durch  pgft  und  durch  die 


Gegenkanten  Fi  und  Ci  bestimmt  sind. 

Sind  ^jt,-,  6jti,  riciy  Ski  i  hi  ^i©  homogenen  Coordinaten  von  (),•,  Biy  Ä|, 
Siy  Ti  in  Bezug  auf  ^, ,  Bfy  /?,,  B^y  so  lassen  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
harmonische  Lage  von  QgQiBiRi  vier  Zahlen  X'^ik^^i'  finden,  welche  die 
Gleichungen  erfüllen: 

1 ' .    '  ^ff     ff 

A  :  fi  =  —  A   :  fi  . 

Da  nun 

bki  =  (fii=bmi'=0  und  ri,  =  0, 

so  folgt  aus  diesen  Formeln 

gki'9kH  =  gi(  'gi%  —  fjmt  'gms  =  '-qii'gig 

oder 

^18  :  728 :  ^38 :  5r48  =  —  9x1 '  gi\  -  931  '  ^41  , 

=  Vi2 :  —  qn '  qn '  qn  , 
=  913*.  923:  — 933:^43, 
=  qu  '  924 :  934  :  —  944- 
Ferner    lassen*    sich    mit   Rücksicht    auf  die   harmonische   Lage    von 
OgOi^A^i  Ti  vier  Zahlen  X' fi  k'' fi'  finden,  für  welche 

5Ai  =  ^'9t,i-f4  +  f*'9*8, 
tk  I  =  ^"9a,  1 4.4  +  f*"9A  8 1 
k  :  fi  ^  —  k   :  f4  . 
Da  nun 

Ski=sti  =  0,     tu  =  Ui=^0  (1,  Ar,  /=  1,  2,  3) , 


3) 


so  folgt 


^,;  /^4  :  gis  =  ^4,  /+  4  :  ^is  =  —  qk^  ,-^.4 :  ^^g  =  —  ^/,  ,.|.4 :  qi^ 
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yis  :  ^28  :  738  :  748  =  —  ^\h  •  7?5 :  735 :  —  '/45  » 
N.  T  ^      4J  =  r/ie  :  —  ^^e  •  73o :  —  74«  , 

=  7i7 :  727  :  —  737  :  —  747. 
Die  Formeln  3)  nnd  4)  lassen  sicli  auch  in  folgende  zusammenfassen: 
DieCoordinaten  der  Ecken  eines  liarmdnischen  IJexacders,  bezieiicnd- 
Bek  der  Ebenen  eines  harmonischen  Octaeders,  bezogen  auf  das  zugcLö- 
i%B Tetraeder,  sind  unter  der  Form  enthalten:  • 

Sind  die  Coordinaten  auf  ein  beliebiges  Tetraeder  bezogen,  so  ergeben 
sieb  hieraus  die  Formeln 

vesotfdie  Summe  der  Coefficienten  der  by  bezeichnet. 

Wie  man  leicht  sieht,  lassen  sich  die  in  5)  und  6)  enthaltenen  Siitze 
niebren: 


Vi%  acht  verschiedenen  Punkte, 
linni  Coordinaten  den  Beziehungen 
n  oder  6)  genügen ,  sind  die  Eck- 
fuktt  eines  harmonischen  Hexa- 
eders, das  dem  Tetraeder  ^j  B^  B^  B^ 
nsgahört;  d«  h.  diese  Punkte  liegen 
sechsinal  zu  je  vieren  auf  einer 
Ebene,  und  die  Geraden,  in  welchen 
sich  je  zwei  gegenüberliegende  die- 
ser sechs  Ebenen  schneiden,  liegen 
maS  einer  Ebene  (^,  B^  B^, 

Die  Proportionen  5)  lehren : 

Alle  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  die  Ecken  eines  H.  H, 
gehen,  haben  das  zugehörige  Tetra- 
eder stim  Polartetraeder. 

Die  Eckpunkte  eines  H.JI.  sind 
in  einer  doppelt  unendlichen  Anzahl 
Ton  Flüchen  zweiter  Ordnung  ent- 
halten. 

Durch  die  16  Punkte  zweier  H.H.^ 
welche  demselben  Tetraeder  znge- 
hören,  geht  ein  Büschel  von  Flä- 
chen zweiter  Ordnung;  durch  diese 
Punkte  ist  eine  Raumcurvo  vierten 
Grades  bestimmt,  der  Träger  jenes 
FläehenbOachels. 


Die  acht  verschiedenen  Ebenen, 
deren  Coordinaten  den  Beziehungen 
&)  oder  6)  genügen,  sind  die  Ebenen 
eines  harmonischen  Octaeders,  das 
dem  Tetraoder  B^  B^  B^  B^  zugehört; 
d.  h.  diese  Ebenen  gehen  sechsmal 
zu  je  vieren  durch  einen  Punkt,  und 
die  Geraden,  in  welchen  je  zwei  ge- 
genüberliegende dieser  sechs  Punkte 
enthalten  sind,  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  (^,  /?,  B^), 

Alle  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  die  Ebenen  eines  H.O,  berüh- 
ren, haben  das  zugehörige  Tetraeder 
zum  Polartetraeder. 

Die  Ebenen  eines  H,  0,  werden 
voa  einer  doppelt  unendlichen  An- 
zahl von  Flächen  zweiter  Ordnung 
berührt. 

Die  10  Ebenen  zweier  //.  0.  wer- 
den von  einer  Schaar  von  Flächen 
zweiterOrdnung  berührt ;  durch  diese 
Ebenen  ist  eine  developpable  Fläche 
vierter  Classe  bestimmt,  der  Träger 
jener  Flächenschaar. 
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Durch  die  24  Eckpunkte  dreier  Durch  die  24  Ebenen  dreier  H.  0., 

H,H.^  welche  demselben  Tetraeder  welche  demselben  Tetraeder  zu<^e- 

zugehören,  ist  eine  Fläche  zweiter  hören,  ist  eine  Fläche  zweiter  Ord- 

Ordnung  eindeutig  bestimmt.  nung  eindeutig  bestimmt. 

Wenn  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  ein  gemeinsames  Polartetraeder 
haben ,  so  sciineiden  sie  sich  in  den  Ecken  eines  dem  Polartetraeder  zu- 
gehörigen H,  H.  und  ihre  gemeinsamen  Tangentialebenen  sind  die  Ebenen 
eines  H,0, 

Wenn  eine  Fläche  zweiter  Ord-  Wenn  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung sieben  Eckpunkte  eines  H.H.  nung  sieben  Ebenen  eines  H.O.  be- 
enthält, so  enthält  sie  auch  den  ach-  rührt,  so  berührt  sie  auch  die  achte; 
ten;  oder  schneiden  sich  drei  Flä-  oder:  berühren  drei  Flächen  zweiter 
chen  zweiter  Ordnung  in  sieben  Eck-  Ordnung  sieben  Ebenen  eines  77. 0., 
punkten  eines  H.H,^  so  ist  ihr  achter  so  ist  ihre  achte  gemeinsame  Berüh- 
Schnittpunkt  die  achte  Ecke  des  i7.i7.  rungsebene  die  achte  Ebene  deaH.O. 

Dresden.  Dr.  R.  Heger. 


XI.    Ueber  einen  Satz  aus  der  Determinantentheorie. 

In  seinen  aUwSgezeichneten  und  überaus  reichhaltigen  Bemerkungen 
zur  Determinantentheorie  (Borchardt's  Journal  Band  72)  hat  Krou- 
ecker  eine  Formel  aufgestellt  (/.  c.  S.  171  Gleich.  3),  die  zahlreiche  An- 
wendungen auf  die  Geometrie  gestattet.  Diese  Formel  bildet  nur  den  Theil 
eines  allgemeineren,  noch  fruchtbareren  Satzes ,  welcher  den  Gegenstand 
der  vorliegenden  Note  bildet. 

Man  habe  zwei  Gruppen  von  Elementen : 

1     Ai     6,     Cf  . . .  /, ,  1 

1     er,     6,     r,  ...  /, ,  1 

1     «a     ^8     ^B  '  '  hy      und      1 


[     a, 

ß> 

yi  • •  •  ^1 » 

«t 

ß* 

}'t  •  •  •  ^t » 

ß* 

•     • 

Ys  • • •  ^j » 

... 

1       ^m     ^m     ^m  •  •  •  »m  >  *       ^m     Pm     Ym  •  •  •  ^m  i 

in  deren  jeder  die  Anzahl  Horizontalreihen  gleich  m,  die  Anzahl  der  Verti- 
calreihen  dagegen  gleich  n  sei;   die  2(yi  — l)m  Elemente  a^,  6|-...  li  und 
^iy  ßi'"h (<  =  1)  2, 3  ...  m)  können  überdies  völlig  willkürlich  sein. 
Setzt  man 

dik=aiOk  +  bißi,  +  c^yjt  +  ...  +  /< U  («  und  A:  =  1,  2,  3  . . .  m), 
so  lässt  sich  bekanntlich*  die  Determinante  m*^**  Grades 


*  VergL  JJulixer,  Deteruiinautentheorle  (.dcVllQ  kuft^V)^)^  %  ^^  1« 
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P  = 


l+rf.. 
1  +  rf.. 


1  +  rf.t 
l  +  rf« 
1  +  rf.i 


.     1  +  rflB.       I 

.    1  +  rfjm 

•  1  +  «'s« 


.    1+rf, 


mm 


in  die  Sammo 


1  +^V    ^  +  ^«»2. 

von  L^  )  Producten  aus  je  zwei  Determinanten  m^*-*"  Grades 

zerlegen.  In  L^__j  )  von  diesen  (  )  Producten  kommen  als  Factoren  nur 
solche  Determinanten  vor,  in  welchen  die  Elemente  der  ersten  Vertical« 

reihe  Einheiten  sind,  während  bei  den  (  ,,1  )  übrigen  solches  nicht  der 
Fall,  Nennen  wir  Q  die  Summe  der  ( ^_  j  )  ersteren  und  R  die  Summe  der 
(  )  ^^^^tcren  Producte,  so  ist  offenbar 

Vährend  der  im  Eingange  eiwnhnte  und  hier  zu  beweisende  Satz  aussagt, 
dass 

Ol       1      ...      1 


I) 


(-2)«— »Ö  = 


1       s\\      5^12     ...   S\m 
1       5^21      «'22    .  •  .    S\m 


1       S^ml   «^m2..^    S\ 


mm 


wenn 


Es  ist  nämlich 


s\k-=  («.—  cncY  +  (^-  i3/t)*  +  .^.  +  (/.—  /*)•• 


1  0  0  ...         0 

1       l+^ii.     1  +  ^if     ...    l+<^lm 
^^      1       1  +  ^ti       1  +  ^t,     ...    l  +  '^2m 


1       1+^ml    l+«^m2    ...    l  +  ^'i 


mm 


oder,  wenn  man  die  erste  Verticalreihe  von  allen  folgenden  abzieht 


P  = 


—  I     — l  ..  .  — 1 


1   ih 


tl 


'It 


.  .  .  f/2 


m 


1       "  m  1      "  m  2    .  •  .    " «» w 


0 

1 

1 

...    1 

1 

rf.. 

rf.. 

...    (Um 

1 

rf.. 

* 

•          • 

...   ^2m 
.      .      . 

•       •       . 

l      ^ml    <'m2      ...    rf^ 


m  m 


+  Ä, 


also 
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0 
einen  neuen  Beweis  gegeben  nnd  zngleich  die  analogen  Formeln  abgeleitet 

0  0  0 

vrobei  von  dem  ersten  Integrale  rechter  Hand  der  Hanptwerth  za  nehmen 
ist.    Ich  will  nun  zuerst  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  3)  and  4)  Irans- 
formiren  und  dann  ein  paar  neue  Formeln  ähnlicher  Art  entwickeln. 
Betrachtet  man,  dem  Gesagten  zufolge,  das  Integral 


ß 


dx 


h — X 

o' 

als  den  Grcnzwerth ,  gegen  welchen  die  Summe 


//S-+/Ä- 


0  Ä+p 

bei  unendlich  abnehmenden  q  convergirt,  setzt  man  ferner  im  ersteo  Sum- 

inandon  x^=hz,  im  zweiton  x  =  ~  nnd  zur  Abkürzung 
so  erhält  man 

0  0  0 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  schreiben 

0  0  l» 

Bildet  mau  die  halbe  Dittorenz,  sowio  die  halbe  Summe  dieser  Gleich* 
ungon  und  lässt  nachher  ^,  mithin  auch  ö  und  f  in  Null  übergehen,   so  ga-   j 
lau^t  man  zu  folirtMulen  zwei  Trausformationen: 


O  0 
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j  1  C0sxa  cosya 
j  1  cosxb  cosyh 
I  1  cosxc  cosyc 


1  cosxa  cosya 
1  cosxß  cosyß 
1   cosxy  cosyy 


+ 


1  cosya  Costa 
1  cosyh  coszb 
1  cosyc  coszc 


I  cosxa  cosza 

1  cosxb  coszb 

1  cosxc  coszc 

0     1 

1  cosya  cosza 

1  cosyß  coszß 

1  cosyy   coszy 


=-i 


4  cosxa  cosza 

I  cosxß  coszß 

1   cosxy  coszy 

1       J 


1     S  II     S  I,     5  12 

1      5  Ol      Sa«      S 


Sl 


2t 


fS 


1  s' 


81 


^  St     *  83 


rorin 


^•j,  =  (cosxa  —  rosara)*  +  {cosya  —  cosya)*  +  (co52  a  —  costa)* 
=  2 — 2  COfaa  =  4  m'^aa  etc. 

Nennt  man  fp  den  Winkel,  welchen  die  beiden  Ebenen  abc  aud  aßy 

l^geo  einander  bilden,  so  ergiebt  sich  also 

« 


=  —  4 


Ol  1  1 

1    sin*\aa  sin^^aß  stn*^ay 

1    sinF^ha    sin*^bß  sin^^by 

1    sm^^cä   sm*\cß  sin^^cy 


Oll  1 

1  cosaa  cos  aß  cosay 
1  cosba  cosbß  cosby 
1  cosca  coscß   coscy 


In   ähnlicher  Weise  findet  man  für  irgend  zwei  Systeme  von  je  vier 
Richtongen 

{nHbcd-\~  sindca  +  sindab  +  sincba)  [sinßyö  +  «/j  äy  a  +  sindaß  +  sin  yßa) 


=  8 


0  1111 

1  sm*\^aa   .      .  sin^^ad 

1  xiV^^^a   .      .   sin*\b6 

•         •         •      •  • 

l  sin*\dM  .      .  *iV4rf^ 


0  11  11 

1  cosaa  cos  aß  cosay  cos  ad 
1  cosba  cosbß  cosby  cosbd 


=  —16 


1  cos  da  cosdß  cosdy  cosdö 

sinl^l^na  siti'^aß  sin*^ay  sin^^aö 
sin^^ba  sin*^bß  sin*\by  sin^j^bd 


sin* ^ da  sin* ^ dß  sin*  \dy  sin*  J rf 5 
T  übingen,  im  Janaar  1873.  Dr.  S.  Gundelfikoeb. 


XIL    Heber  einige  Integrale  von  allgemeiner  Form. 

Im  X.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift,  S.  152,  habe  ich  für  die  beiden, 
der  Uaaptsache  nach  von  Cauchy  herrührenden  Formeln 

..  /V('")+A-'")     hdu  _n 
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'■.^.^.•^.>•«^  ^  ^_^   ^^  ^  .^  ^  .^-^  .^N^^-^.^.^^«*»* 


Damit  gelangt  man  zu  dem  Resultate 

00 


0  U  0 

oder,  wenn  man  den  Logarithmus  auflöst  und  wieder  die  Formel 
nützt : 


8) 


0 


2  h*+u* 


CO 


n 


.   =-7(/0/*-^[/^^^+/; 


00 


t 

t 

1' 


0  0 

Zu  einer  analogen  Formel  gelangt  man  dadurch,  dass  man  iu  Nr.T: 
wieder  ks=u  nimmt,  heiderseits  mit 

niu)-n-iu) 


u 


2t 


multiplicirt  und  von.ti=0  bis  ti  =  oo  integrirt;  das  Ergehniss  ist 


Ö)     ^ 


OD 


r{iu)-n-iu)  uiH 

2i  'h*+u* 


du 


0 


0  0 


Beispielsweise  genügt  die  Function  /'(z)  =  (j— *»*  bei  reellen  flr>0  den 
Bedingungen,  welche  a.  a.  0.  für  /*(:)  entwickelt  worden  sind;  uitt&lö  der 
Substitution 

fy 


h  —  o:  = 


a 


ergicbt  sieb  dann 


00  / 

0  0 


-^  =  r-«^/i(6-*) 


und  mittels  einer  analogen  Substitution 


/ 

0 


00 


Ä  + 


J  'y 


t —  ah\. 


); 


Ü 


daher  ist  nach  Nr.  8)  und  0) 


OD 

'hin 


/  -^J^^  cos  au  du  =-^  c-^''  Ih  •---  \e-  '^^^  li  {c-^^^) 


0 
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00      .  _1 


0  0  0 

NAch  dieser  Vorbemerkuqg  erinnern  wir  an  die  Gleichung 

1 

^^  /i«  +  k*  \k)    J  (F+Ä«z«riÄ*  +  ^* 2')  ' 

0 
deren  Richtigkeit  darch  gewöhnliche  Integration  leicht  zn  prüfen  Ist;  wir 
nehmen  darin  Ar  =  ti,  moltipliciren  beiderseits  mit 

2 
nud  integ^iren  von  ti=Ö  bis  t<  =  oo.   Dies  giebt 

rj{iu)-\.f{-iu)  (h\  hdu_ 

J  2  W*A»+«' 

0 

^J  2  y  (««  +  A''z')(A'4-«'t»)' 

0  0 

Durch  Umkehrnog,  der  Integrationenfolgo  gebt  das   Doppelintegral 

rechter  Iland  Über  in 

1  OD 

+  /•(— im)  (A'— «')  du 


^/--r'^ 


■(A'z'+«')(A'  +  z'u*) 


Ä 

0  0 

Hier  Iftsst  sich  die  Formel  l)  zweimal  anwenden,  indem  man  für  das 

dortige  h  erst  hz,  dann  —  setzt.    Das  vorige  Doppelintegral  wird  hierdurch 

zu  dem  einfachen  Integral 

1 


f/Äh"=)-K:)r 


d.  i.  nach  Formel  6) 


-■7[/B'"^ß^'-\ 


O  0 


let  eodlich  der  cinp  Kreis  unendlicli  groBp,  so  ist  Hia  ombültt« 
stets  eine  gemeine  Epicycluide  nder  Uypocycloide.  In  diesei 
Fiille  wird  uämlicli  eine  Tuiigeute  der  Curvu  erlinllen,  iudem  mau  durc 
einen  beliebigen  Punkt  A  des  endlich  gebliebenen  Kteises.  dessen  R*dti 
mit  der  Axe  einen  W'iokel  o  bilden  mag,  eine  gersdo  Linie  ziebt,  welcl 
gegen  die  Axe  um  deu  Winkel  iia  geneigt  ist,  wo  m  jede  beliebige  postum 
oder  negative  Znbl  bedeuten  kann.  Schneidet  nun  diese  gernile  Linie  it 
Kreis  nocbrnsls  in  B,  so  ergiebt  sieb  leicht,  dass  sich  bei  V'eründernag  di 
Lage  von  A  auch  B  lorlhewegt  Bnd  dass  sieb  die  Geschwindigkeit  von  A  t 
dervonBw.o  l:{in-\) 

vetLält.  Man  gplangt  somit  auf  den  bereits  in  meiner  früfaereo  Abbudloi 
betrachteten  Fall  zurück.  Die  Curve  ist  eine  Epicycloide  oder  eine  Hypv 
cycloide,  je  nachdem  rt  grösser  oder  kleiner  alii  \  ist.  Da  sieb  darch  Vet 
tauschung  der  Geschwindigkeiten  von  A  und  B  die  Curvo  nicht  indert, 
gebt  die  zu  einem  bestimmten  Verbältniss  n  gehörige  Cnrve  »neb  bcrrot 
wenn  man  das  dnrch  die  Gleichung 

bestimmte  VerhHltniss 


zu  Grunde  legt.  Bedeutet  I:/>  das  Verbältnise  zwischen  dem  Radios  di 
W'älzungskreises  und  dem  des  Grandkreises,  wobei  für  Uypocycloidc 
/.'  ne°;ati7  gesetzt  werden  muss,  so  berechnen  sich  aus  ihm  die  OrSssco 
und  n   nach  den  Formeln 

A+2  ,_    i+2 

"  ~  ^~  '        "  ~  2  (i+  i}' 

Le^t   mnu    daher  fon  einem  beliebigen  Punkte  des  eine 
Epicycloide    umschriebenen    oder    einer    Hypocycloide    eta 
geschriebenen    Kreises    an    die    Ciirve    nlle    möglichen    T« 
genten    nnd    bildet    der    Radius  jenea    Punktes    mit    der   Ax< 
(d.i.  dem  nach  einer  Spitze  gebenden  Durebmesser)    einen   Winket 
so  scbliessen  jene  Tangenten  mit  derAso  theilsden  Wink« 

i       ' 
theils 

-  +'^  « 
■i{k+\) 

ein.     Fllr  die  bekannte  Hypocycloide  mit  dem  Radinsverb&Itntss  1:4  « 

den  z.  B.  die  Neigungswinkel  der  vier  möglichen  Tnn^ent<iD: 

-«,     Jo.     m^  +  Jo,     240"  +  Jo. 

2.    Sind  im  allgemeinen  Falle  n  und  b  die  Radien  beider  Kreis«  tia 

iat  l:>i  das  Verhülmiss  der  Winkelgeschwindigkeiten,  so  sind  die  C'ootdl 

nalen  der  in  verhindeudeu  Punkte: 
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m^^.^^^^^^^.^^   r^^^jr^^. 


or,  =^  <7  cos  g>y       y^  =  a  sin  q>  ^ 
Äj  =  b  cos  fiq)f    y«  =  ^  sin  n  qp. 

Theilt  man  die  VerbiudnngsliDie  derselben  im  Vcrbältnibs  l:m,  so  erbält 

aao  den  Paukt 

^  am  cos (p  +  6 vos ti(p  a vi  sin gp  +  ^  sin n <p 

Ij  X  = ,     y  = ITVl • 

iw  +  1  m  +  1 

Dorcli  stetige  Verbindung  der  so  erbaltenen  Thcilpunkte  ergicbt  sich 
eine  verlftngerte  oder  verkürzte  Epicycloide,  welche  fUr 

—  a 
in  eine  gemeine  £picycloide  tibergeht. 

L>er  Radius  des  Grundkreises  ist  bei  der  allgemeinen  Curve 

am  (w  — 1) 

"  ni^m  +  i)  ' 
der  dee  Wälzongskreises 

am 

während  der  beschreibende  Punkt  vom  Contrura  des  Wälzungskreiscs  um 

"=  i- 

m  +  1 
absteht. 

Legt  man  im  Punkte  1)  an  die  betreffende  Epicycloide  eine  Tangonie 

md  bezeichnet  den  Winkel,  welchen  diese  mit  der  Verbindungslinie  der 

Pankte  a-,y, ,  x^y^  einschliesst,  mit  cd,  so  erhält  man  durch  eine  leicht  aus- 

safiihrende  Rechnung 

ö'w  —  b*n  +  ab{n — m)cos{n  —  i)  cp 

^  ab  (m+n)  stui[n  —  \)g) 

Ad  dem  speciellen  Falle 

m  =  —  n 

vird  iga=(x>^  also  (0  =  90^.    Es  ist  daher  die  von  der  mehrfach  erwähnten 
Verbind ongslinie  omhallte  Curve  die  Evolute  der  durch  die  Gleich- 

nngen 

ancosq>  —  bcosng>  ansinq>  —  bsinnq) 

dargestellten  Epicycloide  und  diese  ist  eine  Evolvente  der  Umhül- 
longfrlinie.    Für  diese  specielle  Curve  3)  ist 


;,  —  1 '  n  —  i' 

Dieselbe  ist  eine  verlängerte,  eine  gemeine  oder  eine  verkürzte  Epicyc- 
loide 9  je  nachdem 


.£. 


Ut. 
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•S^  •  w' .^v -^  ^  - 


Für  w  =  2  erhält  man  in 

X  =  2  acostp  —  h  cos2q>^     y  =  2asinq>  —  bsin2q> 

die  Evolvente  der  Brennlinie  eines  Kreises,  welche  bekanntlich  eine  ver- 
längerte oder  verkürzte  Cardioide  ist;  für  n= —  1  geht,  wie  es  sein  mnss, 
eine  Ellipse  hervor.    Ist  endlich 

w=  +  — , 
—  a 

so  ergiebt  sich  die  bekannte  Epicycloide,  welche  im  Centram  des  Omnd- 

kreises  einen  vielfachen  Punkt  besitzt  und  deren  Gleichung  in  Polarcoordi- 

naten  auf  die  Form 

r=Acosk(p 
gebracht  werden  kann. 

3.  Wenn 

n=  +  -- 
o 

ist,  d.  h.  wenn  sich  auf  beiden  Kreisen  die  Punkte  mit  gleicher  linearer 
Geschwindigkeit  bewegen,  so  gestalten  sich  die  beiden,  zum  Systeme  der 
durch  -die  Gleichung  1)  dargestellten  Curven  gehörigen  gemeinen  Epicy- 
cluiden  sehr  einfach,  indem  d\e  eine  derselben  in  das  Unendliche  rückt, 
während  die  andere  vom  Mittelpunkte  der  Verbindungslinie  beschrieben 
wird ;  es  wird  nämlich  unter  der  gemachten  Voraussetzung  für  diese  beiden 
Curven  ^        i    , 

Bewegen  sich  also  auf  zwei  concentrischen  Kreisen  zwei 
Punkte  mit  gleicher  linearer  Geschwindigkeit  und  werden 
die  gleichzeitigen  Lagen  beider  Punkte  durch  gerade  Linie p 
verbunden,  so  beschreibt  der  Mittelpunkt  dieser  Linien  eine 
gemeine  Epicycloide  oder  Hypocycloide,  je  nachdem  die 
Bewegungsrichtung  der  beiden  Punkte  eine  gleiche  oder 
entgegengesetzte  ist. 

4.  Die  beiden  im  allgemeinen  Falle  hervorgehenden  gemeinen  Epicy- 
cloiden  werden  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

X  =  -  (w  C05 9»  +  cos « <p) ,     y=  (n  sin  q>  +  sm n  q>) ; 

4)  ^  "  *  « -h    w 

X  = —  (cos  nw  —  n  cos  op) ,     «  = -—  istn  nq>  —  n  sin  cp), 

a  —  bn  ^/»^      fi-^hn 

Zieht   man   in  zwei  entsprechenden  Punkten  dieser  Epicycloiden  die 

Tangenten,  so  bilden  diese  mit  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  Winkel 

Q)i   und   ooft   deren  Tangenten  nach  3)   durch   die  Gleichungen  bestimmt 

werden: 

a-'b        w— l 

5)  {  "  +  ''  ^ 
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Da  somit 

ist,    80   schneiden  sich  die  Tangenten  zweier  entsprechender 
Punkte  der  zwei  Carven  stets  nnter  rechtem  Winkel. 

Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  der  beiden  Tangenten  liegen  in 
der  Curve 

X  =  — -A_  -  — (a  cos  n  m  —  b  n  cos  q>) , 
ar  —  U'tr 


•^  {  ab(n  +  \) 


y  =  -i :  .-4  {a  sin  nq>'-hn  sin  m) , 

a*  —  U*n^ 

also  in  einer  Epicjcloide,  welche,  je  nachdem 

a>b, 

▼erlängert  oder  verkürzt  ist.  Die  Tangente  dieser  Curve  berührt,  wie  eine 
leiebte  Rechnung  ergiebt,  zugleich  den  Kreis,  welcher  dem  durch  die  bei- 
den ersten  Tangepten  und  die  Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte 
^bildeten  Dreiecke  umschrieben  ist,  oder  die  Ngrmale  der  Curve  geht 
dnreh  den  Mittelpunkt  der  durch  diese  Berührungspunkte  begrenzten 
Strecke. 

Chemnitz.  Dr.  Emil  Eckardt. 


ITeber  die  von  Begnanlt  anfgestellte  Formel  ftlr  die  mittleren 
Anideliniingscoeffleienten  der  atmoBphärischen  Luft  nnd  des 

Quecksilbers. 

• 

In  dem  2.  Bande  seines  Lehrbuches  der  Experimentalphysik,  S.52,  giebt 
Plrof.  Wüllner  eine  Tabelle  für  die  Volumenveränderung,  den  mittleren 
imdden  wahren  Ausdehnnngscocfficienten  des  Quecksilbers  zwischen  0®  und 
100^  C.  Die  Berechnung  der  angegebenen  Werthe  des  mittleren  Aus- 
dehnoDgscoefficienten  gründet  sich  auf  ein  ziemlich  willkürliches  Princip, 
worin  alle  Physiker  der  Ansicht  Gay-Lussac's  und  Regnaul t's  zu 
folgen  scheinen.  Da  nun  überdies  Prof.  Wüllner  zur  Berechnung  des 
wahren  Ausdehnungscoefficienten  des  Quecksilbers  bei  irgend  einer  Tem- 
peratur /  sich  der  Formel  /3  =  a  +  2&/  bedient,  welche  er  mit  Begehung 
eines  analytischen  Fehlers  von  der  Function  Ff=  Fo(l  +a/  +  6(*)  ableitet, 
io  nehme  ich  Veranlassung,  über  das  Princip  Kcgnault*s  einige  Bemer- 
knogen  zn  machen  und  die  Tabelle  von  Wüllner  zu  rectificiren. 

Regnault  nimmt  einen  sogenannten  mittleren  Ausdehnungscoeffi- 
eienten  für  je  1  Grad  Celsius  an,  indem  er  von  der  Annahme  ausgeht,  dass 
die  Ansdehnnng  des  Quecksilbers  von  0^  bis  i^  der  Tempcraturzunnhme 
proportional  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  findet  derselbe  durch  Ver- 
gleiebnog  der  Volumina  des  Quecksilbers  mit  den  Angaben  des  Luftthermo- 
meiers  den  mittleren  Ansdehnnngscoefficienten  er 

Zriift«krl/>  /.  MmibemMtlk  a.  Fhyuik,  XV1IJ,  3.  Vi 
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s  luo"  C.  gleicli  n,moisiS8, 
500"  „       .,      O.O00I8405, 


,  wobei  er  di«  Vi 
u  dea  Larttheniti 
!  Physik« 


Diese  Vulutneuverändoiung  stellt  Regnault  als  Function  vod  /  di 
indem  derselbe 

^V=  f,(i -fiaz  +  iC)  =  r„(i  +  «0 

setzt  HDtl  FÜG  Constanten  berechnet,  näinlicli 

0=0,00017905  und  6  =  0,0000000252. 
Er  zog  diese  Werliie  hus  einer  Reihe  von  Beobaclitangei 
lumenveränderungen  des  Quei^ksilbers  mit  den  Angabe 
roeters  verglich.     Demaufolge  sah  Rognanlt  und  mit 
Rodberg  und  Magnus  das  Luftthermometer  als  das  eigentliche  NormJ 
therraomcler  an  und  suchte  die  Abweichungen  anderer  Thermometer  Y" 
demselben  dnrch  eine  Funtilion  des  Tempera tnrgrnd es  I  aassudrück«!).    I 
die  permanenten  Gase  bei  mittlerem  Drncke  nud  gewöhnlicher  Temperat 
sehr  weit  von  dem  Hüssigen  Aggregatüiistande  entfernt  sind,  so  uacbt  mi 
die  wohl  begründete  Annahme,  dass  die  Aitfidehnung  dieser  Gase  dem  wa 
reo  Gange  der  Warme  proportional  erfolge.    Nach  den  Versuchen  der  g 
nannten  Physiker  nimmt  eine  Luftmenge  von  dem  Volumen  I  bei  der  Tel 
peratnr  0"  C.  das  Volumen  1,3C6öl  bei  der  Temperatur  lOO"  C.  ein.    Wen 
man  indess  eine  der  Wärmezuaahme  proportionale  Ausdehnung  der  Lnft  a 
nimmt,  so  kann  hierbei  doch  einzig  und  allein  von  dem  wahren  Auideb 
nungscoofliGienten    bei  jeder   beliebigen  Temperatur  die  Itede  Getn.     Bfl 
zeichnet  man  das  Volumen  einer  Lnftmengo  bei  O^C-  mit  Fp,  bei  fC.  i 
K,,  allgemein  bei  l" C.  mit  V,,  ao  ist  hei  cnnstanteni  AusdehnnngHCoefB 
cienten  u 

P.^ '■'o(i+«),  r,=  F,(i+„)...  r,=  r,_,(i+<r). 

also 

Die   VeliimenverSndernDg    ist  demnach    eine   KxponenlialfunctioD    von 

nicht    aber    eine    arithmetische    Funetioa ,    indem    man    su    selsen    pfl«| 

F,=  Vg{l  +  at).     Diese  Function   ändert   sich   nämlich  sehr  bctrSchtlieh 

wenn  mau  (  von  einem  andern  Tcmperaturgr&de . 

so"  C.  ab  zaldt.    Denn  wenn  alsdann  die  obige  Function  noch  Qtitigkfl 

besässe,    so    müsste  wegen    V,a  =  V, {\  +  20 o)   und    r,=  T,,  (l  +  «l)  . 

Gleichung 

r,=  r,„[i+(/~-2o)c,]=K,„j'^„ 

bestehen.    Für  i  =  100"  ist  aber 

1  +  80«=  1.29330  nnd  (1  + IOOk)  :  (1+20«)=  1,27317. 
eine  Abweichung,   welche  za  wesentlich  ist,   um  auf  die  Annalime  jend 
Function  die  genaue  Bestimmung  der  viel  kicineven  ^usdehnUngscoefC 
ten  des  Qnecfcsilbers  zu  gründen.   Wollte  mnn  also  die  Temper« Inron  1. 1 
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y-^-w"*^  _*'»-■  -   '  -"».  ^  -    "     .•.*..».^*-*»x'*         *»»-    t^  -r 


ron  dem  verbältnissmässig  wenig  höheren  Temperaturgrade  20^  C.  abzäh- 
len, so  müsste  man  für  F/  eine  ganz  andere  und  sehr  verwickelte  Function 

AofstelleD,  damit  die  Gleichung 

1  +  «/ 

noch  bestände.  Mir  ist  es  wenigstens  unmöglich  gewesen ,  eine  solche  zu 
erfinden,  und  es  wäre  gewiss  sehr  auffallend,  wenn  die  Function  l+ai  nur 
far  den  sehr  willkürlichen  Anfangspunkt  Null,  den  Gefrierpunkt  des  Was- 
sers, Giltigkeit  besässe..  Auch  wird  Jedermann  einräumen,  dass  z.  B.  die 
ans  derselben  folgenden  Gleichungen 

(l  +  0,003605)**  =  1,4417  und   1  +  0,003665  .  100  =  1,3665 
nicht  mit  einander  bestehen  können,  was  doch  der  Fall  sein  müsste,  wenn 

r,  =  Fo(l  +  a).   F,=  V,  (1  +  a)  ...  F,oo=  V^  (1  +  «) 
•ein  soll. 

Bezeichnet  man  nun  mit  a  den  constanten  und  wahren  Ausdehnungs- 
eocfficienten  der  Luft  und  geht  zu  unendlich  kleinen  Intervallen  dt  über,  so 

ütoffeobar  y^^^i^„^ty'^'=e'*  =f{t) 

imd  demzufolge  der  wahre  Ausdehnungscoefficient  bei  der  Temperatur  i^ 

über  Null  _  dV,  ^^(0 

Setzt  man  e'**^"«  1,3665,  so  ergiebt  sich  hieraus  «  =  0,003122  und  es 
entspricht  also  der  Ausdehnung  des  jedesmaligen  Volumens  um  0,003122 
dasselbe  einem  wirklichen  Centesimalgradc.  Der  Werth  a^  =  0,0031275, 
welcher  aus  (1+«)***=  1,3665  folgt,  weicht  wenig  von  dem  vorigen  ab. 
Aas  dem  oben  entwickelten  Grunde  ist  es  offenbar  auch  nichts  mit  dem 
sogenannten  absoluten  Nullpunkte  —273^  C,  denn  aus  e"^=^0  folgt  /  =:  —  oo 
and  es  ist  e-«'«»i*^-273^  0,4264. 

Die  Yon  Regnault  als  Norm  betrachteten  Temperaturangaben  des 
Lnftthermometers  dürften  dadurch  wesentlich  geändert  werden. 
Ans  den  Gleichungen 

1  +  50 .  0,003665  =  e^fiozmt,^  1  +  200 .  0,003665  =  c0,003i22fa^ 

1  +  300  .  0,003665  =  e9^o&3i22i, 
folgen  die  Werth e 

/,  =  53,9®C.,  /,=  176,120.,  /,  =  237,57, 

welche  beziehendlich  den  Temperaturangaben  des  Luftthermometers  50^, 
200^  nnd  300^  entsprechen  würden.  Demzufolge  muss  denn  auch  die  Aus- 
dehnung des  Quecksilbers  viel  unregelmässiger  sein  und  rascher  wachsen, 
wie  es  der  Annäherung  des  Quecksilbers  an  den  dampfförmigen  Aggregat- 
snstand  bei  300^  auch  entsprechend  ist. 

Wir  gehen  zur  Prüfung  der  Tabelle  von  Professor  WüUner  über. 
Begnanlt  giebt,  wie  vorhin  bemerkt,  für  das  Volumen  des  Quecksilbers  bei 
cler  Temperatur  /  des  Luftthermomoters  die  Formel 
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r,=  r„(l  +  rt/  +  &C), 
w« 

o  =  0,00017905  "nnd  ft  =  0,0000000252 
iat.    DemnBcIi  uiubs  also  der  walire  AoBdeliaangeuocfficient  b«i  der  Teiq 
peratnr  {  betragen 

CHI—  ^-'  —     "  +  26/ 

^^JiJi ''r^di~i+ai +  !>(•- 

Wfillner  leitet  uun  auf  elementarem  Wege  üic  unrichtige  GloJchai 
ß  =  a  +  2bl  ab,  indem  er  Glieder  veruachläsgigt ,  welcbe  mit  beröckdohüj 
werden  müsacn.    Die  gegebene  EDtwieWelnng  ist  Tolgende:   Sei  - 

der  mittlere  AusüeliDUDgscoef'ficie&l  des  QueckEÜbers  von  0°  bU  x", 

derselbe    von  0**  bis  l'",   eo  lüsst  eicb  aus  den  mittleren  Coerfieienten  d 
wabre  bereubneu.    Die  Voluiaiua  der  Quecksilber  menge  bei  dt 
rsturen  I  nnd  (*  Eeien  Ft  <>'><'  ^ft  bo  ist 

folglicb 

^'''=^''1+^=''*^' "'■''''"'''  +  ■■■*• 
Nun  werden  die  folgcndeu  Glieder  dieser  Reibe  vernacblässigt,  \ 
nicht  geatattet    ist;    denn    bt^rücbEicUligt    man   noch  die  Gliedei 
Kleinheit  sweiter  Ordnung ,  so  erhält  mau 

'"""(S^l  ""  +  '"""'''+<"' ""'''"' 

wofür  man  setzen  kann 

P     ^-+„,+bl'■ 

Demgcniiiss  sind  die  von  W  Ullaer  nach  der  Formel  ß  =  a  +  2bl  berech 
uetea  wahren  Aasdcbuuugscoel'livienteD  kh  gross  und  uHssen  noch  dnn 
das  jedesmalige  Volnmen  V,  dividirt  werden.    Dadurch  wird  beispielsweii 

|3,oo  =  0,00018318  statt  O.OOOliMia 
und  auf  diese  Art  also  der  wahre  Ausdohnungacoefticienl  ß  kleiner  al«  An 
mittlere  a~a  + bl  —  O.QOOlSObS.  Hierin  liegt  uun  ein  Dcuer  Widi 
Spruch ,  denn  man  sollte  doch  offenbar  erwarten,  dass  bei  stets  <raclis«udei 
DilTercntialqiiotionteu  ß  =  /"Q):f{i)  der  mittlere  Difl'erentiali^notient  kloi 
ner  als  der  wahre  bleibe.  Dies  rührt  nun  offenbar  her  von  dem  Prinoi 
Uegnaalt's,  für  das  Volumen  V,  die  algebraische  Function 

r„(i  +  «(  +  6(») 

zn  aeUen.    Setzt  man  dagegen,  der  Natnr  der  Sache  enlsprech«Dd ,  an 
Stelle  der  algebraischen  rnnclion  vuu  t  die  Exponontialfanetion 

so  wird  der  Widerspruch  gehoben.    Man  erhSlt  nämlich 
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nd   nach  einer  von  Reg n aalt  etwas  abweicbeuden  Bestimmung  die  Con« 

taDten 

a,  =  0,00017900,  6,  =  0,00000000868, 

wogegen  nach  Regnaalt 

fl,  =  0,00017905  und  h^  =  \  (a»—  26)  =:  0,0000000092 
«io  würde. 

Demzufolge  erhält  man  nun  für  /^  =  300^  den  Werth 

a,  =  0,00018160 , 
also  kleiner  als 

ft  =0,00018421  (beobachtet  0,00018389). 

Zur  Vergleichung  stellen  wir  hier  die  nach  Rognault's  Princip  be- 
rechneten Ausdehn ungscoefficienten  a  und  ß  mit  den  neuen  ct^  und  ß^  zu- 
■ammen ,  indem  wir,  um  Verwirrung  zu  vermeiden ,  die  Angaben  des  Luft- 
thermonieters  einstweilen  noch  als  richtig  betrachten. 

Tabelle  der  Ausdehnung  des  Quecksilbers  nach  Wüllnor. 


Angaben  des 

Volumen 

Mittlerer 

'      Wahrer 

Angaben  des 

Queckailber- 

des 

Ausdeh- 

Außdeh- 

Loftthermo- 

1 

thermo- 

Queck- 

nungscoefti- 

nungscoeffi- 

meters. 



meters. 

silbers. 

cient  a. 

cicnt  ß, 

1 

00 

0,0000 

1,000000 

.   0,00017905 

0,00017905 

10 

9,872 

1,001792 

;   0,00017925 

0,00017918 

20 

19,776 

1,003590 

0,00017951 

0,00017936 

30 

29,709 

1,005393 

i   0,00017976 

0,00017954 

40 

39,668 

1,007201 

1   0,00018002 

0,00017973 

50 

49,650 

1,009013 

0,00018027 

0,00017990 

60 

59,665 

1,010831 

0,00018052 

0,00018008 

70 

69,713 

1,012655 

1   0,00018078 

0,00018025 

80 

79,777 

1,014482 

0,00018102 

0,00018042 

90 

89,875 

1,016315 

'   0,00018128 

0,00018060 

100 

100,000 

1,018153 

;   0,00018153 

0,00018078 

140 

140,776 

1,025555 

0,00018254 

0,00018143 

180 

182,003 

1,033039 

0,00018355 

0  00018207 

200 

202,782 

1,036811 

0,00018405 

0,00018230 

240 

244,670 

1,044-115 

0,00018506 

0,00018299 

280 

287,005 

1,052100 

'    0,00018607 

0,00018357 

300 

308,340 

j 

1,055973 

,   0,00018658 

1 

0,00018388 

• 

Zar  Berechnung  der  folgenden  Tabelle  wurden  die  Constanten  a,  und 
,  ans  den  beobachteten  Werthen  von  Vg  mittels  der  Function  c*»^+**^ 
nf 's  Nene  berechnet.    Es  ergab  sich 
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«1  =  0,00017900,  6,  =  0,00000000808 , 
also  beide  etwas  kleiner,  als  die  aus  den  Constanten  a  und  b  sicE  ergeben- 
den Werthe 

<i,  =  0,00017905 ,  6,  =  0,0000000092. 


' ! 

Auiniben  desi 

Mittlerer  Ausdehnung«- 

1 

i    Wahrer  Autsdehnungu- 

Lultthermo-  \ 

coeflicient  «i. 

1 

1           coefficient  ^i. 

metors.     j 

Berechnet: 

. 

0,00017900 

Beobachtet: 

.  Berechnet: 

Beobachtet: 

00 

— 

0,00017900 

10 

0,00017909 

0,00017904 

0,00017917 

0,00017913 

*J0 

0,00017917 

0,00017918 

'   0,00017934 

0,00017940 

30 

0,00017926 

0,00017928 

;   0,00017952 

0,(KK)17958 

40 

0,00017935 

0.00017938 

0,00017969 

0,00017976 

50 

0,00017943 

0,<KX)17941 

0,00017987 

0,00017984 

00 

0,00017952 

0,00017955 

0,00018004 

0,00018011 

70 

0,00017961 

0,00017965 

0,00018021 

0,00018038 

80 

0,0<K)17969 

0,00017973 

0,00018039 

0,000180:^ 

90 

0,00017978 

0,00017981 

0,00018056 

0,00018062 

KX) 

0,00017987 

0,00017990 

0,00018074 

0,00018078 

140 

0,00018022 

0,00018024 

0,00018143 

0,00018144 

180 

0,(X)O18056 

0,00018058 

0,00018212 

0,00018218 

2(X) 

0,00018074 

0,00018075 

1      ' 

0,00018247 

0,<X)01 8249 

lMO 

0,00018108 

0,00018107 

0,00<)ls316 

0,00018303 

280 

(»,00018U,S 

0,00<H8139 

0,O<>018386 

0,(MX)  1^305 

.{00 

0,(^00 18 160 

0,000181")  l 

0,00018121 

0,00018389 

11 11  .SU  in. 

Dr.  Lri>w 

k;  Mattiiik.^ 

XV.    Zur  Lehre  von  den  Polyedern. 

Noch  ein  Nftclitraj;^  zu  frühoriMi  Autsätzen  in  diestT  Zeitschrift*  über  denselben 

Gegenstand. 

Mau  betrachtet  den  Euler'schen  Lehrsatz  über  Polyeder  in  sei- 
ner ursprünglichen  oder  iu  seiner  erweiterten  Form  gewöhnlich  alä  den 
bcbärfsten  Ausdruck  für  die  Abhängigkeit  zwischen  Ecken-,  Flächen-  und 
Kantcuzahl  der  Polyeder.  Mir  scheint  dies  jedoch  nicht  richtig,  da  dio 
Anzahl  der  Ecken  durch  die  Anzahl  und  Beschaffenheit  der  Flächen  schon 
allein  bestimmt  ist  und  uebeu  der  Fb'ichenzahl  z.  B.  die  Zahl  der  Kanten 
nicht  ^villk lirlich  bestimmt  werden  darf.  Genauer  scheint  mir  diese  Ab- 
hängigkeit durch   den   von  mir  bewiesenen  Salz  ausgedrückt  zu  werden, 


*  JJd.  XIV  S.  3:i7. 


Kleinero  Mittbeilungen.  329 

dmss  die  Oberfläche  eines  e- eckigen  Polyeders,  wenn  dietielbe  2/;  4~  l-f'ach 
xasammenhängend  ist,  d.  h.  wenn  sich  n  geschlossene  Linien,  die  einander 
nicht  schneiden,  aaf  ihr  ziehen  lassen,  ohne  dass  sie  zerstückt  wird,  ent- 
weder aus  2e  +  A(n  —  1)  Dreiecken  zusammengesetzt  ist  oder  durch  Diago- 
nalen in  so  viele  Dreiecke  zerlogt  werden  kann. 

Ist  f  die  Anzahl  der  Flächen,  und  zwar  A,  /'4.../i  beziehungsweise 
die  der  Dreiecke,  Vierecke,  i-Ecke;  bezeichnen  ebenso  e^,  e^,,.ei  die  An- 
sahl  der  Dreikante,  Vierkante,  t- Kante;  ist  endlich  k  die  Zahl  der  Kanten 
nnd  sind  Polyeder  mit  mehrfach  begrenzten  Flächen  ausgeschlossen,  so 
ISsst  sich  der  obige  Satz  in  folgender  Gleichung  ausdrücken: 

I)  /i  +  2/'4  +  3/'6  +  4/'ß  +  ...=2(£?  +  2/i-2). 

Diese  Gleichung  und  die  folgenden  drücken  die  ganze  Abhängigkeit  aus, 
soweit  sie   sich  überhaupt  arithmetisch  ausdrücken  lässt: 

n)  A+/4+/'5  +  ...=A 

III)  e^  +  e^  +  e^  +  ...  =  e, 

IV)  2Ä:  =  3/'3 +  4/4  + 5/5  +  .. .  =  3^, +  4^4  +  5^5  +  .... 

Ans  IV)  und  I)  folgt  mit  Rücksicht  auf  II)  ohne  Weiteres 

2A:  =  2/'+2(e  +  2n  — 2) 
oder 

Ans  II)  und  IV)  ergiebt  sich  ferner,  dass  die  linke  Seite  der  Gleich- 
ung I)  ersetzt  werden  kann  durch  2k  —  2/*,  und  wenn  man  dann  noch  für 
2k  den  Werth  3^3  +  4^^  +  5^5  + . . .,  endlich  für  e  auf  der  rechten  Seite  den 
Werth  aus  III)  substituirt  und  reducirt,  so  erhält  man 

VI)  ^3 +  2^4 +  3^5 +  4^6  +  ...  =^2  (/•+2W -2)., 

d.li.:  Werden  alle  mehr-  als  drei-seitigen  Ecken  eines  Poly- 
eders von  (2/1  +  1) -fach  zusammenhängender  Oberfläche  durch 
Dreikante  zerlegt,  so  ist  die  Anzahl  aller  Dreikante  an  den 
slmmtlichen  Eckpunkten  desselben  um  4  (;i  —  1)  grösser,  als 
die  doppelte  Anzahl  seiner  Flächen. 

Diese  Relation  scheint  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein.    In 
Verbindung  mit  I)  zeigt  sie,  dass  die  Anzahl  der  Flächen  eines  Polyeders 
ebenso  durch  die  Zahl  und  Beschaffenheit  seiner  Ecken  bestimmt  ist,  wie 
die  Anzahl  der  Ecken  durch  die  Zahl  und  Beschaffenheit  seiner  Flächen. 
Die  beiden  Gleichungen  I)  nnd  VI)  scheinen  mir  der  beste  Ausgangs- 
ponkt  für  Untersuchungen  über  die  Anzahl  und  Beschaffenheit  der  Poly- 
eder, welche  gewissen  Bedingungen  über  die  Zusammensetzung  ihrer  Ober- 
ÜMche   entsprechen  sollen.    Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  Auffindung  der 
•rerscbiedenen  Arten  von  Polyedern  von  gleicher  Ecken-  oder  Flächenzahl, 
so  seigen  dieselben  sofort  die  Grenzen ,  innerhalb  deren  dann  die  Anzahl 
der  Flächen  oder  Ecken  variiren  kann.  * 
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Statt  der  Gleichnngcn  I)   und  VI)   kann  man  nämlich  zanächst  di 
Ungleichungen  schreiben : 

ß<:2/'+4n-4, 
nnd  statt  dieser: 

2ß-f4w  — 4>/'> 2n  +  2, 

vn)  \  _   J 

2/-+ 4«  -  4  >  (?>  1"  -  2« +2. 
Schaffhausen.  J.  C.  Becker. 


xn. 

Thabit  („Thebit")  ben  Korra 

Bibliographische  Notiz 
von 

Dr.  M.  Steinschneider 

in  Berlin. 


In  meiner  Abhandlung  „Zum  Speculutn  astron.  des  Albertus  Magnus** 
(Zeitacbr.  Bd.  XVI  S.  357  flgg.)  habe  ich  unter  einzelnea  Artikeln  mich  auf 
da»  N5thig8te  beschrJinkt  und  die  weitere  Ausführung  einigen  kleineren 
^leeimlartikeln  vorbehalten.  Es  scheint  mir,  schon  wegen  der  Zwischen- 
rioine,  in  welchen  sie  Aufnahme  finden  dürften,  angemessen,  dieselben  in 
■iSgllchster  Unabhftngigkeit  von  einander  zu  halten,  so  dass  jeder  einzelne 
ein  abgeschlossenes  Ganzes  bilde  und  es  daher  auch  auf  die  Reihenfolge 
nieht  ankomme. 

Die  gegenwärtige  Notiz  diene  zugleich  als  Ergänzog  zu  dem  Artikel 
„Tbebif*  (Zeitschr.  Bd.  XVI  S.  387  Nr.  43). 

Bei  Fabricius  (BihU  lai.  med.  et  in  f.  VI,  222,  ed.  1754,  vergl.  Bandini 
Index  V,  072)  liest  man:  Thehiies,  Astrohgus  et  Mathematicus ^  ben  Chorath, 
'Judaeus,  quem  dlii  Hispanum,  alii  Anglum  creduni.  Vixit  a,\\W,et  scri- 
ptifse  dic.tur  [ich  füge  hier  der  Bequemlichkeit  halber  eine  fortlaufende 
ZUSsr  hinsn] :  1.  De  significationibus  Planetarum^  2.  de  capite  et  cauda  DraconiSy 
[%,  Maihematum  rudmenta  quaedam^  auch  bei  Tanner  S.707,  fehlt  bei  Fabric.,] 
4.  de  motu  oeiavae  Sphaerae,  5.  Demonstraiiones  in  Almagestum,  6.  Additiones 
im  Spkaerica  Menelai,  7.  de  diffinitionibus ,  8.  de  imaginationibus  [lies  imagini- 
lm$\^  9.  de  Magia  naturali. 

Als  Jude  des  XIII.  Jahrhunderts  von  ungewissem  Vaterlande  er- 
scheint Thebit  noch  im  Jahre  1857,  im  Catalog  der  Universitätsbibliothek 
ia  Cambridge  unter  Nr.  1767.  Die  Bezeichnung  als  spanischer  Ex -Jude 
barvht  wabrscbeinlicb  auf  Confusion  mit  dem  Uebersetzer  Johannes 
Hispalensis  (auch  Eispanensis),  wie  ich  in  der  Zeitschrift  der  De^Uc.bL^\i 


332  Thabit  („Thebit")  ben  Korr». 

morgenländ.  Gesellschaft  XVIII,  135  bemerkte.  Die  Angabe  Anglüs  1100 
scbeiut  auf  Robert  Castrensis  (s.  Zeitschrift  für  Mathem.  XVI,  392)  su 
führen;  doch  habe  ich  die  erste  Quelle,  welche  Thabit  zum  Engl&nder 
macht,  noch  nicht  aufgefunden.  Fabricius  citirt  BaJaeus,  Centuria  XII ,'2; 
Letzterer  (S.  77)  iKsst  Thabit  anter  Heinrich  VI.  und  zugleich  als  Zeit- 
genossen des  Alfraganus{\)  um  1190,  „also  beinahe  bis  zur  Zeit  Friedrich *8 
11/*  leben.  An  der  Spitze  seines  Artikels  steht:  ex  Lelando  et  alHs  (was  aach 
Tanner  wiederholt).  Ich  kann  aber  bei  /o.  LeJande  (Commentarü  de  scripta- 
ribns  Pritlan.,  ed.  Ant.  Hall,  2  Theile  8.,  Oxonii  1709)  einen  Artikel  Thebit 
oder  Thabit  weder  im  Index,  noch  an  der  entsprechenden  Stelle,  Ende  XII. 
Jahrh  ,  finden.  Doch  ist  es  nicht  meine  Absicht,  alle  alten  Irrthümer,  die 
sich  in  nichtorientalistischon  Kreisen  wiederholen ,  zu  beleuchten. 

Thabit  ben  Korra,  der  Harranier,  mit  dem  Beinamen  Abn-'I- 
Hasan  ^  (833 — 901),  der  berühmteste,  vielseitige  Gelehrte  unter  den  Sa- 
biern,  verbesserte  Uebersetzungen  aus  dem  Griechischen  ins  Arabische, 
commentirte  solche  und  verfasste  allerlei  Monographien.  Eine  vollständige 
Aufzählung  seiner  zahlreichen  Schriften  ist  noch  nirgends  zu  finden;  eine 
Uebersicht  der  vorzüglichsten  gab  Chwolsohn  in  seinem  bekannten  Werke 
„die  Ssabier"  (Petersburg  1856,  I,  S.  56lflgg.);  vergl.  auch  Einzelnes  in 
meinen  Abhandlungen  in  der  Zeitschr.  der  D.  Morg.  Gesellsch.  VIII,  383, 
XVIII,  136,  XXIV,  348,374,  XXV,  426;  in  der  Hebr.  Bibliogr.  I,  105; 
Zeitschr.  f.  Math.  X,  457—458,  469,  470,  479  —  485,  488,  491,  XII,  34;  Vir 
chow's  Archiv  Bd.  40  S.  106  Anm.,  Bd.  52  S.  491.    (S.  Nachtrag.) 

Von  seinen  Arbeiten  haben  sich  vorzugsweise  mathematische  in  latei- 
nischen Uebersetzungen  erhalten,  wo  er  gewöhnlich  „Thebit  filius  Oorat" 
heisst,  wenn  der  Name  nicht  sehr  verstümmelt  ist.    Seine  Bedeutung  in  der 
Astronomie  beleuchtet  schon  Riccioli  (^Almag.  nov.  p.  XLV  s.  r.)  dnrch  ein 
zelne  Daten. 

Seine  auf  Uebersetzungen  und  Bearbeitungen  Älterer  Werke  bezügliche 
Thätigkeit  bleibt  an  dieser  Stelle  aus  verschiedenen  Gründen  unberück- 
sichtigt. Die  nachfolgende  Zusammenstellung  umfasst  zwar  möglicherweise 
auch  Schriften,  deren  eigentlicher  Verfasser  nicht  Thabit  selbst  war.  Da 
ich  aber  fast  alle  nicht  aus  Autopsie  kenne,  so  genügt  für  mich  der  Um- 
stand ,  dass  sie  in  den  anzuführenden  Quellen  ihm  als  Autor  beigelegt  wer- 
den. Was  die  Reihenfolge  betrifft,  so  lasse  ich  die  gedruckten  voran- 
gehen und  verzeichne  unter  diesen  auch  Handschriften ,  da  die  Drucke  so 
selten  sind,  dass  ich  auf  der  hiesigen  k.  Bibliothek  nur  zufällig  vor  Kurzem 
einen  einzigen  auffinden  konnte,  der  anderweitig  unbekannt  scheint,  ande- 
rerseits aus  der  Menge  der  Handschriften  die  grosse  Verbreitung  der 
Werke,  also  ihr  Einfluss  auf  die  wissenschaftlichen  Kreise  des  Mittelalters 


^  Daher  Pairiit  Äsen  in  Cod.  Paris  lat  9335  (bei  Delisle,  Inventaire  etc.) ;  Patrit 
^^e/iin  Cmmbr.  Univ   1036, *^,*  s.  unten  Anm.  10. 
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^Bfflqflit.    Von  den  nur  bniidBcbiirtlicIi  erbnlteiien  zaiilc  icli  ziifritl  ä'xe- 
Jaig»  «uf,  welche  sicherer  ntid  theilwßiae  beknaot  sind.^ 

I.  Df  tribut  figiiris  magicis,  4,,  Francttf.  1569  (felilt  bei  Ljilrtiide. 
BihlitgT.  8.  S3).  Id.  li/ibe  ai.d*rawo  (U.  M.  Zlocbr.  XVIII,  135)  die  Ver- 
nknog  ■RHgesproclien.  diiiis  dift«  Sfbrifl  von  den  Kogennnnlen  D»i'nnen 
Utiille.  d.  h,  von  den  drei  Figuren  ,  weictie  in  j>dem  der  12  Steriibildpr  des 
taiak,  »Un  in  je  10  Orud  der  IIironiptBpcri|iherie,  nnfür.pigen  stillen  nud  ein 

ntrs  TltemH  der  AKiroloKen  bilden  (vgl.  l\  M.  Zlacl.r.  XXIV.  3*1. 
K;  \XV.  307).  leb  hftbe  bis  jetzt  dna  Bncb  nicbt  Auftreiben  kßanen.  — 
liloitisch  int  wnbl: 

LUifT  imnginum,  oder  rff  imaginihtif  aulronomicis.  Den  Ueberseliter  Jo- 
nneB  II  ispinleDiiiB  >  nennen  die  FaHfler  US.  7282,  vgl.  T.-UT;  Cod.  He- 
4k  29  («.  nnten);  fiiebe  micb  Cntal.MriS.  Angl.  II,  137  Nr.  2456,'.  II,  24S 
,Ki.BU. 

"Wp  HS.  Ashmol.  346,"  bni  Black  S.  256  beginnt,  narlt  d.-r  bekstinlen 
Kulogie:   /n  num.  pH  fl  minerieordis  Dei,  tnit  den  Worten:    DUil  Tlifl/U,   'im 

•trie  attt  phiiusophir  rxpers  fueril.  Ein  eolclier  Anfftn^  wHre  freilieb 
Bvtht  B«liT  insirucliv,  wenn  wir  nicbt  von  snderswober  bessere  An^^kuiift 
«Ucllen.  Bsndinus  II,  81  Cod.  24,':  df  sdenlia  omigarum  [falsch  nurgelö^iR 
Abbreviatur] ,  i.  e.  imttgintim,  beginnt:  Dixil  Arixloteles,  gut  P/iihiofj/iiam 
,«  UnmHnam  omnemque  oliam  scietiliam  kgeril.  S.  86  Cod.  29,'°  de  imitginibus 
00  /o.  Hitpaknsis  Übersetzt,  beginnt:  Dixil  Tesbilh  ben  Coriih.  HUil 
lAriiloielfs  etc.  Ebenso  liest  man  im  Spectilam  Astronomicum  Cap.  X  \s  OD  der 
..ton Jessen  vorbereiteten  Ausgabe]:  Super  istis  imaginibui  invemlur  uiiu» libir 
fitbii  eben  Choralh  qui  sir  incipil.  Dixil  Thfhilh  ben  choralh,  dixil Ariitolelet  i/ui 
phitiophiam  (in  der  Ed.  s.  l.  f.  a.  falBch  philowphnrum) ,  in  quo  sunt  imagiaes 
tuptr  fnrlutta  el  impedimenio,  super  aabslanlin  fl  negolialione,  super  prindpalu  ei 
fulalione,  luprr  comunrAinne  alque  sep/irationi: 

Ü«s  Ende  Inntet  bei  Blitck:  sine  dubio.  Dm  Sil  laus  Amen:  bei  Bandini: 
fhättligt  quod  exposui  tibi  {si  Dens  volueril  unter  Cod.  29} ,  ebenso  in  Ciinibr. 
Vnr.  III ,  549  Ni'.  in3&j  in  Wien  11 ,  Ob  Nr.  23T8,':  melius  iiidicavi:  vgl.  auch 
ArönJel  M8."  (1,  80),  Harl.  IVi  3047,"  (lEI,  48). 

In  Cod.  Vatic.  495  bei  Montfaucon  (Qibl.  Biblioth.  S.  2&,  bei  Heilbron- 
t  Hlitor.  Mathee.    S.  540,  $  8,"    und    daher  im  Index  getrenni]  lautet 


Hii  AngAlie  der  HandncliriFten  nenne  ich  die  beiondere  Siimmliiiig,  %.  B. 
Inajel,  HmHeUn  (Im  1>rit.  Miiscmn),  Ailintolesx.  CiuioiiLteni  flu  Oiford),  wenii 
l^'eltt  in  bcH)iidercn  (.'aln1(i);;Kl>Ki>den  vcTEeiclinet  «iiid.  WeillHiiligcre  Angaben  wUr- 
'» t)«iijciiigvn  Kicliti  iiUueii,  welchen  die  Catnlogü  itnmigftDj^IicIi  sind;  fiir  Andere 
■'*A  il(  lll,aHI1ts»i^ ,  erniiidi'nd  and  oft  atürend. 

'  TuLir  ((«tüK-ihtn  hnbe  kli  im  Catal.  Ilbr.  h.  bodl.  p.  1403  irriiiümUcb  di?  Am- 
»»*!«  Vi'u,  M3I  imd  1,^21  niigegebcii,  die  Verniil.i."iiiig  s.  iinl.n  iiiilPr  'i. 
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f  ^-.^^'^.f-^^^t^y^^^.^.^  ^  •■*^.-"^-'^*f-^>*'v*'N.  ■v.'^-*'■^•'•^•^^v^•^N/■•*  ^^•■w 


Thabit*8  Namen  Jebiotb  Benchorezen,   m  Cod.  Vat.  Petav  350,  495, 
492  (so  bei  Montf.  S.  00,  Heilbr.  S.  545  S  20/)  TLebith  Benchozatb. 

2,  De  \recia\  imaginatione*  sphaerae  {coeleslis  et  circulorum  eius 
diversorum  —  so  der  längste  Titel ;  der  kürzeste :  de  sphera  et  de  circuUs). 
Der  Catalogiis  libr.  impress.  in  Bibl.  Bodl.  letzte  Ausg.  III,  609  ^  verzeich- 
net einen  Druck  fol.  Venet.  per  Oct.  Scotnm  s,  a.  Hierzu  habe  ich  vor 
langer  Zeit  notirt:  „ed.  1491,  1521,  Panzer**,  ohne  Zweifel  in  Bezug  auf  den 
Drucker^.  In  der  That  ist  die  Ausgabe  der  Sammlung  {Sphera  cum  commen- 
iis  etc.),  zu  welcher  unser  Schriftchen  als  Anhang  mit  besonderer  Pagina- 
tion  gedruckt  ist,  im  Jahre  1518  erschienen  und  sehr  genau  von  Boncom- 
pagni  {Delle  versioni  falte  da  Piatone  Tiburtino,  s.  S,  15|  23)  beschrieben.  Der- 
selbe war  so  freundlich,  mir  im  Juli  1864  folgende  Mittbeilung  über  unser 
Schriftchen  su  machen. 

Der  Anfang  lautet:  Nos  iuxta  imaginationem  rectam  inchonntes  astrolc- 
giam  intelligamus  mundum^  esse  sphericum  corpus;  et  solidum:  cuius  centrum  est 
punctus  [für  punctum  nicht  ungewöhnlich] ,  qui  est  in  media  terrae :  et  centrum 
terrae  dicitur,  Ende  (fol.  1  versa  caL  1  /m.  13  — 16):  Habemus  quoque  eorum 
axes  (?)  circulos  aequidistantes  :  et  suarum  polarum  magnas  circulas  .  habemus 
etiam  codiacum  cum  suis  appenditiis  nan  minus  ceteras  efficacissima.  (so)  Haec 
sunt  que  iniroducendis"^  et  p.  [prima']  imaginanda  occurunt. 

Der  Druck  vom  Jahre  1518  gehört  zu  den  seltenen  Büchern;  er  fehlt 
z.  B.  auf  der  hiesigen  k.  Bibliothek.  Hingegen  sind  viele  Handschriften 
bekannt;  z.  B.  in  Paris  Nr.  7196,"  (erwähnt  bei  Delambre  /.  c.  S.  75),  7272, 
7298,  7333;  Catal.MSS.  Angliae  I,  109  Nr.  2083,»,  8. 127  Nr.  2456,',  Nr.  2458,", 
8.317  Nr.  6750  (Ashmol.  1522,'^  bei  Black  8.1428,  bei  Heilbronner,  Hist. 
Math.  8.  622  S  320,») ;  Cod.  Aulae  Mariae  Magd.  I,  1 :  tractatus  duo,..  (falsch 
imagine  und  explicit ...  de  hiis  que  indigent  etc.,  also  aus  der  unten,  Nr.  4,  zu 
nennenden  Schrift,  was  Coxe®  nicht  anmerkt).  Ferner  bei  Bandini  II,  6 
Plut.  29  Cod.  3,',  8. 64  Cod.  38,*,  8.  83  Plut.  30,  28,";  Bd.  IV  8.  131  Cod.  3,*°; 
8.  133  Cod.  6,";  Wien  II,  66  Nr.  2386,*,  IV,  39  Nr.  5145,',  S.  48  Nr.  5277,» 
8.  98  Nr.  5311,*.    Jebioih  bei  Montfaucon  8.  298;  bei  Heilbronner  S.  553  $  43,*. 

3.  De  motu  octavae  sphaerae ,  auch  de  motu  Septem  erranlium  ei 
octavae  sphaerae  (Bibl.  St.  Marcus  in  Florenz,  Armar.  4  Nr.  27,  bei  Montfau- 


*  Falsch  magnitudme  bei  Delambre,  Hist,  de  l'aslron,  du  moyin  äge,  p,  75. 

^  Diese  Notiz  itt|  dann  aus  mcineu  CoUectaneen  irrthümlich  zu  Nr.  1  gezogen 
und  dnher  die  oben  erwähnte  irrthümliche  Angabe. 

*  f^el  coehm  etse  spiritum  (!)  corpus  etc.  bei  ßandiai  II,  6. 

V  in  asirolabio  primo  consideranda  et  imaginanda  occurunt,  bei  Bandini  /.  r, 
hingegen  S.  84  Cod.  28,^:  et  drculorum  eius  diversorum. 

*  IiD  Index  unter  Thebit  S.  106  ist  unser  Schriftchen  übergangen ,  auch  das 
Vebrige  nicht  richtig  geordnet. 
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con  S.  428 ,  Heilbronner  S.  558  Nr.  21) ,  häufig  de  (in)  motu  accessionis  et  re- 
cessionis;  ist  zwar  hinter  Sacrobosco,  Gerard^s  Theorica  planetarum  u.  s.  w., 
Bologna  1480  und  Venedig  1518  (s.  Boncompagni ,  Bella  vita  ...  di  Gherardo 
Cremon.  /7.85,  Delle  versioni ...  daPlatbne  Tiburtino  p.l3)  gedruckt;  aber  diese 
Ausgaben  sind  so  selten ,  dass  Delambre  (HisL  /.  c.  p.  73  sequ.)  bei  seiner 
Analyse  der  schwer  verständlichen  Uebersetzung  sich  der  HS.  Par.  7195 
bediente.  Ueber  die  von  mir  kürzlich  aufgefundene  Ausg.  Leipzig  1509 
8.  Zeitschr.  f.  Math.  XVI,  387.  Anfang:  Ymaginabor  sphaeram  aequatoris  diei 
(falsch  equacionis  dici  bei  Coxe  III,  815);  Ende:  super  minorem  numerum  cum 
quo  intrasti  in  linea  numerim 

In  dem  Verzeichniss  der  Uebersetzungen  Gerard's  von  Cremona 
(bei  l^oncompagni  S.  5)  findet  sich :  Thebil  de  motu  accessionis  et  recessionis, 
tract.  L  Wahrscheinlich  ist  es  die  Uebersetzung  Gerard's,  die  wir  in  den 
Ausgaben  und  vielen  HSS.  besitzen,  insbesondere  in  dem  berühmten  Pariser 
Cod.  lat.  9335  f.  141  (früher  Suppl.  49,  bei  Libri,  Eist,  des  sciences  math.  /, 
299),  welcher  eine  Anzahl  Uebersetzungen  Gerard's  mit  oder  ohne  Nen- 
nung seines  Namens  enthält^.  Ich  identificire  diese  Titel  ohne  Bedenken, 
da  es  sich  in  dem  Schriftchen  um  die  sogenannte  ,,Trepidation8theorie** 
handelt  (s.  D.  M.  Ztschr.  XXIV,  374).  Ohne  eigentlichen  Titel  citirt  Alber- 
tus Magnus  /.  c.  §  10:  Corrigitur  autem  apud  Thebit  motus  sphaerae  stellarum 
fixarum  in  libro  qni  sie  incipit:  Imaginabor  sphaeram. 

Handschriften  finden  sich  z.  B.  in  Paris  7195,  7298,  7333,  7416B.,  11251, 
14068;  Catal.  MSS.  Angl.  I,  109  Nr.  2083,^^  S.  300  Nr.  6567  (bei  Heilbronner 
S.  618  S  317,');  patris  ^®  Tebit  S.  317  Nr. 6570  (AshmoL  1522,",  bei  Black  /.  c, 
Heilbronner  /.  c.  unter  2);  Cod.  canonic.  misc.  499,^*^  (bei  Coxe  III,  815); 
Coli  Corp.  Chr.  254,"  (Cat.  MS.  Angl.  I,  II,  55  Nr.  1721 ,  bei  Heilbr.  S.628 
%  339,*),  Aula  Mar.. Magd.  I,  2;  Basel  f.  II,  33  (bei  Hähnel  S.  522);  Arundel 
268,*,  Harl.  13,',  3647,"  (III,  48);  Cambr.  1767,"  (Auf.  Ymaginibus,  wohl 
Fehler  des  Catalogs)  und  unvollst.  1935,"  (III,  549);  Wien  II,  66  Nr.  2368,*; 
IV,  84  Nr.  5277,'*  {de  imaginatione  motus)\  mit  Commentar  (anf.  Via  motus,  et 
maxime  corporum,  Ende  clarius  apparebunt)  IV,  98  Nr.  5311,*;  Bandini  IV, 
130  Plut.  17  Cod.  1,»,  S.  131  Cod.  3,^  S.  133  Cod.  6,". 

4.  De  his  [eis^  hiis"]  quae  indigent  expositione  antequam  lega- 
tur  Almagestum:  anf.  Aequator  diei  est  circtdus  major,  qui  describitur  super 
duos  polos:  Ende:  aut  propinqui  oppositioni  Solis  eriint  tunc  retrogradi  (Bau- 
diui  il,  131  Cütl.  3,^  S.  133  Cod.  ü,");  wird  schon  mit  obigem  Titel  von 
Roger  Baco  citirt  (s.  Ztschr.  f.  Math.  X,  457);  auch  In  Paris  7195,  7215,  7267, 
7298,  7333,  9335  f.  24,  14068;  Cat.  MS.  Angl.  I,  109  Nr.  2083,",  S.  127  Nr.2458,"j 
II  P.  III  S.  18  Nr.  186,*  (Heilbr.  S.  643  S  443,");  Arund.  268,»*;  Harl,  1,»,  13/, 


*  Zeitschr.  U  Mathem.  X  •  4i  v  ^  13L<^%«  ^  Auec^\^)Va 

grueca  et  graecolni,  11  f  1870  B*  '^▼^^ 

'0  Vielhicbt  fehlt:  „Bi 
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3  647,";  Wien  IV,  39  Nr.  514Ö,'  (anf.  „quatuor  [!]  dici  est'*) ,  S.  84  Nr.  52r7,«* 
Dod  {Libellus  de  his  que  exponuntur . . .)  S.  136  Nr.  5406,';  Cod.  Coli.  ünrr. 
Oxon.  41/  (Coxe  S.  12)  und  Coli.  Anlao  M.  M.  1,*  (zweite  Abhandl.).  —  De 
exp.  eorum  que  requiruntur  ante  Almag.  Cambr«  Üniv.  III,  4WV  Nr.  fT6T,**. 

Dasselbe  S^cbriftcben  bat  noch  verscbiedeoe  Titel  erbalten.  Im  Ver- 
zeicbniss  der  Uebersetzungen  Gerard^s  Ton  Cremona  (s.  Zeitscbr. X,  407)': 
Lib.  tembit  De  expositione  nominum  Almagesti^  wofür  De  exp.  voea- 
bulorum  Almag.  im  Titelindex  \t}n  Cod.  AsbmoK  1522  (Ztacbr.  L  r.)  mid 
1796,*^  (Black  S.  1508,  Heilbr  8.  622  $320,');  de  expositione  nominum  astro- 
nomiae  Harl.  531,*^  (I  S.  842).  Daber  bei  Albert  M.  im  Spead.  astr.  %  » 
(Ztscbr.  XVI,  387):  de  definitionibus. 

Endlich:  Opusculum  pro  declaratione  Almag.  Piolomtieiy  Wien  IV,  99 
Nr.  5200,*;  —  Praecognitio  Almag.  IV,  115  N.5302,*;  —  Iniroductorium 
in  ^/mflf^.  IV,  98  Nr.  5311,*. 

5.  Liber  Carastonis  sive  Über  de  statera,  ein  Schriftchen  ttber 
die  Handwaage  (s.  die  Anfttbrangen  in  meinen  LeUere  a  Don  B.  Boncom- 
pagni,  p.  19,  Zusatzblatt  vom  Januar  1867,  und  Ausführliches  bei  Curtse 
„Analyse  der  HS.  R.  4,'  in  Thorn'*,  im  Snpplementheft  zum  II.  Jahrg.  der 
Zeitschr.  f.  Math.  1868,  Sonderabdruck  S.  13flgg.  und  56)  ^^  Handschriften» 
zum  Theil  anonym,  6nden  sich  in  ehemal.  St.  Marco  Bibl.  in  Florenz  184; 
Paris  7377  B.',  7434,',  8680A.,  10260:  anonym  ,tLib.  Karastoni  de  pon- 
deribus^'  —  vielleicht  schon  missverstfindliche  Auffassung  des  Titels  als 
Autornamen  (wie  in  Heilbronner^s  Index  III  s.  v.  Carasio,  Curtze  S.  18), 
ebenso  Lib.  Carastonis  de  pond,  im  Vatic. ,  Reg.  Suec.  1235  (bei  Montfaucon 
S.  25,  Heilbr.  S.  540  $8,^)  ,  infolge  einer  Randbemerkung  — ;  Incipit  lib.  Kar. 
de  pond,  in  Cod.  Vat.  2975  f.  176—183  aus  dem  XVI.  Jahrb.  (Curtze  /.  c.) 
und  blos  lib,  de  ponderibus  in  Wien  IV,  57  Nr.  5203,'*.  Ausserdem  in  Thorn 
und  Basel  f.  II,  33  (Curtze  S.  56). 

Aus  der  HS.  in  Florenz  ist  Anfang  der  Einleitung  {Coniinuei  Deus  con- 
servalionem  iuam  etc.)  und  Ende  {et  faciet  te  cognoscere  casum  erroris  et  est 
finiSy  eine  Art  Scblussbemerkung)  mitgetheilt  in  meinen  Letlere  p.%\  Curtze 
(S.  14)  giebt  aus  der  Thorner  HS.  den  (eigentlichen)  Anfang  Omnium  duo- 
rum  spaliorum:  so  beginnt  auch  die  Wiener,  deren  'Ende  proporlio  ponderis 
ge  ad  pondus  cb  vielleicht  unvollständig;  aber  auch  sonst  finden  sich  Ab- 


**  Der  Unterschied  «wischen  Carasion  und  Rummane  ergiebt  sich  aas  folgender 
Stelle  eines  anonymen  hebräisohen  Commentars  über  die  Psalmen  (Cod.  Dodl.  bei  Uri 
Nr.  102,  fl  37^  ,  zu  58,'?):   „Dieses  Gewicht  (oVb)  ist  nicht  'jlOD'lp,  sondern  ein  Ge- 

Ml 

wicht  (bpltna),  welches  arabisch  rCMTain  (KJ  Ltj)  heisst,  das  ist  ein  eiserner  Stab,  auf 
welchem   Zeichen  angebracht  sind,    um  das  verschiedene  Gewicht  (O^VpÜon)  zu 
erkeoDen;  mna  bangt  den  Oewichtsstein,  welcher  bis  6  /iUrt^e^^  anf  die  als  Zei* 
4fAea  d/eaeadao  Pankte.'*  (6.  Nachtrag.) 
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VM^Wy  J^WW<^>»^^^^^^»^^>»^'»^^>^^>^»^^V^>^'^V^'^^>/VA^/>^i^>  < 


HJekui^eo,  welche  mir  die  Vermathung  aufdrängen,  dass  ausser  Ger  a  r  d  *b 
(roD  Creme  na)  Uebersetzung  noch  eine  andere  Bearbeitung  anzuneh- 
MBiei? 

6.    De   figura   quae   nominatur   sector,    oder    de  figura   alhata 
((Mf?),  ttbersetzt  von  Gerard  von  Crem ona,  nach  dem  Verzeicbniss 
MB«r  Uebersetaüngen.     Nachdem  ich  wiederholt  (zuletzt  in  der  Zeitschr. 
XVI,  39l)  von  diesem,  bisher  wenig  bekannton  Schriftchen  gesprochen,  wor- 
ibernoeh  Näheres  von  Curtze  zu  erwarten  ist,  genüge  hier  eine  kurze  An- 
gabe des  bisher  Ermittelten.    Die  hebräische  Uebersetzung  beginnt  mit  dem 
Vforte:  hileliexi,  wie  das  anonyme  Werk  bei  Albertus  M.,  SpecuL  $  10,  un- 
mittelbar hinter  flores  des  Johannes  (wofUr   die  Var.   iebiiim  =  lebitem? 
ZeiUehr.  XVI,  873  —  S.  300  habe  ich  die  Angabe  der  Stelle  vernachläs- 
sigt-).    lieber  die  lateinischen  IISS.  in  Paris  7377  B/,  Oxford  (Catal.  MSS. 
Aegl.  I,  300  Nr.  6567,   wo  „Thebit  de  proportionibus^^  vorangeht,   bei 
Heilbr.  8. 618  S  317/)  und  Basel  f.  II ,  33  (bei  Curtze  /.  c.  S.  56)  ist  vorläufig 
ii«eh  nichts  Näheres  bekannt. 

7.  De  quantitatibus  stellarum,  soweit  übereinstimmend  in  allen 
HR8.,  mit  Ausnahme  einer  Wiener  (s.  unten);  einige  fahren  fort:  et  pla- 
mtftrum,  oder  noch:  et  {primo)  terrae.  Haudhchriften :  Paris  7215,', 
11tl,»9,7383;  Medicea  bei  Bandini IV,  132  Cod.  3,'^;  S.133  Cod.6,^*;  Catal. 
■88.  Angl.  I,  109  Nr.  2083,";  8.  317  Nr.  6750  (Heilbr.  622  §  320,»  ist  Ashmol. 

bei  Black  8.  1428);  Aula  M.  M.  (Oxford)  1,  3;  Arundel  268,^';  Harl. 
r,*";  Cambr.  üniv.  III,  405  N.  1767,";  Wien IV,  39  Nr. 5145,^  (Tit.  De  quant. 
twpurum  supercöelestium  et  orbium  ipaovum  et  disianciis)  und 
IV,M  Nr.  53il,\  —  Das  kleine  Schriftchen  beginnt  (nach  Black)  :  Ptolo- 
•evi  et  alH  sapientes  posuerunt  corpus  terre  communem  mensuram ,  qua  metie- 
tt«ta^  stellarum  corpora ;  als  Ende  wird  meist  angegeben :  sicut  polest  videri 
M  Sfkera;  in  Wien  5311:  sicut  in  barcham  (!)  mari;  bei  Black:  quia  quiddam 
"Mnm  refnansit, 

b)   Sollte  De  diametro  terrae  planetarumque  in  Cod.  Canonic. 

^bc  517,*  (Coxe  8.  829),  nur  1  Blatt  umfassend,  ein  Fragment  daraus  seiuV 

e)  Longitudines  stellarum  a  terra  secundum  Thebit  in  Paris  15122 

(MOelide  8.74)  ist  vielleicht  oben  in  dem  Titel  des  Wiener  Cod.  durch 

^^^ äistancHs''  angedeutet? 

Hftngt  diese  Nummer  7  irgendwie  mit  Nr.  4  zusammen? 

8.  De  proportionibuSy  Cat.MSS.  Angl.  I,  300  Nr.  6564  (Heilbr.  618 
^^V)i  w*  "*>r  verdächtig;  vgl.  oben  unter  6. 


'•q 


9.   De  proprietatibus  quarundam  stellarum  —  et  convenit  n- 
eorvndem    cum  quibusdam   lapidibus  et  herbis  — ,    Par,  7337; 
•^tldini  III,  305  Plut.  89  Cod.  38,*  giebt  Anfang:   Prima  Stella  vocatur  Algol 
^tt  tii  23*,  £nde:  proplcr  Corporis  lapsum. 
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10.  ße  alchifmia,  Paris  6ö  14. 

11.  Epistohi  ThehÜ  henMose{'.)  cum  cnmjAccione  motorum :  H«ri.  »,*. 
In  der  Uescbreibuug  däsaclbeu  Cod.  bei  Kico  y  Sinobas,  Lihras  rfrf  Satter  A 
Jslronomia  V.  &fi,  finde  icb  dieüotj  Stflt-k  uicht  (dafiir  Flores  jilbumas«r  ?), 

12.  De  inlerrugatiunibus,  Cat.  MSS.  Angl.  11,  1»2  Nr.ß154,  ist  ml 
iebr  verdäcbtig. 

[13.  Liber  dt-  significalione  omnium  planeiar,  elc  in  C»A.  Ca- 
nonic.  Diisc,  dW,'  iot  Gorgis,  s.  Zoitsclir.  XVI,  370  Anm.  *.] 

H.  ..liber  Thebit"  obne  D&here  Bezeichnung,  in  CaUl.  MSS.  AiigH 
»5  Nr.  1760,  S.173Nr.36!3,"(..ffc."),  II,  197  Nr. 6355,'  (waliritub.  asirologiachj 
bedarf  der  Autopsie.  Aucb  Cod.  I'aria  10268  enthalt  Sclirifien  Thabil*», 
welche  Deliele  uicbt  näher  beseichuet. 


Nachtrag  (vom  August  IST3).    Während  die  vorliegende  Noiis  IHogn 
Zeit  in  llandcn  der  löbl.  Rcdsciion  war,  hatte  icb  Gelegenheit,  Quellen  aud 
Bemerkungen  über  Thabit  auiiugabea  in  meinen  Noten  eii  B.  Baldi'i 
likel,   welche   der  eifrige  Hernusgeber  des   Bullelino  de.  (November  IKlj 
ausgegeben  im  Juli  IS73)  in  der  von  ihm  belichten  —  nach  meiner  Anaii 
viel   zu    weitsuhweiligen  —  Form   veröffentlicht  bat;   ein    Sonderabdri 
meines  OriginaU  ert'nlgt  doiunüchst. 

Von  den  oben  verzeichneten  Scbrirten  finden  sich  mehrere  in  Caula 
gen,  die  inzwischen  erachienen  oder  mir  Eugängticb  geworden ;  z.  B.  io  Pari 
16201  Nr.  2,  in  16311  Nr. 3,  4,  2,  7;  —  bei  Valentinelli  Tomo  IV,  S.  !62  (Coddi 
S.  Marco  in  Venedig)  Cod.  82  Nr.  2,  4,  3;  dnaelbst  S.  277  XI  de  MIrologia  I 
drei  Theilen(?),  Anfang:  Dixil  Aristoteles,  also  Nr.  4;  Ende:  erititccupalM»  { 
eacuu»,  nnd  UehersetEer  Jobann  Hiepalcnsis;  scheint  etwas  Aoderfli 

S.  33eAnm.  11.  Karaston.   Die  Behauptung  Fliigers  (zu  Fibrisl,  Bd.  ] 
Leipaig  1872  8.271),   dass  Faraston  die  ..vorzuga weise  gebrauchte  Foru' 
sei,  ist  eine  pelilio  principii,  und  die  Berufung  auf  Dorn  grenzt  an 
Huhung,  wie  sieb  Jeder  überzeugen  knnn;  wie  wäre  auch  jEip  xu  Fa 
worden?!    Meine  Abhandlung  über  den  liber  Caraslonis  ist  anch  keioi 
lologiüche,  wie  Flügel  andeutet. 


•  • 


XIII. 
Uaber  die  Reflexion  des  Lichtes  von  Winkelspiegelo. 

Von 

Ernst  Ritsert, 

Reallehrer  in  Mainz. 


(Hierzu  Tuf.  IV,  Fig.  I  -ö.) 


In  Fig.  ly  Taf.  IV,  bedeute  ROS  deu  Durchschnitt  eines  Winkelspie* 
frify  senkrecht  gelegt  gegen  die  Kante  (Axe)  des  Spiegels.  Die  beiden 
Vrecen  OR  und  OS  bHden  den  Winkel  2 er.  Auf  der  Ualbirungslinie  dieses 
^nnkela  in  der  Ebene  ROS  befindet  sich  der  leuchtende  Punkt  M  in  einer 
.Batfemong  tod  0=:r^  die  beliebig  als  Einheit  gesetzt  werden  kann.  Von 
ikn  flOIt  aaf  die  Spiegelfläche  OS  ein  Strahl ,  der  in  einer  Entfernung  von 
0^X|  aaftrifft  und  mit  dem  Lethe  im  Punkte  o?,  den  Winkel  |üi  bildet. 
Uater  demselben  Winkel  wird  der  Strahl  auf  die  Fläche  OR  geworfen  und 
tiift  dieselbe  in  einer  Entfernung  von  0  =  x^;  der  Stralil  macht  mit  dem 
LoCbe  den  Winkel  fi,.  Von  der  Fläche  OR  gelangt  der  Strahl  zurück  auf  die 
Fläche  05;  der  Winkel  mit  dem  Lothe  ist  f«, ,  die  Entfernung  von  0  =  0:3 
«•  s.  w. 

Es  sollen  nun  zunächst  die  Beziehungen  zwischen  0*1 ,  .rj ,  o ,  r  dar- 
gelegt werden ,  und  zwar  ist 

worin  rs=l  gesetzt  werden  kann,  und  allgemein 

wo  Xm  die  Entfernung  des  Punktes,  in  welchem  der  »mal  reflectirte  Strahl 
anftrifft,  von  dem  Punkte  0  darstellt. 

Eh  finden  folgende  Relationen  statt: 

In  dem  AOMM^  ist 

I)  MMi  =  r  »I« of  =  c  co5f4, ,  wenn  Mx^  =  z , 

1)  0  Af|  =»  r  cosa  =  o;,  +  *;  sin  ^|. 


U«b«>r  die  ß<-fiexior 


I  LictitcB  von  Winkclspiegeln. 


Ferner  in  AOa:,  a-. 


«"«^ 


X,      co!{ii,  —  2a)       cosjt,  cos'itt-\-  gin^  untm 
Ana  I)  iiqJ  2)  ergieLt  sich 

uenu  uinu  diesen  Wertb  vud  igfi,  in  3)  eJDxetzl 


rot2a+  mi2n  . 


Je  nitcli  den  Wortheu  vud  x,  und  a  i 
Nfigativ  ist  oa,  wean  es  in  der  Verlängei 
Uer  Nstar  der  Sache  nach  kann  eine  zw 

weon  2tt<ii,    Für  die  WertLe  von  2e  z\ 


1  j",  positiv  oder  negativ  sein. 

g  der  Spiegelfläche  OR  üegi. 

lalige  Keflexiou  aar  errolgeu, 

2« 
:hen  — -  und  n  ist  ««3o<o, 


SHi2ii>0,  der  Nenner  shiZa  — x,sm2u  <^Q,  e 
anioöglich.    Eine  einmalige  Ueflexion  äudet  di 

wiBcLen  120"  nnd  I80".    IbI  a<  — 


keimnlige  Keflexiun  nkn 
L  staLt,  wenn  die  GrÜMc 

sa  ist  nnSa^Oi 

Verden,  Dm  ein* 


der  Spiegelßffnung  a 

siii2a'^0;  es  knun  also  x,  hinreichend  klein  genommen  ' 
zweimalige  Ketleiion  zu  ermöglichen. 

Scheinbar  erfolgt  auch  eine  niefarmnlige  Keflexi<in,  wenn  2«>I»'J 
Uer  auefallendö  Stralil  trifi't  dann  rückwärts  verlängert  dio  sweite  Spifgel^ 
fläche. 

Um  eine  Beiiehnng  zwischen  iT,  nnd  ^t  herzustellen,  betr«cbtea  wü; 
znerst  im  Allgemeinen,  in  welchen  Verhältnissen  die  Winltel 

fi) ,  II,,  ft,,   [In—]  >  p»  und  'in 
stehen. 

Verlängert  man  die  Lothe  x,  und  x,  in  Fig.  I ,  his  sie  sieb  treffen , 
entsteht  ein  Dreieck,  dessen  Anssenwjukel  fi,  und  deseou  nicht  Koti«gen<to 
lunenwinkel  2a  nnd  fi,  sind,  also  ist 


iid  im  Aligemei 


,  da  die  Beziehung  gaua  dieselbe 


B  f..lgt 


C  +  fi  —  ^o. 
=  4tt,      f,+  Ci  = 


fl  +  (»l  = 


Von  E.  RlTSBRT. 
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Im  ^OxtX^  ut 


sm 


(1+-) 


_  eo8^  ^  eo9{2  u  —  fi,) 


Entiriekelt  nan  die  Cosimis  unAdiTidirt  durch  ro^ft, ,  so  ent^^ti'ht 


Of," 


Setst  man  für  l^fi,  deo  Wertk  4),  so  ist 

Xf      ^5«  —  Xitin4a 
Stellt  mao  dagegen  die  Gleichung  —  =  -t-- .     --•  ""*^  nmllliillcirt, 

m  •ntotebt  die  einfaehe  Beaiehnng 

x^ sina 

X|      sinba  —  x^sinAa' 

In  gana  analogem  Weise  hat  man  im  AOo?«.!«:» 

Xg   __ce#[(2fl— i)flr— fi|]        Wh [(2 w — 3) «]  —  ar,  5tn  [(i /<  —  4) a] 
x«_|""co«[(2ii— I)  «— ^]        «>i [(iw  —  1)«]  —  d?,  5IW  [(2n  —  2) a] 

a:,       fiw[(2w  — 1)«]— ar,  *i/t[(2n— 2)«]* 

Betrachtet  man  die  Gleiehnng 

Xg  sina 

x^      sinba  —  x,  sm4a  * 

•0  eigiebt  sich ,  daas  eine  wirkliche  Reflexion  nur  stattfinden  kann ,  wenn 

«<a5^  Sa  <  72 ^^  ist    Denn  ist  a>  36^  so  ist 

6a>3r,  4a<w, 
dttosnach  . 

dreimalige  Reflexion  also  nicht  möglich. 
Ans  der  Gleichnog 


X, 


stna 


2n 


sin  7  «  —  X,  sin  6  a 

^r^iabt  sich  analog,  dass  die  Oeffnung  des  Winkelnpiegels  —  nicht  über- 

achveiien  darf,  wenn  eine  viermalige  Reflexion  stattfinden  soll.   Allgemein: 
Eine  it malige  Reflexion  ist  möglich,  wenn  die  Oeff'nung  des  Spiegels 

OD 

— —  Grade  nicht  überschreitet.  Oeffbet  man  den  Winkelspiegel  von  180^ 

bia  120^,  so  seigt  sieh  für  den  Beschauer  einer  Spiegelfläche  ein  Bild.  Zwei 
Bflder  entstehen  bei  einer  Oeffnung  des  Spiegels  von  120  bis  72  Graden, 
drei  Bilder  von  72^  bis  51^^,  n  Bilder  bei  einer  Oeffnung  des  Spiegels  von 

300 


SM-- 1 


bis 


211  +  1 


Graden. 
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Was  nnn  die  Sii'litbttrkeit  der  UildiT  beider  Spiegolflächci]  »nl> 
hfiitgt  dieselbe  vüq  der  Stülliiiig  dos  Beobacbterti  iunerbalb  Att  Spii 
öffaiing  ab.  Die  bSuligst  reflectirten  Stralilcn  sind  niclil  imnipr  wabnana 
tuea,  weil  sie  läogs  der  SpicgulflScbe  liiulftnfea  und  keinen  bedeuMtidi 
Theil  der  Spiegelfläche  bedei:kuu. 

In  Fig.  2  ist  die  Spiegeloftnung  lüO".    31  liegt  nuf  di-r  Ualbirnugulia 

des  Wiokelfl.    Da  die  Spiegeläfi'Quug  awiacbeu  —  uad  —  sieb  befiadet, 

Tuätigtu  mau  von  jeder  Spicgclßäcbe  kwbi  Bildnr,  niso  vou  beideo  vier  B 
der  babei),  wäbrend  mnu  tinr  drei,  resp.  :ewoi  wabruiuimt. 

Ein  Bcobacbter  nebmo  die  Stellimg  A.  Kt  siebt  den  Punkt  M  drein 
und  zwar  durcb  die  eiufacb  tcflectii'ten  Slcsblen  lUi/i,  Mx,  und  dnrcb  dl 
doppelt  rcflectirten  Strahl  Mj\.  Die  vou  der  FUcbe  OR  in  der  NKbe  von 
auf  OS,  altjo  doppelt  reflcclirten  Sirablea  wird  er  niubt  wabrnehmen;  dei 
der  Strahl,  der  den  grössteu  Winkel  mit  OS  macht,  sich  also  am  mei&U 
dem  Beobachter  nähert,  ist  der  Strabl  OF.  Er  wird  oriteagl  durcb  dl 
•Strahl  OM,  wird  von  0  auf  05  reflectirt,  als  käme  er  vnn  J/', ,  wbi 
MN=JH',  N,  bleibt  also  in  0  und  fallt  vou  da,  nis  von  J/",  kommend,  w« 
M\0—'V",0,  in  der  Kicbtung  OP.  Alle  auf  OH  auffallenden  uad  von  C 
zum  Ewciteu  Male  reltecliiteu  ätrahlcn  fallen  demnach  in  den  Ramn  St 
und  .4  bat  daher  drei  Bilder.  Im  liKumo'TOP  wird  kein  doppelt  refleatrt 
Strabl  erscheinen;  in  ibm  bat  also  der  Beobachter  unr  zwei  Bilder  von  t 
im  Räume  POS  dagegen  wieder  drei  Bilder.  Je  kleiner  die  Oeffnnng  i 
Spiegels,  desto  mehr  uebwindet  der  Kaum  POT;  denn  es  ist 

LMOR=a,  LMOM',=-ia, 
also 

LM\OQ=^LM'\00==LPOS  =  it  —  ^a, 
LT0P=2a  —  -i{n-Za\  =  2{ia-n). 

Je  kleiner  «,  .k-sto  kloiuer  L  TOP.    Ist 

4a  — ;t  =  0,    (t  =  — =  45", 

die  Oeffuuiig  dos  Spiegels  —  =!)i)*,  so  verBchwindel  der  Kaum  TOP,  d.  h 

man  nimmt  in  dem  Wiukelraum  -ia  überall  drei  Bilder  wahr.    Ueberüchti 
ben  sieb  die  beiden  Strahlen  OT,  OP,  d.  b.  wird  -Iq— n<0,  also  «<<&' 
und  2a<^90*',  so  wird  mau  vier  Bilder  wabrnebmen  kiinneu.    In  äbulicfasr 
Weise  wird  die  Discnssiou  Tut  kleinere  Winke!  weiter  gehen. 

Denkt  mau  sieb  den  Winkclspiegol  vou  der  Lage  OM  (Vig.  l),  wo  ■i:=0, 
glcicbmüssig  nach    beideu  Seiten  sich  oiTueud.    und  stellt  die  Bediuguii 
das«  der  auf  OS  {OP)  surfnllende  Strabl  parallel  OR  {OS)  ausfalle, 
dem  geuligt,  wenn  in  der  Gleichung 


T,= 


(7)" 


Von  E.  RlTSBBT. 
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p,»,/'^rf'^^^,rwrf«"i^w>^^ 


«^  s=s  OD  geietst  wird.  Da  der  Zähler  Xi  sin  a  nicht  unendlich  wird,  au^genom- 
■leD  einen  Fall,  der  zaletzt  zn  betrachten  ist,  so  wird  die  Bedingung,  dass 
alle  einmal  reflectirten  Strahlen  parallel  sind,  in  der  Gleichung  ausgedrückt: 


sm 


•der 


a;,  =r . 


sin^a 


sin2a 
Betont  die  Bewegung  von  der  Mittellage  OAf ,  so  wächst  a  von  0  aus. 
Für  a=0  ist  /  .  o   v 

arj  =  r  hm  (  -r-—-  1        , 

f*Qr  wachsende  or  nimmt  a:,  ab,  weil  sin  2a  rascher  wächst  als  sin^a. 

Ist  X|  =3  r,  so  hat  man 

sin2a=:sinSa^ 

2a=180'»  — 3a,   «  =  36». 

IKe  Winkelöffnung  2a  ist  dann  72^   Von  da  an  ist  o;,  <;  r  und  für 

arj  =  0,   *t/i(3a)=3  0 

3a  =  i80^  a  =  60<» 
&  Wiokelöffnung  =120^ 

Ist  die  Neigung  der  Spiegelflächen  zn  einander  grösser  als  120^  so 
gisbt  es  in  Wirklichkeit  keinen  parallel  ausfallenden  Strahl  mehr,  wie 
IMber  geseigt  wurde.  Denkt  man  sich  aber  die  Spiegelflächen  OR  und  OS 
fiekwJLrts  verlängert,  so  wird,  wenn  die  positiven  Strecken  OR  und  OS 
vegfmllen,  eine  derartige  Reflexion  doch  stattfinden  können,  o;,  hat  dann 
•inen  negativen  Werth  und  wächst  im  Negativen  bis  ins  Unendliche.  Ver- 
bindet man  alle  Punkte,  deren  Entfernungen  von  0  durch  Xi  dargestellt 
sind ,  so  erhält  man  eine  Curve ,  die  sich  zu  beiden  Seiten  von  OM  sym- 
metrisch erhebt,  die  sich  im  Punkte  0  durchschneidet  und  dann  nach  beiden 
Seiten  hin  ins  unendliche  erstreckt« 

Die  Construction  der  Curve  ist  einfach.   Ist  031  (Fig.  3)  die  Mittellage, 
Jf  der  leuchtende  Punkt,  sind  l0l\  202^  303'  verschiedene  Spiegellagen, 

so  dnsB 

Ll0M=^L20i  =  L^02  etc., 

BO  hat  der  Punkt  M  für  den  Spiegel  Ol  sein  Bild  in  2,  für  den  Spiegel  02 

m  4  etc.    Ein  Bild  von  M^  das  von  dem  Spiegel  02  ausgeht,  soll  parallel 

OlT  sein;  es  kommt  von  dem  Punkte  4.    Zieht  man  also  durch  4  parallel  02' 

eine  Gerade,  so  hat  man  im  Schnittpunkte  derselben  mit  0^  den  verlangten 

Pnnkt  a.    So  erhält  man  den  Punkt  b  als  Schnittpunkt  der  Parallelen  zu  Ol' 

mit  1  durch  den  Pnnkt  2  u.  s.  w. 

Um  die  Gleichung  der  Linie 

sin  3  « 


Xn=r 


sin  2  a 


AM  lieber  die  Reflexipii  iß»  Liebte«  Vfon  Winkelspiegeln. 

iu  ParalMeoordi Daten  aaszudrttcken ,  seiicX  Rian,  ,wenu  09f  r<-A^e  ist  jmd 
die  IQ  0  darauf  Senkrechte  ^-Axe: 

Xi  sin  €i  =  y^  cc^  cos  a^-x. 

Man  erliMlt  dann 

V*  {2X  4-  r)  =  jr»  (3r  ~  7x) 
Oller 


») 


y  =  +  «7  /  *- — • 


Die  Carve  —  Spiegellinie  —  hat  Aebnlichkeit  mit  dem  Deacurt es- 
schen Blatt 

a:*  — 3aa?y +  y'  =  0 

und  mit  der  Cylinderfocale 

stnA 
Transforroirt  man  das  erstere,  indem  man  die  Axen  nm  \R  dreht,  so  dass 

so  erhftU  man  als  neue  Gloichung  des  Descartes'ftchen  Blattes 


«) 


Vergleicht  man  5)  und  6)  und  setzt  in  5)  a  =  ->r ,  so  verhält  sich  bei 
gleichem  x 

yi«)     f/3* 

Die  eiuo  Cnrvengleichuog  ist  also  von  der  andern  nur  durch  einen  constan- 
ten  Factor  verschieden. 

Der  Analogie  wegon  ist  rückwMrts  zu  greifen  nnd  die  Curve  zu  betrach- 
ton,  deren  Gleichung  ist 

r        sina  ' 

UiJB  (Fig. 4)  der  Spiegel,^  der  leuchtende  Punkt,  sind  AC^  AC 
verschiedene  Lagen  des  Spiegels,  so  werden  die  Bilder  des  leuchtenden 
Punktes  wahrzunehmen  sein  in  ^,  ^',  und  die  Punkte  B^  b\  B''  werden 
auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  dessen  Mittelpunkt  ist  A  und  dessen 
Radius  AB=^r.  Ein  Strahl,  der  parallel  AB  ausfallen  soll,  muss  auffallen 
resp.  in  C  und  C  und  es  ist 

AC  _sinBCA        AB      sinAC'B 
AB^iinABC'      AC^sinABC 


Von  E.  Ritsert. 
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oder  «llgemeiD,  wenn  AC  =  Xf: 

ar, sin  2  a 

r 


sin  2  a 


a\  =r 


stna  swcc 

weil  Winkel  ^/^C  glt^icliKclienklig, 

L  ABC=\S0-'2LB/iC=  180  — 2/- /y, 
sin  L  A  B C  =  sin2 a. 

Da  AB=BC=BC'  etc.,  8o  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  C, 
C'  etc.  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  B  nnd  dessen  Radins  =r  ist. 
Geometrisch  aufgefasst ,  kann  also  gesagt  werden : 
Zieht  man  in  einem  Kreise  sftmmtliche  Radien  nnd  trHgt  von  den  End- 
pankten  derselben  in  einer  beliebigen,  aber  für  alle  in  d«r«elben  Richtung 
den  Radins  an,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Endpunkte  der  angetrage- 
sen  Radien  ein  Kreis  mit  dem  Radjus  des  ursprtinglichen  Kreises. 

Daraus  geht  also  hervor,  dass  in  Fig.  5  die  Strecken  A  By  ÄB\  Ä'B^ 
\^  rte.  eämmtlich  gleich  sind,  vorausgesetzt,  dass  die  Radien  der  beiden  Kreise 
gleich  Bind,  dass  der  Mittelpunkt  des  einen  anf  der  Peripherie  des  andern 
Hege  und  dass  die  Strecken  A  B^  ÄBf  ^  Ä'Bt'  parallel  der  Centrallinie  beider 
Kreise  gezogen  sind. 

Bei  dreimaliger  Reflexion  gilt  nach  Früherem 

x^ sin  a 

jr ,      sin  5  a  — .  a?,  sin  4  «' 

Soll  nun  jr,  unendlich  werden,  d.  h.  soll  der  zufn  zweiten  Male  ausfal- 
lende Stmhl  der  Spiegelfläche,  auf  der  .r,  liegt,  parallel  sein,  so  ist 

Sfn5o coso.    /5— 10 

sin  4  a         ^      \ 


or.  = 


0/gf»a  +  /p^tt\ 


=  i- 


X 


=  /^'+y*, 


cnn  beirti  Uebergang  znm  Parallelcoordinatensystem  gesetzt  wird 


X 


Verbind«^  mnn   alle  a*,  mit  einander,   so  ist  also  die  Gleichung  der 

Curre 

y*  (1  +  4a)  —  10 y'a»  —  .r^  (4a?— 5)  =0, 

deren  Construction,  analog  dem  früher  Gesagten,  als  einfach  erscheint. 


XIV. 
Die  S^ingnlarit&ten  der  Iiinienoompl«xe. 

(Forlspizung  der  h,  XVIII,  l  ersoliieDL-ricii 


Dr.  Geisbnheimer  , 

Proviniial-Gewarbeacliiile  iii  Bchwcidnilx. 


Legfi)  wir  ilurcU  jeden  Puokt  des  Knnmes  eine  Gerade,  deren  Ri( 
mag  Bich  durch  Fiinctionea  der  Coordinateu  dieses  Fanktes  bestimmt, 
crbalteu  wir  im  AllgemeiDeu  eiu  den  gaozeii  Kaum  erfütleDdes  L'aüi 
gebilde.  Nach  deo  Uotersucliungeii  „Uebor  Strableosystenie,  welche  i 
Tangentenscbaar  eioer  Fläche  büdeu",  uulerecbieJeii  wir  diese  Liuiengebil 
ia  eDcllicb  bestimmte  Systeme,  bei  welchen  durch  jeden  Funkt  des  Raon 
nur  eine  bestimmte  Zahl  von  Geraden  des  Systems  geht,  nod  tu  oidil  « 
lieh  bestimmte  Systeme,  bei  welchen  die  durch  einen  Punkt  laufenden  C 
radetf  die  Strahlen  eines  Kegelmantels  bilden. 

Die  Gleiuhuiigen  eiuer  beliebigen  Geraden  des  Systems  seien: 


wo  J',i/,  ;  die  Coordiuatou  des  die  Linie  bestimmenden  Punktes,  u 
die  einea  beliebigen  Punktes  derselben  nnd  y,  ^  Kwei  slelige  FunciionMl 
bedeuten.    In  der  oben  angegebeneu  Arbeit  fanden  wir,  dJtss  die  Bestia 
mung  dos   vuu   den  Geraden   gebildeten  Liniensystems   abhängt    von  i]< 
Untersnchuug  der  quadratlatben  Gleichungen  (XVIII,  1,  S.3'.0: 


dij  ^        \ilx      ily)^      il.v 


<hs. 


^  d,,  '        V  dtj    '  ^  dy    '    di/''    '   \d:    '  '^dy. 
Damit  das  System  ein  endlich  bestimmtes  sei,   müssen  diese  beid^ 
Gleichungen  in  beiden  Wnrzelu  für  q  Hlcreinstimmen ,  daher  die  Cle^^ 
uagen  »tattäüden: 
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d  (f  .       (im      dm 
^  dx^^  dy  ^  dz 

^  dx^^dy^dz 

Genügen  die  Functionen  <p  und  i/;  diesen  Bedingungen  nicht,  so  gehen 
durch  jeden  Punkt  unendh'ch  viele  Strahlen  des  Liniensystenis.  Hahen  die 
beiden  quadratischen  Gleichungen  für  g  nur  eine  Wurzel  gemein,  so  be- 
rühren sämmtliche  Geraden  eine  Fläche ,  das  System  wird  zu  einer  Tan- 
gentenschaar.    Die  gemeinsame  Wurzel  ist  in  diesem  Falle 

dl/;  d'tjj  ,  dl/; 

ax           dy        dz 
q  =  ^ ? . 

dq>  ,       dtp      d(p 
^  dx'^'^  dy'^  dz 

Findet  sich  keine  gemeinsame  Wurzel  der  beiden  Gleichungen,  so  bil- 
den die  durch  Gleichung  1)  bestimmten  Geraden  einen  Liniencomplex. 
Umgekehrt  lassen  sich  die  Strahlen  eines  beliebigen  Complexeö  stets  in 
der  durch  Gleichung  1)  bestimmten  Form  darstellen. 

Plücker  hat  in  seinem  berühmten  Werke  „Neue  Geometrie  des  Rau- 
mes" die  Singularitäten  der  Liniencomplexe  definirt  und  dieselben  für  die 
Complexe  des  zweiten  Grades  untersucht.  (Nene  Geometrie  des  Raumes, 
ir.  Abtheil.,  §«§4  und  5.)  Die  folgenden  Entwickelungen  werden  zeigen, 
dass  einige  der  für  die  Singularitäten  der  Complexe  zweiten  Grades  von 
Plücker  und  Klein  gegebenen  Sätze  für  diese  specielleu  Complexe 
nicht  charakteristisch  sind ,  also  für  jedes  Liniengebilde  stattfinden.  Zu 
dieser  Untersuchung  diene  die  durch  Gleichung  l)  gegebene  Bestimmung 
der  Complexe. 


Es  ist  stets  möglich,  solche  Geraden  eines  Complexes  zu  finden,  welche 
sich  mit  einer  unendlich  nahen  Linie  des  Systems  schneiden.  Sind  |,  i?,  f 
die  Coordinaten  des  Schnittpunktes,  so"  erhalten  wir  zur  Bestimmung  des- 
selben die  Gleichungen 

1)  rr-l  =  (2-t)  (p  {x,  y,  «),     y-t?  =  (z-f)  t/;  {x,  y,  z)\ 

d.=.<pdz+<z-g)(gda:  +  ^d,.flfd.), 

Der  die  Linie  bi«ft«immende  Punkt  variire  in  einer  Ebene 
Ä^  t=ak. 
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^  f    *    .  ^      -     r-     ■      '         •         r     ^    .^   ^     »   ,f   ,r-  ,r   ^  ,^    ^^-  ^.  ^  ,^   ^    *-^^    ^  ,r-  ^    ^    ^■-»•.•.^^    *    ^^•*^^^^^,a 


Damit  sich  die  Gerade  mit  der  folgenden  schneide,  mnss  sein 

dx  —  fpdz  Käx'^^äy)       '^\äz'^^  äy) 

\dx      ^  dyj        ^\dz  ^^  dyj 

dx 
Diese  Gleichung  liefert  zwei  Werthe  für  —  ;  sollen  sich  die  Strahlen  b« 

allen  Verschiebungen  des  bestimmenden  Punktes  in  der  Ebene  3)  schnei- 

dx 
den,  mnss  die  letzte  Gleichung  —  unbestimmt  lassen.  Hieraas  ergiebtsich: 

Multiplicirt  man   die  erste  dieser  Gleichungen  mit  — q>y  dividirt  die 
zweite  durch  (p  und  addirt  alle  drei  Gleichungen,  so  folgt 

Diese  Gleichung,  welche  an  die  Stelle  der  dritten  tritt,  zerfallt  demnach  in 
zwei,  nämlich  in 

5)  ^=p  +  ^jq>, 

X  dw   ,    .      ,         ^  dm      dm 

(/ ./.'  <i  1/        dz 

Die  Gleichung  5)  liefert,  in   die  zweite  der  Gleichungen  4)   für />  den 
Werth  t(f  —  fj(p  einführend  : 

—  7+1 7    j  7  —  7-  =  0 , 

dy  ^a  .t       tl  ii  /  iljc 

Damit  diese  Gleichungen  gleichzeitig  bestehen  können ,  uiuss  sein 

fJxl)  d\l*      (1\if 

<r  7-  +  ^  7-  +  -7~ 

</.(  d  1t  dz 

dcp    .     ,  d(p    ,    ff(p 
u j  d  y        dz 

Diesen  speciellen  Wertli  von  7  werden  wir  mit  x  bezeichnen,  den  Ausdruck 
t/;  —  K.(p  mit  n. 
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Aas  den  beiden  ersten  Gleichungen  4)  findet  sieb  bei  Bcnntzcing  der 
andern  Bedingungsgleicbung  6) 

oder 

'  ^ iix         (ix  iiy      ^  dz 

Diese  Gleichnng  läset  mit  Hilfe  von  6)  q  aus  zwei  linearen  Gleich- 
ungen finden.  Die  beiden  Gleichungen  5)  und  6),  in  welche  sich  die  letzte 
Gleichung  4)  zerlegte,  liefern  also  rationale  Werthe  für  q. 

Aus  6)  und  8)  folgt 

dx     ^  dx'^^dx'^  dz 

q  = . , 

dw        d'ti)  .       d'ü;  ,  d'üf 

dy     ^  dx^^dx^  dz 
Dieser  Werth  ist  die  zweite  Wurzel  der  Gleichnng 

'  dy  \dx      dy)        dx 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  werde  fortan  mit  z^  bezeichnet.  Die 
beiden  Gleichungen  5)  und  6)  führen  demnach  zu  derselben 
Beziehung  z^  =  0.  Diese  Gleichung  stellt  eine  Fläche  dar,  durch  deren 
Punkte  sich  diejenigen  Strahlen  bestimmen,  welche  von  den  unendlich  nahen 
geschnitten  werden. 

Die  Gleichung  5),  t|;=p-)-^<p,  drückt  die  Bedingung  ans,  dass  die 
ebene,  in  welcher  der  bestimmende  Punkt  variire,  den  Strahl  selbst  ent- 
halte ,  also  eine  Focalebene  sei.  Demnach  wird  ein  Strahl  des  Complexes, 
dessen  Bestimmungspunkt  in  der  Fläche  z^=0  liegt,  von  allen  unendlich 
nahen  Strahlen  der  Ebene 

10)  %  {x—  m)  —  (y  —  r)  -f  n;  (z  —  w)  =  0 

geschnitten,  wo  t/,  t;,  w  einen  beliebigen  Punkt  dieses  Strahles  bedeutet. 

Diejenigen  Strahlen  eines  Liniencomplexes,  welche  mit  unendlich  vie- 
len benachbarten  in  einer  Ebene  liegen,  nennt  Plücker  die  singulären 
Linien  des  Complexes,  ihre  Focalcbene  die  singulare  Ebene.  (Neue  Geo- 
metrie, des  Raumes ,  Nr.  305.) 

Die  Fläche  z^  =  0  bestimmt  die  singulären  Linien, 
die  Gleichung  10)  die  zugeordneten  singulären  Ebenen 
des  Complexes. 

Für  den  Dnrchschnittspunkt  eines  singulären  Strahles  mit  einem  un- 
endlich nahen  der  singulären  Ebene  crgiebt  sich  ans  2) 

dx  —  (p  dz 


'-i= 


\dx^    dy)       ^\dz^     dy) 

IX 
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Derselbe  ist  also  im  Allgemeinen  von  dem  beliebig  zu  wäblcndeD  Werthc 

dx  ' 

von  ^-  abbängig. 
dz 

Jeder   Punkt  eines   singulären    Strahles   darf  dem- 

nacb  als  Scbnittpunkt  desselben  mit  einem  in  der  sin- 

guläreu  Ebene    ihm    unendlich    nahe  liegenden   Strahl 

des  Complexes  betrachtet  werden. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  z/  =  0  bestimmt  sich  eine  singulare 

Ebene.    Sollen  alle  singulären  Ebenen  einer  Fläche  als  Tangentialebenen 

angehören,  so  müssen  sämmtliche,  durch  unendlich  kleine  Zunahmen  von 

x^  y,  z  erhaltenen  singulären  Ebenen  einen  Punkt  §,  n\j  f,  den  Berührnngs- 

punkt,  als  gemeinsamen  Durchschnittspunkt  besitzen.    Die  Gleichung  der 

singulären  Ebene  war 

10)  y-yi  =  jr  (z-f)  +  «  (^-S)- 

Die  Differentiation  nach  x^y^  z  ergiebt 

wo  zwischen  den  Differentialen  die  Beziehung  herrscht 

—  dx-\ dy  -\ f/2=0. 

dx  dy  dz 

Wir  finden  aus  diesen  Gleichungen  eine  Tangirungsfläche,  wenn  wir 
die  Coefficienton  der  Differentiale  in  11)  verschwinden  lassen,  filso  setzen 

Es  lässt  sich,  genau  wie  boi  der  entsprechenden  Betrachtung  über  die 
Tangontcnschaar  einer  Fläche  (XVIII,  I ,  S.  41)  zeigen,  dass  die  Determi- 
nante dieser  drei  Gleichungen 

dn      d'/,     •         \ 


djt 

dy 

dx' 

dx' 

dit 

dy 

'ly' 

dy' 

dit 

dy 

dz' 

dz' 

—  1 


7E 


mit  z/  verseil windot.    Doninach  roduciron  sich  die  drei  Gleichungen  12)  auf 

zwei;  die  Tnngiruiigsfiäclio  der  singulären  Ebenen    ergiebt  sich  durch  die 

ElimJnntion  von  .?',  y,  z  mittels  der  G\o\cU\\\Ago\A  Vl\  0)  und  10).    Der  so  ge- 
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fondeoe  Bertihrnngspankt  ^,  17,  fliegt  in  der  singularen  Linie;  denn  setzen 
wir  in  12)  o:— 5  =  9  (2:  — J))  so  folgt,  dass  sein  müsste 

dn  .      dK      dn  ,      du 

r  <P T" r9  — 

.  dx         dx      dz  dz  (dn         d%\ 

oder,  die  Gleichnng  i/;=7r-|-x9  ^^^  ^^^^  partiellen  Ableitungen  benutzend: 

dt^        dq> /rft/;        d(p\       dp        dq>  /rft|/        dqA 

dx        dx'"      ^Kdy^^ly)^      dz      ^  dz^^^Kdy         dy )' 

Beide  Bedingungen  reduciren  sich  auf  J=0. 

Für  den  Berührungspunkt  der  singularen  Ebene  findet  sich 

dn         dx      dtlß        dm 

L-  rp — j^ 

dy         dy      dy         dy 

Eine  anscheinend    andere   Berührungsfläche  der  singularen  Ebenen 
wird  gefunden,  indem  man  dy  aus  der  Gleichung 

dJ  ^     ,  dJ  ^        dJ  ^ 
-T-dx  +  -—'dy+—-dz==0 
dx        ^  dy     ^  ^  dz 

bestimmt,  diesen  Werth  in  11)  einführt  und  die  Cocfficienten  von  dx  und 
dz  gleich  Null  setzt.    Wir  erhalten  in  dieser  Weise 

(dn   dJ      dn   dJ\ 
dx'dy^dy'dx^^^"^^ 

d/i\ 
dy      dy'dxj^"      ''  '  \" dy    '  dx ) 


15) 


.   A/x   d/S      dx,   dJ\^        .X   .   /   rf^  .      -  . 
\dx    dy      dy   dx/^        ^^      \   dy       dx/ 

/dn   dJ      dn   dJ\ 
\d'z'dy^dy''dl)^^^^^ 
(dx   dJ      dx   dJ\^        .,       /    dJ  ^  dJ\ 


+         . 

\dz    dy       dy    dz )  ^        ^1   \  \^    ^y 

Diese  beiden  Gleichungen  stimmen  jedoch  mit  den  Gleichungen  12)  über- 
ein; denn  setzt  man  wieder  {x  —  S)  =  9>.(2— f),  so  find^et  sich  aus  beiden 
Gleichungen  mit  Hilfe  der  in  13)  aufgestellten  Beziehungen  der  in  14)  ent- 
wickelte Werth  für  5  — {.  . 

Wir  bezeichnen  die  mittels  der  Gleichungen  12)  oder  15)  hergeleitete 
Berührungsfläche  als  die  Fläche  der  singularen  Ebenen.  (Plücker, 
Nr.  314  flg.) 

Die  Gleichung  z/  =  0  besitzt  ausser  der  Wurzel  x  eine  zweite  x,, 
welche,  wie  wir  vorhin  entwickelten,  diejenige  Ebene  bestimmt,  innerhalb 
deren  sich  der  variirende  Punkt  bewegen  muss,  damit  die  durch  ihn  be- 
stimmten Strahlen  den  singularen  schneiden.  Daraus ,  dass  diese  Ebene 
nicht  durch  den  singularen  Strahl  geht,  folgt,  dass  der  letztere  in  allen 
durch  ihn  gelegten  Ebenen  von  einer  unendlich  nahen  Linie  des  Complexes 
geschnitten  wird.    Für  den  Schnittpunkt  ergiebt  sich 
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^  .  dx  —  0  rfr 


(dtp  d^i\  fdtp  rfflp\ 

und  hieraus  mit  Hilfe  von  0) 

._£  =  —- L .^ \ . 

(Iq)  dtp      dilt         dtp 

dx  dij      dy         dy 

dx 
Dieser  Wertli  ist  unabhängig  von  -—  und  füllt  mit  dem  des  Berührnngs- 

punktcs  der  singnlärcn  Ebene  in  14)  zusammen.  In  allen  durch  die  singu- 
Itiro  Linie  gelegten  Ebenen  wird  also  der  singulare  Strahl  von  einer  be- 
nachbarten Linie  des  Coniplexcs  in  einem  festen  Punkte,  nämlich  dem 
Berührungspunkte  der  singulären  Ebene ,  geschnitten.  Diesen  ausgezeich- 
neten Punkt  der  singulären  Linie  nennt  Pliicker  den  zugeordneten  sin- 
gulHrcn  Punkt  derbclben. 

Zuäammenfassend  ergicbt  sich : 

Jede  Ebene  durch  einen  singulären  Strahl  darfaU 
Focalebeue  desselben  mit  einem  durch  den  singulären 
Punkt  laufenden  und  unendlich  nahen  Strahle  des 
Complexes  betrachtet  werden. 

Die  Fläche  der  singulären  Punkte  fällt  iu  jedem 
Oomplex  zusammen  mit  der  Fläche  der  singulären 
Ebenen. 


Durch  diejojii^L'n  StiJihlon,   wi*1c1k»  sich  durch  di«»  Piiukto  der  Fläch«* 
Jz^{)    bcstinuiu'u ,    Ii(d)cii    wir    aus  dem  Cuinpli'xi»   ein  endlich   l.lO^Iilullltl^- 
SysU'in,  das  der  sin;^ulärcn  Strahhui,  hervor.     In  aligoiiiuiucror  ^^^•i^e  If 
stiiinneu  sich  solclio  endlich  hestimnitc  »Systeme  eilIe^j  Coinploxos  iu  ftili^ni 
der  Wei.so. 

Die  liauuicurvo,  deren  l)ilVerentialgleichunj;en  lauten: 

dx      dl/ 

--—  ■'  ■--  dz  , 
cp        »/; 

wird  von  den  durch  ilire  Punkte  bestiniinten  Strahlen  tangirt;   diobO  .Strah- 
len des  Complexes  bihhtn  eine  abwickelbare  Fläche. 

IJebrigens  sind  für  einen  be^timniton  (.'omplex  9  (j,  y,  :)  uml  Vt-^»  !/*  *) 
nicht  vüllij;  be:5tiniinti?  Functionen,  da  ihre  F«»rni  von  der  Wahl  de>  den 
»Strahl  bestimmenden  J^udites  .r,  //,  c  abhän;^t;  nur  die.  lUiziehuuij  zwischen 
g),  1/^,  .'• ,  y,  z  ist  eine  feste.  Daher  erhalten  wir  unendlich  viele  Sybteme 
solcher  von  ihren  Strahlen  bernlirten  Curven.  Die  Schraubenlinien,  durcli 
welche  Pliicker  die  linearen  (Ji)mj)lexc  veranschaulicht,  die  KauujcurvtMi 
dritter  Ordnung,  durch  welche  sieb  die  Strahlencomplexo  zweiten  Graden 
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bestimmen,  welche  von  coUinearen  räumlichen  Systemen  erzengt  werden, 
^rnid  speeielle  Fälle  dieser  Curven.    (Plücker,  Nr.  47;  Die  Geometrie  der 
^e,  von  Dr.  Reye,  15.  Vortrag.) 
Die  Integrale  der  obigen  Differentialgleichungen  seien  in  der  Form 
^gegeben : 

^Jfi  and  3^2  irgendwelche  Functionen.    Ein  geometrischer  Ort  dieser  Curven 
[fiefert  Flächen ,  welche  die  durch  ihre  Punkte  bestimmten  Strahlen  berüh- 
£inen  solchen  Ort  finden  wir,  indem  c^  von  c,  abhängig  gemacht  wird, 
fjfai  der  Gleichnng 

Nach  Sätzen  über  partielle  Differentialgleichungen  bestimmt  diese 
leiste  Gleichung  eine  Fläche  F=0,  für  welche  die  Gleichung  stattfindet 

dF  ,      dF     dF 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  sich  durch  den  Berührungspunkt  jeder 
Tmngentialebene  der  Fläche  F=  0  ein  Strahl  des  Complexes  innerhalb  die- 
ser £bene  bestimmt;  also  wird  die  Fläche  F=0  in  der  That  von  ihren 
Strahlen  berührt.  *  • 

'Während   also   die  Strahlen  eines  endlich  bestimmten  Liniensystems 
sieb  in  zwei  Systeme  f^bwickelbarer  Flächen  vereinigen  lassen,  sind  solcher 
bei  nicht  endlich  bestimmten  Systemen  beliebig  viele  vorhanden.    Durch 
irgend  eine  Bedingung,  welche  man  den  Linien  des  Complexes  auferlegt, 
hebt    sich   ein   endlich   bestimmtes   System   heraus.     Daher   erscheint  ein 
endlich    bestimmtes   Liniensystem    als    eine   Verallgemeinerung    der    von 
f     Plücker  untersuchten  linearen  Congruenz;  an  Stelle  der  beiden  Direc- 
tricen  (Plückpr,  Nr.  61),  welche  von  allen  Linien  der  Congruenz  geschnit- 
ten  werden,  treten  hier  die  beiden  früher  bestimmten  Flächen  (XVIII,  1, 
S.  49)  auf,  welche  von  allen  Linien  des  endlich  bestimmten  Systems  berührt 
werden. 

Ist  das  nicht  endlich  bestimmte  System  eine  Tangentenschaar,  so  haben 
alle  diese  ihm  entnommenen  endlich  bestimmten  Systeme  eine  der  Berüh- 
mogsflächen  gemein. 

Unter  den  Curven,  welche  die  Geraden  eines  Complexes  umhüllen, 
sind  die  ebenen  Complexcurven  und  der  Punkt  besonders  von  Plücker 
antersucht  worden.  Die  von  den  Strahlen  der  Coraplexcurve  und  des  Com- 
plexkegels  gebildeten  Figuren  sind  die  einfachsten  abwickelbaren  Figuren, 
welche  sich  ans  den  Complexlinien  bilden  lassen. 


•  Wir  wollen  nicht  unerwähnt  lassen ,  dass  die  obige  Eutwickeluug  eine  geo- 
metrische Herleitung  des  Jacob i* sehen  Verfahrens  einschliesst ,  lineare  partielle 
Differeutialgleicbungen  auf  simultane  zurückzuführen. 
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•  ^  ^*-' 


Um  die  Gleichung  des  Complexkegels  za  erhalten,  beBtimmen  wir  die- 
jenige Cnrve,  deren  Strahlen  alle  durch  einen  Punkt  u,  9,  w  gehen.  Ihre 
Gleichungen  sind: 

a:— M  =  g)(a:,  y,  z)  .{z-^tv),    y  — »  =  ^  (a:,y,  «)  .  (z  — w). 

Ueisscn  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf  dem  Mantel  des 
Complexkegels  ^Ti  ,  ^i ,  ^j ,  so  ist 

x  —  u y  —  V       z — »  

daher  x-^r ^^v= 7;=:;,-  • 

a;  =  Ä  {x^—u)  +  M,     y  =  A*(y,  —  p)  +  p,     z  =  A:  (r,  —  n?)  +  ». 

Die  Gleichung  des  Complexkegels  wird  daher  ftns  den  beiden  Gleich- 
ungen 

durch  die  Elimination  von  k  gewonnen. 

Um  die  Complexcurve  zu  finden,  deren  Strahlen  alle  in  einer  Ebene 

a  (a:-  u)  +  b  (y  — v)  +  (s— w)  =  0 
liegen,  muss   der  Strahl  des  Complexes  in  dieser  Ebene  enthalten  aeio.  : 
Hieraus  folgt  für  die  Curve  der  bestimmenden  Punkte 
17)  a.9  +  ^.i/;  +  l=0. 

Die  Durchschnittsfigur  der  durch  diese  Gleichung  bestimmten  Fläche  mit 
der  Ebene  liefert  diejenigen  Punkte,  deren  Strahlen  die  Complexcurve 
umhüllen. 

Soll  die  Ebene  der  Complexcnrvo  stets  eine  feste  Linie 

X — u      y  —  V 

enthalten,  muss  sein 

IS)  (ia  +  hß  +  i=:=0. 

Die  Gloicbiiii{^  der  Piinkto,  tleicii  Strahlen  die  P  lue  kcr'bcht»  Meri 
tUanflächo  tangiren,  orgiobt  sich  durch  die  Elimination  von  a  und  h  aus  den 
drei  Gloichungen 

a  (a-  —  ii)  +  h  (;/  —  r)  +  i-  (v  —  w)  =  0 , 
aa  +  bß  +  1=0. 

Wir  finden  also  nie»  sofort  dio  IM  ii  eker 'scheu  Gebilde,  sondern  ver- 
wamlto  G(?bildo ,  derart,  da.ss  die  durch  letztere  bestimmten  Strahlen  die 
PI  Uck  cm' sehen  Figuren  umhüllen. 

Die  Meridianlläche  werde  für  den  Fall,  dass  die  Axe  derselben  eine 
Linie  des  Komplexes  sei,  naher  untersucht.  Die  Gleichung  der  Meridian- 
ebene sei 

10)  y  —  >^=/>  (-—?)+'/  (-t'  —  §),  p  und  y  Constanten. 

Sollen  dio  Linien  des  Complexes  dieser  Ebene  angehören,  muss  sein 
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Für  den  Durchscbnittspankt  unendlich  naher  Strahlen  ergiebt  sich 

dx  —  q)  dz 


z-t^ 


j-dx+  -^dtj+  ^  dz 
dx  dy  dz 


dx  i  dy  '.dz  ist  aus  den  Gleichungen  19)  und  20)  zu  suchen.    Es  findet  sich 
[  dy  ^=p  dz-^-  q  dx^ 

c-i-'S+'(^*-'^')]-+r5?-':-r+'(^:-'r:)]''"»- 

Dies  einsetzend ,  ergiebt  sich 


dx  —  q>  dz 


rx^^'+ry'y^T.'' 

^dx^^dy^  dz      ^Vdx^^dy^dzJ 


/dip  (hfj    dfp  dq>\         /dcnd^jj   dt^ß  dq>\         V(d(pd'^  dq)  dt}j\         /dcp  dt^f   d(p  diij\l 
\dbp  €Ü''dä:  dzJ^^Kdx  dy'^JxdyJ'^^lXly  dx'Jxd^J'^^  \Jx  dy'^dydx) } 

Die  quadratischen  Glieder  von  q  heben  sich  weg.  Da  die  Functionen  <p 
und  %lß  wie  ihre  Ableitung  unabhängig  von  g,  also  für  alle  Ebenen  durch 
eine  Liinie  des  Complexes  constant  sind,  folgt 

^      Jq  +  H 

wo  y,  fff  Oi  P  längs  eines  Strahles  constant  bleiben.  Diese  einfache  Be- 
ziehung zwischen  der  Drehung  der  Meridianebene  und  der  Lage  des  Durch- 
Bchnittspnnktes  der  Complexlinie  mit  einer  unendlich  nahen  Linie  dieser 
Ebene  findet  also  in  jedem  Liniencomplex,  nicht  nur  in  Complexen  zweiten 
Grades  statt.  (Plücker,  Nr.  103.)  Da  also  jeder  Ebene  durch  einen  Strahl 
ein  Punkt  und  umgekehrt  jedem  solchen  Durchschnittspunkte  unendlich 
naber  Strahlen  eine  Focalebene  entspricht,  folgt  der  Satz: 

In  jedem  Strahlencomplox  sind  de  r  Durchschuitts- 
punkt  und  die  Focalebene  unendlich  naher  Linien  des 
Complexes  linear  verwandte  Elemente. 

.  Da  wir  jede  Linienfläche  uns  einem  Complex  entnommen  vorstellen 
dürfen,  muss  der  Satz  auch  für  diese  gelten. 

Der  Darchschnittspunkt  unendlich  naher  Strahlen  einer  Ebene  ist  der 
Berührungspunkt  der  Complexcurve  in  dieser  Ebene.  Wählen  wir  diesen 
Pönkt  zum  Mittelpunkte  eines  Complcxkegels,  so  muss  die  entsprechende 
Focalebene,  da  sich  in  dieser  zwei  unendlich  nahe  Stralilen  des  Complexes 
im  Mittelpunkte  schneiden,  den  Complexkegel  berühren. 

Die  Bedingung,  dass  in  Gleichung  21)  z  —  f  unabhängig  von  q  werde, 
l&sst  sich  in  die  Form  bringen : 


:^5(> 
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>-.'.«.#«.■.  I»-«-«-. 


■^  ^%#     «  W  V    ^"i^Si»«" 


(^  -1-  tO  ^  -4-  ^ 


+ 


'!x\^  dx^^  dy  ^  dz)       dxV  dx^^  dy  ^  dz  J 


=  0. 


f/qp/     '^1/'  f/t|/^ti;\         d-^f  /    dq>  dtp       dtp\ 

du  V^Jx'^'^d^  '^TzJ  "  dy  Vdx'^^dy  "^dl) 

Diese  Gleichung  ist  jedoch  identisch  mit  zf=0.  Wir  finden  so,  in  Uebei- 
einstimmung  mit  einem  früher  entwickelten  Satze,  dass  längs  der  singalären 
Linien  der  Durchschnittspunkt  z—  ^  von  der  Lage  der  Meridianebene 
unabhängig  ist.  Mit  Berücksichtigung  des  Vorhergeheoden  findet  sich 
(Flacker,  Nr.  305): 

Eine  singulare  Linie  des  Complexes  wird  von  allen 
Complexcurven,  die  in  den  dnrch  sie  hindurch  geleg- 
ten Ebenen  liegen,  in  einem  festen  Punkte  berührt. 

Da  ferner  jeder  Punkt  der  singulären  Linie  als  Durch scbnittspankt 
unendlich  naher  Strahlen  in  der  singulären  Ebene  anzusehen  iät,  folgt: 

Alle  Complexkegel,  deren  Mittelpunkte  aaf  einer 
singulären  Linie  des  Complexes  angenommen  werden, 
berühren  eine  durch  dieselbe  hindurchgehende  feste 
(die  singulare)   Ebene. 

Da  die  siuj^uläre  Ebene  fiuos  singulären  Strahles  mit  der  Tangoutiil- 
ubciio  ihn*  Fläche  siiiguläror  Punkte  und  Elicnen  zusamnienrällt,  lassen  sich 
die  boidon  letzti-n  S.'itzn  in  folgen  Jon  zusammenfassen: 

Jeder  S  (  r  ali  1  on  co  in  jjI  ex  fallt  längs  der  sinjrulriien 
I/inien  und  der  diesen  nneudlich  nahen  Punkte  mit  der 
Tan  ge  nt  eu  seil  aar  der  Fläche  der  singulären  Punkte 
und  Ebenen  zusammen. 

DvY  Stralilencomplex  ist  durch  .^cine  «ingulärcn  Strahlen  nicht  vull- 
6täu(Ii<;  bestimmt. 


Die  be.stimiiKMide  Fläche   der  .singulären  Strahlen  ^=0  ergab  .sicl7  aus 
der  nedin^^uu;^^,  das«  die  beiden  Gleichungen 

(l  q)     ,  I  d  q^        dilf\  // ?(» 

(///  \(l  .c       ttif  /  dx 

drp      ,  (      (/?,'»  drp        d(v\  /  d  ll'  d  ih\ 

^  ilt/  ^         \^  dij  ^     dfj  ^  dz)  '   ^\dz    ^  ^  dij) 

in  eiuer  Wurzel  übereinstimmen.    Damit  diese  Gleichungen  beide  Wurzeln 
Jür  7  genieinscliaftlicli  haben,  muss  sein 
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d(p  ,      dw      dw 
^  dx         dy       dz 


hUe  GleichuDgen  genügen  der  frühern  ^=0,   bestimmen  also  eine 
tt  J  liegende  Curve. 

Die  früher  hergeleiteten  Bestimmungsgleichangen  5)  und  6) : 

^V   ,    /      .         ^  d(p      drp 

rdan  jetzt  identisch. 

Die  Focalebenen,  innerl^alb  deren  sich  die  Strahlen  mit  unendlich 
len  Liinien  des  Complexes  schneiden,  ergeben  sich  durch  die  beiden 
irmeln  gg  und  g^  der  Gleichung  J  =  0,  Für  den  Durchschnittspunkt  der 
ttdlieh  nahen  Strahlen  findet  sich 

dx  —  q>  dz  dx  —  w  dz 

Atta  der  Gleichung  der  Focalebene 

I  der  Bedingung 

liebt  sich 

dy  —  'ilf  dz 


dx  —  g)dz 


=  7 


dq>  d(p '  dgt  dg)' 

dx^*^'Ty  (Tä;  "^  ^'  Äf^ 

Für  die  Berührungspunkte  ti|  und  t/,  der  beiden  Focalebenen  mit  der 
Iche  der  aingulären  Punkte  und  Ebenen  ergiebt  sich  nach  Gleichung  14) 

1  I 


Da 


z — tff  = 


dt\j           dtp^ 
dy       ^'  dy 

»  —  tu  —  - — 
*      d'^ 

dy 

dw 

et       1     /•/      1 

/dcp      d^x 
\dx      dy  ) 

yiT^y« 

d<p            ' 

dy 

dv  ,        d<p~'     ^" 

dq> 

l 

dq> 

dy 

-f.. 
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Demnach  gehören  zu  den  durch  Gleichung  22)  bestimmten  Strahlen  zwei 
singulare  Ebenen,  und  für  diese  letzteren  erhalten  wir: 

Gehören  zu  einer  singulären  Linie  des  Complexes 
zwei  singulare  Ebenen,    so  ist  diese   eine   Doppeltan- 
gente  an   die  Fläche  der  si-ngulären  Punkte  und  Ebe- 
nen   mit    im    Allgemeinen    zwei    verschiedenen    Berüh- 
rungspunkten   und    verschiedenen   Berührungsebeneo. 
Der    Durchschnittspunkt    in    einer    singulären    Ebene 
fällt  mit  dem  Berührungspunkte  der  andern  singulären 
Ebene  zusammen. 
In  besonderen  Fällen  können  die  beiden  Berührungspunkte  oder  die 
beiden   zugeordneten  singulären  Ebenen  zusammenfallen;   in  einem  Com- 
plex  des  zweiten  Grades  geschieht  Ersteres  für  die  Linien  des  Complexes, 
welche  einen  Doppelpunkt,  Letzteres  für  diejenigen,  welche  eine  Doppel- 
ebene in  der  Fläche  der  singulären  Punkte  umhüllen.   (Plücker,  Nr.  317.) 
Aus  den  Gleichungen  22)  ergiebt  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise,  wie  bei 
der  Betrachtung,  welche  wir  in  der  früheren  Untersuchung  über  endlich 
bestimmte  Systeme  anstellten  (XVIII,  1,  S.  46— 49),  dass  bei  Fortschreiten 
in  Richtung  der  aus  22)  bestimmten  Linie  des  Complexes  sich  q>  und  i^  bis 
auf  Grössen  von. höherer  als  zweiter  Ordnung  nicht  ändern.    Der  Com- 
plex  fällt  längs  dieser  Linien  mit  einem  endlich  bestimmten 
Liniensystem  zusammen.    Legen  wir  durch  den  Strahl  eine  beliebige 
Ebeuo  und  suchen  in  dieser  die  Complexcurvo,  so  findet  sich  für  den  Be- 
rührungspunkt derselben  nach  Gleichung  14) 

._f= 1 

d(p      dq)  dy  —  ^  dz 

dx      dy  dx —  q>  dz 
oder 

z-i=  '  -      . 

d(p         dg) 

Tx'^'^'dy 

Da  q  zwei  VVerthe  besitzt,  folgt: 

Die  Complexcurven  berühren  den  singulären  Strahl, 
zu  welchem  zwei  singulare  Punkte  oder  Ebenen  ge- 
hören, im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  einem,  sondern 
in  zwei  festen  Punkten. 

Sollen   zu  einem   singulären  Strahl   mehr  als  zwei  singulare  Ebenen 
gehören,  so  müsste  gleichzeitig  sein  können  für  den  bestimmenden  Punkt: 

dq>  dm      drl)  dtb 

23)  :,-=o,    -^-  —  =0,    :r=0. 

'  dy  dx      dy         '     dx 

AlsäaDD  UtjeüiQ  durch  den  Strahl  gelegte  Ebene  eine  singulare,  der  Strahl 
also  oiao  Doppellinie  des  Complexes.   ^^P\\ick^T,'^t.Wl^^  V>«. 4^ä ^V^lcU- 
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zeitige  Bestellen  dreier  Gleichungen  Bedingung  für  diesen  Fall  ist,  setzt  das 
Vorkommen  einer  solchen  Linie  eine  Partien] arisation  des  Complexes  vor- 
aus. Für  den  Berührungspunkt  der  Complexcurve  mit  der  Doppellinie 
ergiebt  sich 

^       dtp' 
dx 

und  für  den  Berührungspunkt  einer  durch  die  Doppellinie  gehenden  zu- 
geordneten singulären  Ebene 

1  1 

z — u  =~. 


d'p        dq> 
dy         dx 

Diese  Punkte  fallen  also  zusammen;  alle  durch  die  Doppcl- 
linie gelegten  Ebenen  berühren  die  Fläche  der  singulären 
Punkte  und  Ebenen  in  einem  festen  Punkte. 


Nach  den  PI ücker' sehen  Betrachtungen  bestimmt  sich  ein  Linien- 

complex   in  folgender  Weise.    Sind   die  Gleichungen  einer  Geraden  des 

Systems 

x  =  rz  +  Q,     y  =  5r  +  a, 

80  gehören  alle  diejenigen  Geraden,    welche  einer  gegebenen  Gleichung 

zwischen  den  vier  Linienconstanten  r,  5,  q^  a  genügen,  dem  Complex  an. 

Wir  bestimmten  irgend  eine  Gerade  des  Complexes  durch  einen  ihrer 

Punkte  mittels  der  Doppelgleichung 

X  —  u  y  —  v 

(p{x,y,z)      i/;(a:,y,  2) 
Hieraus  ergiebt  sich 

r=  9(a:,y,2:),     5  = -^1;  (a?,  y,  z) , 

Q=x--z.(p{x,y,z),     a=y  —  z.^(x^yjz).      . 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  x,  y,  «  eliminirend,  ergiebt  sich  die  Gleich- 
ung des  Complexes  in  PI ücker 'sehen  Liniencoordinaten. 

Wird  ein  anderer  Punkt  0:1,^1,  z^  zur  Bestimmung  des  Strahles  ge< 
wählt,  so  treten  an  Stelle  der  Function  q>  (o:,  y,  z)  und  1/;  (o?,  y,  2)  diö  neuen 

<Pi  (^n  y\t  ^1)  UQ^  'P\  (^i>  Vu  ^i)*    ^^  ^^^  Punkt  x^y  ^j,  Zj  in  der  Linie  selbst 
liegen  soll ,  gelten  für  ihn  die  Gleichungen 

ir,  =  a:  —  (z  — 2,)  9  (x,  y,  2) .     ^i  =  y  —  («—«1)  ^  («» y»  «)• 
Ferner  muss  sein 

24)        9(^'>yi=)  =  ^i(^iiyi»^i)>   -«f  (^1  y» «)  =  *i  («11  yt»  «•^• 

Wird  2  —  2,  mit  k  bezeichnet,  wo  wir  also  k  •!«• 
von  x,  y,  z  betrachten ,  ergiebt  sich 

26)  a:t=X'-lc.g>{x,y,t),     y^^ 
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Wir  werden  nun  in  der  folgenden  Untersuchung  zeigen,  dtma  die  buh« 
gefundenen  Singularitäten  des  Liniencomplexes  von  der  Wahl  äea  bestiai 
menden  Punktes  unabhängig  sind. 

Aus  der  ersten  Gleichung  24)  ergiebt  sich  durch  partielle  DifiPerentii 

tion  nach  x 

dq> dq)^    da?,       dq>^    dy^      dq>i    dz^ 

dx      dx/  dx      dyi  '  dx       (/c,  '  dx' 

Aus  den  Gleichungen  25)  folgt 

^^  =  14-^^4.      — 
dx         "^    dx'^^dx' 

dx         dx  dx 

dz^      dk 
dx      dx' 

Diese  Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung  einführend ,  kommt 

dx      dx^         \dx' dx,      dy  '  dyj^  dxV^  dx,^' dy,^  dzj' 
In  genau  gleicher  Weise  folgt 

dy       dy,'^    \dy  '  dx^'^dy  '  dyj'^  dyV'  du,'^^' dy^  '^dzj' 
^^^../^     ^.Hf     dyA   .   dkr      dq>,  dg),       dyA 

dz      dz^  \dz  '  dx,"^  dz'  dyJ'^dzV'  dx,^^  dy,'^  dzj' 

Die  erste  dieser  Gleichungen  mit  9,  die  zweite  mit  if;  multiplicireod 
und  dann  alle  drei  addirend ,  folgt  mit  Berücksichtigung  der  Gleich- 
ungen 24) 

V,lx^^dy^^d:/\  dxj         dtj^V  dx   '   ^  dy^  dz) 

(      ''<f<,f''P,<l<P,\{,,      die         dk      dk\ 

In  entsprechender  Weise  ergeben  sich  aus  der  zweiten  der  Gleich 
nngcn  24)  die  Beziehungen 


d\lf  d'^lf^ 
fix  ..'/.r, 
d^^(l^ 


fdcp    d'i\j^       d^y    dt\}\      dk(      d^f,        ,    ^^i    ,  ^'^t\ 

/d(p     dil;^       dxl>     dilfA       dk/       d'tp^  </,/;,       f/x^iA 

^KTy'dJ+TyJyJ'^dJjK'^^dJ,'^'^'^-^^ 
dip  _dn^^  /d(p     dn^^       d^j    dtpA       dkf      f^n^i   .    ,    dtp        dil'Ä 

Tz  -77,  '^^VcFz  •  dx\  '^T:   •  dyj^d~z  V'  d7,'^'^'d^+  djj' 

Ans  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wieder  die  erste  mit  9,  die  zweite  mi' 
T|^  multiplicirend  und  hierauf  addirend : 

Vdx^^dij^  dzj\  dyj  dx,Vdx^^dy^d:J 

\^'  dx,  ^       dy,  ^  dzj\   ^^  dx^^  dy^  dzj 
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Die  Division  der  Gleichungen  26)  und  27)  liefert 

d'ü)         d'ü}  .  dt/; 

^'  dx^^^^  dy^  '^  dz,        ^  dx'^'^  dy'^Tz 


'''  iix,  ■*■  ^^  dy,  ■*"  rfz,"        /",  __  ^  ^  \      ^  l?i     "^  c^^      "^  c?y       </g 

\  dxJ  dVi  '     d(p  ^       'dq>      dq> 

^ dx^^ dy  ^  dz 
Setzen  wir 

d'^  d'^      d'^  dt/;,  dt/;,       dt/;, 

afl?         iiy       dz  dxi  dy,        dz, 


—  3C,  -r  j  -T  — X,, 


^  dx^^dy^  dz  ^'dx^^'dy,  ^  dz^ 

so  ergiebt  sich  die  allgemeine  Beziehung 


A  dx,/         dy. 


Soll   X|  =  X   werden ,    so   findet  sich  als   Bedingung   für  die  Punkte 

'  dyt  Ada-,      dyj    '       dar, 

Diese  Gleichung  fällt  jedoch  mit  jener,  durch  welche  sich  nach  der 
Transformation  des  Complexes  die  singulären  Strahlen  bestimmen,  zusam- 
men; vir  bezeichnen  daher  die  linke  Seite  in'  29)  mit  ^,.  Hätten  wir 
9i  (^iv^n^i)  ^^^  'Pi  (^if  ^n  ^i)  zunächst  als  gegeben  und  nun  durch  eine 
Transformation  in  qp  {x^y^  z)  und  t/;  {x^  y,  z)  übergeführt  betrachtet,  so  hätte 
sieb  als  Bedingung  für  diejenigen  Punkte  x,  y,  z,  für  welche  x,  =  x  wird, 
ergeben  J  =  0,   Hieraus  folgt  der  Satz: 

Bei  einer  Transformation  des  Complexes  entspro- 
chen sich  die  Flächen  J  =  0  und  -^,=0  derart,  dass  ein 
Strahl,  bestimmt  durch  einen  Punkt  auf  ^,  sich  nach 
der  Transformation  durch  den  Schnittpunkt  dieses 
Strahles  mit  J,  bestimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung,  welche  x  für  die  singulare  Ebene 
besass ,  folgt  weiter : 

Die  singulären  Strahlen  und  Ebenen  sind  unabhän- 
gig von  einer  Transformation  des  Complexes.  Daher 
ist  auch  die  Fläche  der  singulären  Punkte  und  Ebenen 
anabhängig  von  der  Transformation. 
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Au8  den  Gleichungen  20)  und  27)  folgt,  dass  diejenigen  singulSren 
Strahlen,  welche  Doppeltangenten  an  der  Fläche  der  singnlfiren  Punkte 
bilden,  für  welche  also 

nach  der  Transformation  die  entsprechenden  Bedingungen  fär  <pi   und  tp, 
erfüllen. 

Die  Beziehung,  welche  Gleichung  28)  zwischen  x  und  Xj  aufstellt,  lässt 
sich  in  folgender  Weise  umwandeln.    Aus  28)  folgt 

;,l^i,^_;t^  =  x,-x  +  ;tj^^x-it^^x.x. 


Es  ist  identisch 


dq>^  rft^i  d(pi     ^         dipi 

k  -—'  Xj*  —  A:  -— *  x^  =  Ar  —— '  Xj*  —  Ar  — -*  Xj. 


Die  Addition  dieser  Gleichungen  ergiebt 

L</yi    ^       \rfj;i      (/yi/    ^      ^04 J  '\  dy^    ^        dyj 

oder 

30)  ,.^.=  (x.-»)(l+*g«x.-A:g^). 

Diese  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  wir  von  a:,  y,  z  ausgehen.    Nehmen  wir 

9^1  (^r  ^1»  ^1)  ""*^  ''^i  (^^'1»  yv  *i)  ^'^  zuerst  gegeben  an  und  suchen  die  ent- 
sprechonde  Formel  für  die  Punkte  .r,  y,  z,  so  tritt  an  Stelle  von  k  — k  und 
wir  erhalten 

31)  A^^C,^_,)(l~/.^.  +  A'^Y 

'  \  dy  dyj 

Die  Division  der  Gleichungen  30)  und  31)  giebt  für  die  Transformation 
von  z/  die  Formel 


32) 


dy  dy  dy^  dy^ 


XV. 

ITeber  die  Erzengnng  der  Curven  dritter  Classe 

und  vierter  Ordnung. 

Von 

Wilhelm  Fbahm 

in  Leipzig. 
(Hierzn  Taf.  IV,  Fig.  6-0.) 


§1. 

Die  Theorie  der  Cnrven  dritter  Classe  nnd  vierter  Ordnung  hat  za 
▼•rschtedenen  Malen  die  Aafmerksamkeit  hervorragender  Mathematiker  auf 
[  nch  gesogen. 

Nachdem  der  herühmte  Steiner*  (1856)  in  seiner  kurzen  Weise  eine 
grosse  Anzahl  der  merkwürdigsten  Theoreme  tlher  eine  specielle ,  hierher 
;  gehörende  Corve  mitgetheilt  hatte,   heschftftigte  in  dem  folgenden  Jahre 
Herr  Sehröter**  sich  mit  dem  Gegenstände  und  lehrte  die  allgemeine 
Ersengnngsweise  der  Cnrven  dritter  Classe  und  vierter  Ordnung  als  En- 
veloppe  derVerhinduDgslinien  entsprechender  Punkte  projectivischer  Punkt- 
rohen  kennen,  von  denen  die  eine  auf  einer  Geraden,  die  zweite  auf  einem 
Kegelschnitte  liegt.    Im  Jahre  1865  leitete  dann  Herr  Cremona  **'*',  eben- 
fslls  anf  rein  geometrischem  Wege,  alle  von  Steiner  ohne  Beweis  an- 
gegebenen Eigenschaften  aus  der  von  Hesse,  Cayley  und  ihm  selbstf 
begründeten  allgemeinen  Theorie  der  Curven  dritten  Grades  ab. 

Jene  inhaltsreiche  Abhandlung  ist  mit  einer  Bemerkung  des  verewig- 
ten Clebsch  versehen,  worin  Letzterer  die  Coordinaten  der  Tangenten 


•  Borchardt,  Jonrn.,  Bd.  53  8.233. 
^  Ebend.,  Bd.  54  S.  32. 
•♦♦  Ebeod.,  Bd.  64  8.  101.    Cremona,  Sitr  Vhypocycloide  ä  trois  rebroussemenis. 
f  Cremoma^  Introduzione  ad  una  ieoria  geometrica  dclie  vurucpUme;  deutsch  von 
Karlse. 
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und  Funkte  der  Carve  als  Fiinciiont^ii  eines  PnriimeteTs  darstellt  i 
nicht  nur  den  Weg  gezeigt  liat,  nur  annlytiscliero  Wege  die  bis  <ltihiD 
kanntPo  Eigenschaflen  dieser  Curven  abzuleiten,  sondern  ungleich  «och 
t^xtatenz  einer  von  Steiner  nicht  bemerkten  Classe  von  Tangei 
gonen  nachweist.  Diese  Bemerkung  gab  depo  auch  bald  Herrn 
feldt*  Gelegenheit  au  einer  analylisclien  Abhandlung  über  riet 
stand,  nerin  die  St  einer'sclie  Art  der  Generation,  jedoch  in  vemllgon 
nerter  Form  zu  Grunde  gelegt  wird. 

Herr  Siebeck**  gab  läOtt  eine  neue  Methode,  die  in  Frage  stekeni 
Cnrven  dnrch  Punkte  zu  construiren ,  welche  im  Folgenden  besteht:  IM 
denke  sich  einem  Dreiecke  zwei  Kegelschnitte  nmgeschrieben  un«!  si| 
dnrch  deren  vierten  Schnittpunkt  gerade  Linien,  welche  jeden  derben 
Kegelschnitte  noch  einmal  schneiden  werden.  Zieht  man  jetst  in  d!« 
Schnittpunkten  die  beiden  Tangenten,  bo  liegen  deren  Schnittpunkte  ■ 
auf  einer  Cnrvo  dritter  Clusse  und  vierter  Ordnung,  welche  in  den  Bd 
dos  Fundamentnldrciecks  drei  Klickkehrpunkte  besilEl.  Hierbei  benui 
Siebeck  eine  merkwürdige  Reihe  von  Kegelschnitten  und  legt  auf  g 
metrischem  Wege  deren  Kigetischaften  dar,  Ks  ist  ein  weseullicber  Zw 
der  vorliegenden  Arbeit,  Siebeck'e  Methode  analytisch  za  hegriiad 
wobei  gleichzeitig  einige  Kiffenschaflen  jener  lieihe  von  Kegel  sc  hniUe^ 
Bezug  auf  die  sugehSrigen  Systeme  harmonischer  Pule  oder  sicli  t 
conJQgirtet  Dreiecke  gefanden  werden. 

§2. 
Die  wesentlichsten  und  Grnudeigenscheften  der  Curveo  dritter  Cla 
und  vierter  Ordnung  kann  man  wie  folgt,  zusammenfassen:  WonR  i 
Netz  von  Kegekchnillen  gegeben  ist,  so  ist  die  zugehörige  Hease'M 
Curve  (Ort  der  D<ip[iel|)unkte  der  Ooradcnpaare  des  Nelzes,  oder  i 
Paare  von  Polen,  welche  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Netxes  C( 
jugirt  sind)  von  der  dritlen  Ordnung  und  die  zugehörige  Cnyley'ni 
Curve  von  der  dritlen  Classe  (Enveloppo  der  Verbindungslinien  conju^M 
Punkte  der  Curve  von  Hesse).  Besteht  aber  das  Netz  im  Uesondem  i 
Kegelschnitten,  welohe  auf  einer  festen  Geraden  (u)  eine  doppelte  1 
rfihrung  haben,  so  werden  die  Berührungspunkte  auf  jener  Gereden  e 
Involution  von  Punktepnaren  bilden,  und  die  Uesse'ache  Curve  terfalU 
die  Gorade  a  und  einen  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  DoppelfiDi 
jener  Involution  hindurchgeht.  Die  Tangentenpaare  der  KegcUchnilta 
den  Berührungspunkten  sind  conjugirte  Taugenten  der  Cayle 
Curve,  welche  von  der  vierten  Ordnung  ist  nnd  die  Gerade  a  cur 
taugente  bat.    Weiler  zeigen  also  die  PI  iick  et'schen  Formeln,  den 

c  tlamiK  limyenti  duplici  praeditM.  i 
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tere  Curve  aosBer  drei  Rückkelirtangenten  weitere  Singularitäten  nicht 
aufweist.  Jene  drei  Rückkelirtangenten  aber  schneiden  sich  in  demselben 
Pnnkte»  Pol  der  Doppeltangente  a  in  Bezng  auf  den  Hesse 'sehen  Kegel- 
•elinitt. 

§3. 

Es    mögen  znnächst  die   wichtigsten   Erzeugungsweisen   d.cr  Curven 
dritter  Classe  und  vierter  Ordnung  kurz  zusammengestellt  werden. 

L    Constraotionen  mittels  Tangenten. 

1.  Steiners,  von  Guessfeldt  im  Sinne  der  projectivischen  Gco> 
metrie  verallgemeinerte  Methode. 

2.  Wenn  eine  Gerade  und  ein  Kegelschnitt,  sowie  auf  ersterer  ein 

Ponkt  /),  auf  letzterem  ein  Punkt  p  gegeben  sind ,  so  sind  die  Doppelpaaro 

der  dorch  die  zwei  Paare     ,      ^   ,       .  ,       ^   , 

Xp^  Xp    und  Xccy  Xa 

bestimmten  Involution  conjugirte  Tangenten  einer  Curve  dritter  Classe  und 
vierter  Ordnung  (Steiner).  Hierbei  ist  il  ein  beweglicher  Punkt  des  Ke- 
Kelsciliiittes  und  a,  a  sind  die  Schnittpunkte  der  festen  Geraden  mit  dem- 
selben. 

3.  Betrachtet  man  die  Reihe  von  Kegelschnitten ,  welche  einem  Drei- 
eck eingeschrieben  sind  und  durch  einen  festen  Punkt  il  gehen,  nimmt  die 
Pole    einer  festen  Geraden  a  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  der  Reihe, 
verbindet  sie  ^nrch  gerade  Linien  mit  dem  Punkte  a  und  zieht  die  Tangen- 
ten an  die  Kegelschnitte  in  den  zweiten  Schnittpunkten  mit  jenen  Verbin- 
dnngslinieu ,  so  umhüllen  diese  Tangenten  eine  Curve  dritter  Classe  und 
vierter  Ordnung,   welche  a  zur  Doppeltangente  hat.     (Von  SchlKfli  an 
ftteiner  mitgetheilt.) 

n.    Constmctionen  durch  Funkte. 

4.  Der  Ort  der  Pole  der  Tangenten  eines  einem  Dreieck  umgeschrie- 
kaen  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  ersteres  ist  eine  Curve  dritter  Classe 
ttd  vierter  Ordnung,  welche  in  den  Ecken  des  Dreiecks  Kückkehr- 
r«Bktehat. 

5.  Siebe ck*8  Erzeugungsweise. 

6.  Man    kann  noch  folgende  Methode  hinzufügen,    welche,    wie  es 

Ml»int,  noch  nicht  beachtet  worden  ist.    Gegeben  ein  Dreieck  ^^6' und 

i>pad  ein  demselben  umgeschriebener  Kegelschnitt,   man  ziehe  beliebig 

^le Tangenten  desselben,  welche  die  Seite  ^C  in  q^  /...  schneiden.  Zieht 

■10  dann  aus  ji  einen  Strahl  ^,  welcher  zu  Aq  harmonisch  conjugirt  ist  in 

Besng  auf  das  Paar  AB^  AC  und  welcher  die  Tangente  in  r  schneidet,  so 

/«gen  alle  Punkte  r,  r*...  auf  einer  Curve  dritter  Classe  und  vierter  Ord- 

ooDg,  welche  in  den  Ecken  des  Dreiecks  Kückkehrpunkte  besitzt.     Man 

erhillt  IG,  indem  man  A  mit  B  und  C  vertauscht,  mit  Hilfe  desselben  Drei* 


ecka  und  desselben  KegelsclmilteK  drei  verschiedene  Carvon  tiiid  erlcftni 
ieiclit  hierin  eine  Verallgemeineroog  der  Conatvnctitin  von  Fnsspuoktcnt 
veti,  wie  denn  in  der  Tliat  die  specielle  Siebeck'scho  Cnrve  »Is  Fna 
piinktcurve  dea  Kreises  für  einen  auf  der  Peripherie  liegeaden  Pol  crechcio 
Von  allen  diesen  Conslrnclionen  knnn  nur  die  erste  allein  (wenn  näa 
liuh  von  den  Hilfskegelschnitten  nur  einzelne  l'nnkte  gegeben  sind)  i 
Hilfe  der  geraden  Linie  ausgeführt  werden.  Sind  indess  anter  4)  nod 
einmal  fünf  Tangenten  des  Hilfskegelschuitles  gefunden,  so  können  all 
übrigen  und  somit  beliebig  viele  Punkte  der  in  Frnge  stehenden  Cnri; 
durch  lineare  Constriiction  gefunden  werden. 

Es  ist  interessant,  dass  es  genügt,  die  Eigenschaften  einer  speciello 
Curve  driUer  Cliisae  und  vierter  Ordnung  {welche  von  jetzt  an  immer  a] 
eine  C,  kurz  bezeichnet  werden  möge),  z.  B.  der  Stoiner'scheo,  zu  kea 
nen,  um  daraus  Gnfort  die  Eigenschaften  einer  allgemeinen  C^  abznieilci 
In  der  That,  conjugirte  Tangenten  der  Steinor'schen  Ciirve  sclineid4 
sich  unter  rechtem  Winkel  nnd  ihre  Schnittpunkte  liegen  Ruf  einen  Krebi 
Dies  ist:  Ihre  conjngittcn  Tangenten  bcstimtnen  auf  der  unendlich  femtl 
Geraden  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  imaginären  Kreispnnkt 
sind,  und  schneiden  sich  auf  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  jett 
Punkte  hindurchgeht.  Hieraus  äicssen  alle  anderen  EigenscbnFlen  d« 
Steiner'schen  Curvc.  In  derselben  Weise  bestimmen  cot^ngirte  T«nge| 
ton  einer  allgemeinen  C,  auf  der  Dopeltaugeute  eine  Involution,  deren  D 
pelpunkte  die  Bcrtihrungspunkte  sind,  und  durchschneiden  sieb  anf  ein 
Kegelschnitte,  welcher  durch  jene  Punkte  hindurchgeht,  woilurcli  t 
alle  Eigenschaften  einer  C,  bedingt  sind.  Man  sieht,  wenigstens  jeder  rei 
projectivischen  Eigenschaft  der  Steiner'schcn  Curve  muss  eine  andei 
einer  «Ugeraeinen  C,  entsprechen.  Nun  erlauben  aber  die  von  den  Herrn 
Cayley*  und  F.  Klein**  gegebenen  Theorien,  metrische  Besichangad 
anf  projectivische  znrtickzuflihren,  wodurch  die  obige  Bchanptung  ger«cktr 
fertigt  ist.  Hierbei  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  der  von  Cayley  so 
genannte  „absoluto  Kegelschnitt"  in  unserem  Falle  in  ein  Pnnktepu 
(nämlich  das  Paar  der  Berührungspunkte  der  Doppcllangeote)  ansg 
ist,  daher  die  „Entfeniung"  «weier  Punkte  nach  jeuer  Geometrie  ei« 
algebraische  Function  wird,  wogegen  der  ..Winkel"  zweier  Geraden  n^^ 
Cayley  durch  einen  Arccoi,  nach  Klein  durch  einen  Logaritbmii*  s 

■  Fhihiophical  Irmtaclions,  Fol.  H9p.6l— M;  Mr.  A.  Cayliy'  t  ^rAmrt-^ 
opon  guttutlct.  ^ 

**  F.  Klein,  Ueber  uicliteiiklidische  Ocnmetrie,  Mittli.  Annalen  Rd.  IVS>  j 
Kin  nei>ptcl  für  rl!e  Anwendung  fltidr>[  »ich:  A.  Cn>U  v.  M.'.lli.  Annnt.  lld.VS.  4 
O«  täe  loa  Xuelli/iau  ßfimtetry. 
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-  ^\ 


messen  wird.  Der  auf  StreckeD  sich  bezieheiidon  Kl oiu* scheu  Constantcn 
üt  demnach  ein  unendlich  grosser  Werth  zu  ertheilen  und  Strecken  und 
Winkel  sind  nicht  mehr  vergleichbar. 

§5. 

Um  ein  gegebenes  Dreieck  ABC  denken  wir  uns  zwei  Kegelschnitte 
beschrieben,  welche  wir  mit  (a)  und  (b)  bezeichnen  wollen  (Taf.  IV  Fig.  0). 
Diese  Kegelschnitte  schneiden  sich  dann  in  einem  vierten  Punkte  ex,  wel> 
eher  stets  reell  ist,  wenn  ABC  als  reell  vorausgesetzt  wird.  Zieht  man  dann 
linrch  a  Sehnen,  welche  die  Kegelschnitte  (a)  und  (6)  beziehungsweise  in  y 
and  z  zam  zweiten  Male  schneiden,  so  wird  verlangt,  den  Ort  der  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  an  (a)  und  (b)  in  y  und  z  anzugeben.  Zu  diesem 
Zwecke  nehmen  wir  ABC  als  Coordiuateudreieck  für  ein  homogenes  Co- 
ordinatensystem  an,  da,  wie  sich  zeigen  wird,  durch  diese  specielle  Annahme 
die  Symmetrie  der  Gleichungen  nicht  gestört  wird.  Sind  dann  (Zj,  rr,,  a^] 
6|,  6^«  ^s  constante  Grössen,  so  kann  man  die  Gleichungen  der  Kegelschnitte 
(a)  and  {b)  so  schreiben : 

1)  _L  +  _L+_L=o. 

-i-4-  — 4-—    — 

wo  X|,  Xf^  X,  die  Coordinaten  eines  Punktes  x  auf  dem  betreffenden  Kegel- 
schnitte sind.  Für  p,  q  als  zwei  Funkte  des  ersten  Kegelschnittes  ist  die 
Gleichung  der  sie  verbindenden  Sehne 

da  ihr  Genüge  geschieht,  sowohl  wenn  man  die.  ^  gleich  den/i,  als  auch 
gleich  den  q  setzt.  Hiernach  sind  die  Gleichungen  der  Sehneu ,  welche  a 
mit  y  und  z  verbinden : 

|x  y    «ittiyi      «fffty«      «8  «8^8         * 

-  -'^-'-    +     ^«     +  —'.-  =  0. 

6,0f,  Zj  ÄtÄa^t  ^3^8  2^8 

Dt  aber  y  und  z  mit  a  auf  derselben  Geraden  liegen  sollen,  so  können  diese 
Msa  Gleichungen  nur  um  einen  Factor  q  verschieden  sein,  also 

«1^1  ^«t*      ««y»  ^2^2*      «8^8         ^^8* 

Die  Gleichungen  der  Tangenten  an  (a)  und  (b)  in  a  sind 

.     "'.  +  ---.+  -^«-0, 

i)  1      «1«!  "»«f  «J«» 


Debet  die  EncDgung  eia. 


Sm  nui,  wenn  men  an  der  sweiten  der  Gleichn^en  S)  die  mit  e 
nnbeatipMlea  Feetor  i  anltiplieirte  erste  biucasdcJirt,  eine  Gloicliuog  et- 
helten  vndBD,  welche  von  der  »rsteii  der  Olcicbnngen  3}  nur  uld  cioeB 
Fector  ^efcireioben  kann,  indem  dio  GeiRde  ay  dtircli  dea  Sclinit([mnkt  a 
der  beideii  Tengejiteti  in  5)  geeogen  ist.  Die  CoefScicDtenvergleieliDiig 
ergiebt  deher 

weiter  sind  die  OlekhniigeD  der  Tnagenten  an  (d)  und  (6)  in  jf  und  x 


•) 


».«." 


+i^.+,: 


>b) 


Hh  Hüft  im  OMdiragMi  4)  nnd  &ft)  goheo  diese  Gleichungen  Dber  la 

-^  (-  + »W + r^T!  (••  +  "■>'+ rA-< ''■•  +  "•>' = 

«(  «i  *t  «I  <%^  "i  «»  *i 

nnd  wenn  men  eetet 

7)  J,  =  o,b,  —  a,h,,     J,  =  a,ft,  —  B,6„     ^,  =  d,^  —  «,*,, 

■o  ist 

7«)  — :-:— =  a,6,/<,  :  n,6,  ^, :  fl,6,  J,. 

a,    Dt    a, 

Demnacli  findet  man  ans  6b) 


oder  mit  Hilfe  eiues  Factors  fi 


V^. 


und  die  £limiaation  von  X,  fi  ergtebt 

welches  die  Gleichung  des  gesnchten  Ortes  in  Ptmktcoordinaten  dereteltt. 


Denken  wir  nns  durch  irgend  zwei  der  oben  betrachteten  Punkte  y,  z 
nnd  durch   die  drei  Ecken  des  Coordtnatendreieck*  einen  Kegelschnitt 
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gelegt,  und  fübren  diese  Operation  für  alle  möglichen  Punkte  y,  z  aus,  so 
findet  eich  die  von  Sieb  eck  betrachtete  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche 
wir  immer  als  Schaar  2^  bezeichnen  werden. 

Weiter  nnten  werden  wir  die  allgemeine  Gleichung  dieser  Schaar 
geben  nnd  beweisen  zunächst  zwei  Eigenschaften  derselben.  Offenbar  ist 
die  Gleichung  irgend  eines  Kegelschnittes  5,  welcher  in  derselben  ent- 
belten  ist: 


1 

1 

1 

a^i 

a^t 

^t 

1 

1 

1 

yi 

y% 

y% 

1 

1 

1 

=  0, 


welche  mit  Hilfe  der  Oleichangen  4)  Übergeht  in 


T ~ 1 :: —  =0, 


x^ 


Xs 


X, 


^o  yi  9  yt>  y»  clo'  Gleichung  genügen 


+  -T-+   — -  =  0. 


«1^1         02^2         «8^8 

Für  irgend  einen  andern  Kegelschnitt  S'  der  Schaar  £  ist  ebenso 

^i^jyii  ^t^tVi^  Os^aPs      ^ 
— 1 1 =0, 


13) 


«j^i       «ay«       «8^3 

Führen  wir  jetzt  mit  den  Kegelschnitten  S  nnd  S'  die  im  vorigen  Para- 
graphen beschriebene  Operation  aus,  so  erhält  man  hier  ebenso  für  den 
Ort  der  Schnittpunkte  der  erwähnten  Tangenten 


/^-/^ 


+ 


Xs 


=  0, 


^/,  :  ^/', :  z/g  = ——  (  - — ? r ) :  etc. , 

=  a,  zf,  ( r r  ) :  etc. : 

\y2y8    y^yJ 

aber  aus  12)  und  der  zweiten  Gleichung  13)  folgt 


demnach 


1111  1 

- 1  ^^  •  ^~~  —  — 7~ "~~       7~  •  eic.  > 

«1   «8   «8    yty8    y^y* 


oder  die  so  erhaltene  Curve  ist  identisch  mit  der  im  vorigen  Paragraphen 
gefandenen. 

Die  Gleichung  der  Enveloppe  der  Schaar  2  findet  man,  wenn  man  die 
Function 


370  lieber  die  Ersengmig  ete. 

«_^.^.«^.+-^.    /^^^    M 

Xi  a:,  a?,  \a,f,      i^fi     a^p^ 

nach  yi,  y,,  y,  differentiirt  and  dann 

^^      ^        «^      -. 

»yi  8y, 

iietxt.    Die  hieraus  bestimmten  Werthe  setat  man  in  11)  oder  IS)  ein  aal  \ 
findet  80  —  —  — 

also  wieder  die  Oleichnng  10). 

Das  bis  jetst  Gefundene  kann  man  als  Lehrsata  folgendermaaaea  ans« 
sprechen : 

Greift  man  ans  der  Schaar  Z  awei  beliebige  Kegelaehiutte  8 
und  S  herans,  zieht  dnreh  ihren  vierten  Darehaehnittsponkt  eine 
Sehne  nnd  in  den  Schnittpunkten  dieser  Sehne  mit  den  Kegelschnit- 
ten 5,  S'  Tangenten  an  dieselben ,  so  ist  der  Ort  der  Sehnittponkle 
dieser  Tangenten  immer  eine  und  dieselbe  Corre,  welche  asek 
augleich  die  Enveloppe  der  Sehaar  £  ist 

§7. 

Jedem  Punkte  der  Ebene  entspricht  eine  Gerade ,  jeder  Geraden  ein 
Punkt  (Pol  und  Polare)  in  Bezug  auf  ein  Dreieck  ABC,  Berührt  die  Polare 
den  Kegelschnitt  ^        a        a 

^i         d3%         d3% 

—  +  ^+—  =  0, 

X\         Xf        Xf 

welchen  wir  immer  mit  Sieb  eck  als  Kegelschnitt  ß  kurz  bezeichnen  wol- 
len, so  liegt  der  Pol  auf  der  durch  Gleichung  10)  definirten  Curve,  welche 

eine  C,  gcuannt  werde.   Wenn  man  jetzt  die  Werthe  von  — ,  — ,  —  aus  5  a) 

Ut    Vt    yi 

in  11)  einsetzt,  so  erhält  man  mit  Hilfe  von  7a)  die  Gleichung  irgend  eines 
Kegelschnittes  der  Schaar  Z  in  der  Form 

1  1  1  __ 

^^)  ~x,{a\  +  kb,y  ^(a,  +  X b,)  "^ i; («;+  A67)  ~ ^* 

Betrachtet  man  nun  irgend  einen  dem  Dreieck  ABC  umgeschriebeneu 
Kegelschnitt 

+A-+A-=o, 


und  in  den  Ecken  von  ABC  die  Tangenten  an  demselben,  so  schneiden  diese 
die  Seiten,  welche  ihnen  gegenüber  liegen,  in  drei  Punkten  auf  einer  Ge 
raden ,  deren  Gleichung  ist 

Diese  wird  für  den  Kegelschnitt  14) 

15)  a,  Xx  +  ö, ar,  +  a,  j?,  +  A  (^t  -^'i  +  ''t ^t  +  ^i^«)  =  ö. 
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•• ' .    -_'  ^ 


Eine   Gerade,  welche  für  alle  Werthe  von  A  durch  einen  Punkt  P  geht, 
dessen  Coordinaten  sind 

CTj  :a?2  :^8  =  zfi :  i^t '  ^s* 

Hierdurch  erhalten,  wie  man  leicht  sieht,  auch  die  Grössen  a,  6,  i,  zf 
ihre  geometrische  Deutung. 

Jedem  um  ABC  beschriebenen  Kegelschnitte  entspricht  in  Bezug  auf 
dasselbe  ein  Pol ,  welcher  der  gemeinschaftliche  Schnittpunkt  aller  Polaren 
ist«  deren  Pole  sich  auf  dem  Kegelschnitte  bewegen.  Der  Ort  jener  erst- 
genannten Pole  für  die  Kegelschnitte  der  Schaar  E  ist  der  Kegelschnitt  6, 
denn  die  Coordinaten  des  Poles  jenes  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  ABC  sind 

•cj     »Cf     X^ 

woraus 

— H — '-{ — ?  =  e=o. 
*^i     *^t     *^i 

Die  vierten  Schnittpunkte  irgend  dreier  der  Kegelschnitte  der  Schaar 
JS,  welchen  die  Werthe  A,  A',  A"  des  Parameters  entsprechen,  liegen  auf  einer 
Geraden;  denn  die  Bedingung  hierfür  ist  nur  um  einen  Factor  von  der  De- 
terminante 

a,+A6,,     flt  +  A6j,      öj  +  Aft, 

a^+X'bt,     a,  +  A'6,,     a^  +  l' b^ 

«t  +  ^"  fft  I      «t  +  ^"  ^2  ,      «3  +  ^"  ^J 

▼erschieden,  wfflche  identisch  verschwindet. 


§8. 

Die  Schaar  2!  zeichnet  sich  noch  durch  mehrere  andere  merkwürdige 
Eigenschaften  aus.  Sei  z.  B.  a  der. vierte  Schnittpunkt  der  beiden  zuerst 
betrachteten  Kegelschnitte  (a)  und  (6).  Verbindet  man  a  mit  Ay  B^  C^  vor- 
lliigert  uAy  uBy  ttC  genügend,  bis  sie  die  Seiten  des  Dreiecks  in  a^b^c 
treffen,  so  xsi  abc  das  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  (a)  und  (b)  sich  selbst 
eonjogirte  Dreieck,  da,  wie  man  leicht  sieht,  jede  Ecke  der  Pol  der  gegen- 
fiberliegenden  Seite  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte  ist.  Die  Gleichungen 
seiner  Seiten  findet  man  leicht: 

y,  =  —  (/,  a:,  +  ^,0:,  +  d^x^  rr-r  o, 

y,=      rfjir,  —  (/,a;,  +  c/8a;,r-0, 


16) 
bieraos : 


16  a) 


2ar.  =5 


_yt±yz 

dt 


^  ^j L 

_y3+yi 


etc., 


2a:«  = 


2  a:, 


yi+!/s 


Seist   man   diese  Werthe  in  1)  und  2)  ein^   so  gehen  jene  Gleichungen 
Aber  in 


372  Ueber  die  Erzengnog  etc. 

Gauz  io  derselben  Weise  erbält  man  für  die  Seiten  des  Dreiecks,  wel- 
ches sieb  selbst  coujugirt  ist  in  Bezug  anf  die  Kegelschnitte  1)  und  14) 

0  =  —  a,*-^,  Xi  +  a^^^  x^  +  a,*zf,a:,  +  A  (--  «,  hy  A^  a:, 

—  a,6,.i,a:,  +  Äg6g^,ar,), 

+  a,  6,  ^t  ^1  —  «8  ^»  ^8  ^»)« 
Die  Seiten  gehen  demnach  durch  feste  Ponkte,  und  zwar: 

begeht  darch  den  Punkt  x^\x^\x^'= :      — :      — , 

«1        ^%        ö» 

_       1  1  1 

ca     ,,         „       ,,         „      x^^x^xx^ —      — -: :      — , 

fli         ö,         a, 

<iO     ,,         ,,  ■     „         „      Xx\x^\X^ —      — -:      -- :  . 

a,        fl,        ö. 

Bestimmt  man  genau  ebenso  die  Gleichungen  der  Seiten  der  sich  selbst 
conjugirten  Dreiecke  in  Bezug  auf  zwei  Kegelschnitte  der  Schaar  ^  denen 
die  Werthe  A,  V  des  Parameters  entsprechen,  so  findet  man,  dass  diese  alle 
von  der  Form  sind 

wo  -df,  /?,  C  lineare  Functionen  von  a^i ,  Xj,  0:3  sind. 

Ist  A  constant,  so  geben  eben,  wie  vorbin,  die  Seiten  von  abc  durch 
feste  Punkte: 

öc  crebt  durch  den  Punkt  o:,  tiToriCa  = ,  ttt  '- 7 — :       , 

^  «, +A'^        a^  +  Hb^         «,  +  A'^/ 

rt,  +  A  Ö,  «2  +  A  6,  <ij  +  A  6, 

,  _        1 1 L 

"  ''        "         "       a:,.,T2.a:3-      ^^^_,.;^^^^-      «,  +  ;t'^2*      «a  +  ^'^V 

Lfisst  mau  aber  jetzt  auch  A'  sieb  ändern,  so  liegen  diese  Punkte  immer  auf 
den  Kegelschnitten  • 

J.       ,       A9      .       Am 

-—+—+—==0, 

Xj  ^2  *^3 

/       A,      Ai      A^ 
10)  {       -1 «  +  _i=:0, 

Ti  X2  X^ 

«V I  »v2  ^^  3 

Bezeichnet  man  die  gerade  Linie  in  15)  als  Zu,  so  werden  wir  das  Fol- 
gcnäe  gefunden  haben: 
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< 

Betrachtet  man  aus  der  Schaar  £  zwei  Kegelscbnitte  Si,  S^s 
80  haben  diese  ein  System  harmonischer  Pole  gemeinsam,  welches 
f&r  jedes  reelle  Dreieck  ABC  reell  ist;  lässt  man  k  sich  ändern ,  so 
gehen  die  Seiten  desselben  einzeln  durch  feste  Punkte,  welche, 
wenn  man  dann  auch  X'  sich  ändern  lässt,  auf  drei  Kegelscbnitten 
sich  bewegen,  die  dem  Dreieck  ABC  umgeschrieben  sind.  Durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  unendlich  viele  Seiten  solcher  selbst 
conjugirter  Dreiecke ,  und  die  den  zugehörigen  Kegelschnitten  Sx , 
Sjf  entsprechenden  Geraden  Li,  Li'  bilden  eine  Involution  von 
Strahlenpaaren.' 

§9. 

Betrachtet  man  ferner  einen  beliebigen  festen  Punkt  p  und  nimmt 
dessen  Polaren  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  der  Schaar  27,  so  findet  man 
als  Gleichung  der  Enveloppe  dieser  Polaren 


r       Pi       r      Pi       r       P3 


md  als  Gleichung  des  Ortes  der  Pole  einer  feston  Geraden  n 


Die  Tangentialgleichung  der  letzteren  Curve  ist 


Demnach : 

Die  Polaren  eines  festen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Schaar  £ 
nmhüllen  einen  dem  Dreieck  ^^C  eingeschriebenen  Kegelschnitt. 
Die  Pole  einer  festen  Geraden  liegen  auf  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung und  sechster  Classe,  welche  in  den  Ecken  des  Dreiecks  Dop- 
pelpunkte besitzt. 

Die  letztere  Curve  ist  die  Polarreciproke  der  Evolute  eines 
Kegelschnittes. 

§  10. 

Wir  haben  oben  in  10)  folgende  Form  für  die  Gleichung  dor  Enveloppe 
der  Schaar  £  gefunden : 

'•"        /?+/?+/$•=»• 

Hierans  ergiebt  sich  sofort  die  Tangentialgleichung 

20)  f/^i"i  +  ^/^  +  J/^3"3  =  ö; 

also  wenn  man  setzt 


•       -i 


874 


r 

üeber  die  Brieagmig  «to. 


"^ 


«^.^^^.^^i^S^  ^^^S^4^^i^^"^^^S#*^^^" 


r^^WW^^'^^^^^^^^^^'^^W^irf^^MN^*  ^^»i^»^^^*^i^i^^^i^>^»^»^l^^^^^r« 


Den  drei  Gleiehnngen 


* 

wird  genügt  durch 


3» 


8», 


IT, 


81 


111 

also  iet  die  Gerade,  deren  Coordineten  sind  -r »  T«  7*  oder,die  Oerad« 


4'  A 


'1       **!       -"8 

Doppeltangente  der  Carve  C,.  Die  Gleichnpgen  8)  ergeben  die  Coordiaatea 
der  Punkte  der  Cnrven  folgend ermassen»  als  Functionen  einea  Parameten  1 
ausgedrückt : 


21a) 


oder  auch 


22) 


Die  Coordinateu  der  im  Punkte  x  berührenden  Taugente  aber  drücken 
sich  80  aus:  . 

Uud  iu  der  Tliat  befriedigen  die  Werthe  21a)  und  23)  identisch  die 
Gleichungen  10  a)  und  20).  Macht  man  die  Gleichungen  23)  dadurch  homo- 
gen, dass  man  setzt 

so  muss  in  den  Rückkehrpunkten  die  Determinante 


f*Wj 

a«w, 

a*«'i 

ai«' 

dld»' 

a*» 

a«wj 

d'w^ 

a*wg 

a*** 

dXd»' 

a«* 

i  a«». 

a»m3 

a««;, 

verschwinden;  wenn  man  daher  immer  voraussetzt,  dass  keine  der  Zahlen 
^  verschwindet: 

24)  («1  +  kb,)  (tfj  +  A65,)  (03  +  A63)  =  0. 
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Es  ergeben  sich  darans  die  Gleicbungen  der  drei  Rückkehrtangenten 

Dies  heisst:  Die  drei  Rückkehrpnnkte  der  Cnrve  C^  liegen  in  den  Ecken 
des  Fandamentoldreiecks  ABC^  und  die  drei  Rückkehrtangenten  schneiden 
sieli  im  Pnnkte  P,  Wir  haben  demnach  alle  Grnndeigenschaften  unserer 
Carve  aus  unseren  Gleichungen  abgeleitet. 

§  11. 
Man 'kann  sich  die  Aufgabe  stellen,  diejenige  lineare  Substitution  zu 
bestimmen,  durch  welche  die  Gleichungen  der  Curve  C^  auf  das  von  den 
Berührungspunkten  der  Doppeltangente  und  dem  Schnittpunkte  der  Rück- 
kehrtangenten gebildete  Dreieck  als  Coordinatendreieck  transformirt  wer- 
den. Nun  ergiebt  sich,  indem  man  die  Gleichung  14a)  rational  macht,  als 
Pnnktgleichung 

oder:  die  Doppeltangente  berührt  die  Curve  in  eben  den  beiden  Punkten, 
wo  letztere  von  dem  Kegelschnitte  S  geschnitten  wird.  Zwei  Ecken  des 
gesuchten  Coordinatendreiecks  sind  daher,  weil  P  der  Pol  der  Doppeltan- 
gente in  Bezug  auf  B  ist,  die  Berührungspunkte  des  von  P  an  6  gezogenen 
Tsngentenpaares,',  und  die  Theorie  der  Kegelschnitte  ergiebt  leicht  als 
Gleichung  jenes  Punktepaares: 

Tj  r,  =  4  (tv^  +  w^  +  w,^  —  w^  W3  —  W3  w^  —  Wy  w^)  =  0 
oder,  indem  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  wirklich  in  Factoren 
terlegt : 

— -|  =  Wl  +  «^^;2+^^^^3, 

Denn  »i  +  «'j+W3=.0  ist  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung  des 
Panktes  P^  und  zur  Abkürzung  ist  gesetzt 

2  '       ^  "^  2~        * 

oder  c,  c'  sind  die  beiden  imaginären  Cubikwnrzeln  der  Einheit.  Aus  den 
drei  Gleicbungejn  27)  erhält  man 

«  ^1  +  ^'ü 


«'s» 
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UebPr  ilii>  CrzfUgiiiig  pIi-. 


wodiircli  dii>  gerunlerte  Trun.sforiiintion  geleistet  i»l 

Woillic  in  21)  ein,  so  golit  letztere  Rloichiing  tibnr  ii 

21»)  r,»  +  r/  +  6  V,  !>,  »3  =  0. 


Din 


§12. 
'cite  '1er  oben  angefllhrteu  Erzi^ugungsaftftti  crgMbt  bei  tin«l| 


lg  einer  r^  in  dor  Form  Itt 


Geber  Bebflndbing  sor»rt  die  'rnngfntialglei 
man  genUgt  derselben ,  indem  man  setzt 

-6r3  =  i»  +  p», 
wenn  —  ein  Faraniclor  ist.    L^s  sind  dies  die  von  Clebscti  gegeboDon  Fo 

mein.  Man  siebt  aucb  leicht,  ijass  Scbrälor's  Methode  in  jener  entbulu 
ist;  denn  denkt  man  sich  die  zweiten  Ünrchscbaitte  y,  y  ...  einer  der  6i 
raden  des  Uopjielpaarcs  mit  jrgend  einem  Punkte  X  des  KegeUcbniltes  ▼« 
bunden,  so  bat  man  ein  Strableubüschel ,  welches  offenbar  projcciivisch  i 
mit  der  Punktreihe  :,  :  ...,  welche  jene  Gerade  bei  ihrer  Bewegnng  nnf  di 
festen  Geraden  beslimmt.  Eine  Curve  C^  wird  alao  nmbiilll  dnrch  die  Vo 
biudnngslinien  projeetivischer  Punkticihen  auf  einer  Geraden  und  anreiaei 
Kegelschnitte;  erstere  aber  ist  eine  Doppetlaugcule  der  Enveloppe. 


Es  Bei  eine  Reihe  von  Kegelschnitten  gegeben,  welnho  einem  Dreiet 
oingeHcb rieben  sind  and  ausserdem  einen  festen  Paukt  enthalten.  Di 
Gleichung  dieser  Kegelschnitte  in  TangentialcoordinaCen  ist  von  der  For 


I) 


^+?+?" 


oicben 


Soll  dieser  Kegelschnitt  durch  den  festen  Pankta  («!.«(,%)  bindnrol 
gehen,  in  muss  matt  zwischen  den  Constanten  x,  «r  folgende  Gleiclmi 
haben : 

Letzterer  genügt  man,  bei  richtiger  Bestimmung  der  Voi 
Quadratwurzeln  ,  indem  man  setzt 

«1  °i = /'l^  *i  «* = Pt^  «s^a = p*' 

wenn  man  die  sonst  willkürlichen  Grössen  p  ao  bestimmt ,  dass 
wild.    Hierdurch  geht  die  Gleichung  l)  ßber  in 
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stellen  die  Frage:  Wenn  man  in  Bezug  auf  die  so  eben  beschrie- 
beneu  Kegelschnitte  den  Pol  einer  festen  Geraden  (a)  nimmt,  denselben 
durch  eine  Gerade  mit  a  verbindet  und  an  den  zweiten  Sc^nittpankten  die- 
ser Verbindungslinien  mit  den  Kegelschnitten  Tangenten  zieht,  welche 
Oarve  wird  von  diesen  Tangenten  umhüllt  werden? 

Offenbar  mnss  jede  dieser  Tangenten  nach  den  Sätzen  über  Pol  und 
Polare  durch  den  Schnittpunkt  der  entsprechenden  Tangente  in  a  mit  der 
festen  Geraden  a  (a^,  a^,  a,)  gehen;  daher  sind  ihre  Coordinaten  von  der 
Form 

«1  »2  «3 

WO  S  ein  nllber  zu  bestimmender  Factor  ist.    Indem  man  diese  Werthe  in 
4)  einsetzt,  wird  eine  Wurzel  6=0  und  für  die  andere  findet  man 


^^^^^3(4+4 + Ä) 


6j        6j        63 

Setzt  man  jetzt  -7-  =  ^1 ,  —7 —  =  Vi ,  so  findet  sich : 

bi  bi 

Vi  =  92{92--9i){Qi  —  g9). 
«^3  =  ^3  (^3-^1)  (^3- ^2)1 
WO  also  zwischen  den  q  die  Gleichung  besteht 

7)  ^1^  + 5^2  ^2  + ^8*3  =  0. 

Durch  die  Gleichungen  6)  sind  daher  die  Tangentialcoordinaten  der 

Corvo   als  Functionen  eines  Parameters  —  vom  dritten  Grade  gegeben. 

^2 
Da  aber  zwei  Kegelschnitte  der  Reihe  die  Gerade  a  berühren ,  so  ist  jene 

Gerade  Doppeltangente  der  Enveloppe.    Setzt  man  aber  die  Werthe  6)  in 

ein  and  bildet  mit  Hilfe  von  7)  nach  dem  Verhältniss  —  die  Discriminante, 

^2 
so  ist  diese  oder  die  Punktgleichung  der  Enveloppe  vom  vierten  Grade  in 

den  JP,  wodurch  dieselbe  als  eine  C3  erkannt  ist. 


§  14. 

Die  algebraische  Untersuchung  der  unter  Nr.  6  der  Constructionen 
angeftibrten  Methode  gestaltet  sich  so  einfach,  dass  es  genügt,  hier  das 
Resultat  derselben  anzuführen,  dass  man  nämlich  folgende  Gleichungen  der 
Cnnr^n  findet: 
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c       c       c 
für  ~  +  —  +  —  =  0   als   Gleichung  des   umgeschriebenen  Kegelschnittes, 


x^       X^       Xq 


und  erkennt  man  leicht ,  dass  die  drei  Schnittpunkte  der  Rtickkehrtangen- 
ten  in  einer  Geraden  liegen. 

§  15. 

Die  Eigenschaften  der  speciellen ,  von  Steiner  behandelten  Cnrve 
lassen  sich  mit  Leichtigkeit  in  der  im  Folgenden  dargelegten  Weise  ent- 
wickeln. Legen  wir  den  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
in  das  Centrum  8  eines  dem  Dreieck  ^^C umgeschriebenen  Kreises  (Fig. 7). 
Ist  dann  2r  der  Radius   dieses  Kreises,  so  stellen  sich  die  Coordinaten 

seiner  Punkte  so  dar: 

x=2r  cosq>i     l/  =  2r  sinq>y 

und  sind  a^,  a^,  ct^  die  Werthe  von  9?,  welche  den  Ecken  von  ABC  ent- 
sprechen, so  werden  die  Gleichungen  seiner  Seiten  BCy  CA^  AB: 

X  cos  -^^---^  +  y  sin  -^-    -"^  —  2r  cos  — =  0 , 

2^2  2 

1)  J  X  cos  -^  —    ^  +  V  sin    '^        '  —  2 r  cos  -  "* *  =  0 , 

/  \  2  2  2 

«,  +  «o    ,         .    «1  +  cf>  f^i  —  «9 

X  cos  "  +  V  sin  — ^    — "  —  2  r  cos  -         *  =  0. 

2  -^  2  2 

Ebonso  werden  die  Gleichiuigcn  der  Höhen 

X  sin    '^    "  +  II  cos    -  ^-^^  -  2 r  sin  ^  ---^— ^ -  er,  j  =_-  0 , 

2)  }  X  sin    ^^-  ^  +  y  cos  -^^  -^  —  2r  sin  f  -•*     -^  —  «^  j  =  0, 

-    "i  +  '^^i    ,               «1  — a>       .^        .    /«i  +  «2  \       n 

svi  +  V  cos  -  "  —  2r  sm  (  -^^ «,  I  =^  0. 

2  2  \      2  ^/ 

Die  Gleichung  der  Verbindungslinie  der  Fusspunkte  der  vom  veränder- 
lichen Punkte  cp  auf  die  Seiten  BC  und  CA  gefällten  Lothe  wird,  indem  in 

allen  Gliedern  sich  der  Factor  sin  — '^  .  sin  ^      -  weghebt : 

0—0)       ,  ,         B—a  .    6  —  30) 

3)  (a—  V)  sin      .^ ^  -  {y-£)  cos    -  .^  ^  -  r  sw  — _--!^^0, 

WO  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 
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e= «1  +  0^4- «3, 
^'  .     •     . 

—  =  sin  of  j  +  sin  cfg  +  sin  «g. 

Diese  Gleichung  zeigt  zunächst  durch  ihre  Symmetrie,  dass  die  durch  sie 

dmif^stellie  Gerade  auch  den  Fusspunkt  des  vom  Punkte  <p  auf  die  dritte 

Seite    geflillten  Lothes  enthält.    Lässt  man  q)  anf  dem  Kreise  herumrticken, 

•o  wird  demnach  diese  Gerade  (die  Fasspunktlinie)  eine  Cnrve  ^3  umhüllen, 

von   der  sunächst  sechs  Tangenten  leicht  zu  finden  sind.    Denn  setzt  man 

g)  =  Cf  j ,  «^ ,  03 , 

so  erhült  man  aus  3)  dijQ  Gleichungen  2) ;  setzt  man 

g,  =  180«  — a^,      1800  —  ^2,      180«  — «3, 

so  bat  man  die  Gleichungen  l).    Es  sind  demnach  sowohl  die  Höhen,  nls 
die  Seiten  Tangenten  der  Enveloppe. 

Aber  die  Coordinaten  des  Höhenschnittpnnktes  D  sind 

ar  =  2r,     y  =  22;, 

daher  die  Coordinaten  vom  Centrum  tn  des  Fe  uerb  ach 'sehen  oder  Nenn- 
panktkreises : 

Legt  man  daher  jetzt  den  Ursprung  in  m  hinein  und  dreht  die  Axen  um 

S 
einen  Winkel  --- ,  so  geht  4)  Über  in 

6)  xsin  -^  —  V  cos  -^  —  r  sin  —  «=  0 , 

'  2^22' 

ß 

wo  tp  für  -r-  —  9)  gesetzt,  was  geschehen  kann,  weil  g>  willkürlich  ist.   Indem 
3 

man  letztere  Gleichung  nach  qj  dififerentiirt  und  mit  der  ursprünglichen  com- 

binirt ,  erhält  man  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes : 

6)  Xz=r  (cos 2g)  +  2  cos fp)y     y  =^r{sin2fp  ^2  sing>). 

Die  Gleichung  5)  gieht  j^  =  0  für  q)  =  0.  Demnach  ist  die  o:- Axo  Tan- 
gente der  Curve,  und  für  —  =  60°  und  12(y*  hat  man  zwei  andere  Tangen- 
ten. Demnach  gehen  vom  Centrum  des  Kreises  m  drei  Tangenten  an  die 
Curve,  welche  Winkel  von  120^  mit  einander  bilden. 

Für  —  =  30°,  90°,  —30°  hat  man  drei  andere  Tangenten,  welche  auch 
•  2 

Tangenten  des  Kreises  sind  und  deren  Berührungspunkte  auf  dem  Kreise  m 
liegen.  T>ie  Cnrve  C^  berührt  demnach  den  Kreis  in  drei  um  120°  von  ein- 
ender entfernten  Punkten.  Die  Gleichungen  6)  lassen  auch  sofort  die  Curve 
als  eine  Hypocykloide  erkennen,  für  welche  der  Radius  des  rollenden 
=  r  ist.    Die  Theorie  der  Cykloiden  lehrt  dnnn ,   dass  C^  in  den 

ZcftadiHft  r.MaIhmatIk  o.  Physik .  XVJII,  4.  %fi 


scr 


Ueber  die  Erzenguag  ete. 


nm  120"  von  einander  entfernten  Punkten  A,  B",  C  Kfiekkebrpnnkle  erat 
Art  besitzt.  Weiter  findet  niEin  leicLt  ala  Tangenlinlgleichnng  in  rccfatirin 
ligen  Liniencoorilinaten  t/,  v 


-) 


3uii' 


=  0, 


oder  die  Curve  ist  von  der  dritten  CUsse  und  h«t  die  Gerado  u^v^O  i 
die  nnendlich  ferne  Gerade  zar  Doppeltangente,  ist  dnlior  von  d< 

Ordnung.     Setzt   man   in  S)  9(1°  +  5  fd,  £  ein,   so   hat   man    d 

o  ''22' 

Gleicbnngen 


8) 


Die  Tangenten  der  Cb 
zweien  «uf  einander  senkr 
clipr  Tangenten  ist  der  Kre 

Die  Cnordinatet 
msind 


10} 


re  sind  dnlier  ii 
:ht  stehen ,  uu 

«'  +  !('  =  r 
r  Schnittpunkte   1 


%f 


=  0. 


in  der  Art  cnnjugirt,  dass  Bie 
d  der  Ort  der  Sclinitti>ankte  s 


r  Tangente   mit  dem    Kroii 


Den  ersten  Pnnkt  s  nen 
Mittelpunkt  einer  Tangente. 
ond  s  gezogenen  Radien  mit- 1 
tangenteii  Winkel  machen,  \t. 


at  Steiner  den  Scheitel,  den  zneiton  fi  di 

Hieran»  folgt,  dass  die  nach  den  PDakteo 

er  x-Ase,  das  heisEt  mit  einer  der  Räckkel 

denen  der  erstere  das  Doppelte  des  swoil 


ist.  Denkt  man  demnach  zwei  bewegliche  ßadien  des  Kreisoa  m  sich  na 
entgegengesetzten  Richtungen  drehend,  der  erste  mit  der  doppelten  Wi 
kelgeschwindigkeit  des  zweiten,  so  umhüllt  die  Verbindungslinie  ihrer  EIni 
punkte  eine  Curve,  welche  gleich  C,  ist.  Nun  sind  Seiten  und  Höhen  d 
Dreiecks  ,*ßC  Tangenten  der  Cnrve,  und  man  hat  demnach  folgende  C< 
strnction  der  RUckkehrtangenten:  Von  den  Mitten  o,  ^,  y  der  Seiten  ai 
nimmt  man  «..  =  J«a',  (S.'  =  ^|St',  j-».  =  ^j.c'.  so  sind  die  Radi 
mm  die  Rilckkchrtangenten.    Die  Gleicbnugen  10)  geben  mit  0) 

Also  liegt  |u  in  der  Mitte  zwischen  t  und  dem  Berührnngspnnkle  (,  woram 
also  in  jeder  Tangente  der  Berührnngspnnkt  construirt  werden  kann. 

Die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  coojngirler  Tkugend 
ist  ebenfalls  Tangente  an  C,,  denn  ihre  Gleichung  ist 


VI) 


'\lllf\-\j  c 


F/J3ip^ 
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Miiltiplicirt  man  die  cr8te  der  Gleichungen  8)   mit  sin'--- ^  die  zweite  mit 

am 

COS  — ^  ,  nnd  addirt,  so  erhält  man 

welches  die  su  12)  conjugirte  Tangente  darstellt,  oder  in  Worten :  Die  Ver- 
bindnogalinie  ('  der  Berührungspunkte  conjngirter  Tangenten  f,  f  ist  eben- 
fmlls  Tangente  an  (7,,  nnd  die  C  conjugirte  /"''  geht  durch  den  Schnittpunkt 
TOQ  /  und  {. 

Die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  der  zweiten  der  Geraden  8) 

sind: 

«1  =  r  {cos2q>  —  2  sinfp)^     y\=-^  {sin2q>  —  2  cos  (p) , 

also  mit  Hilfe  von  6) 

14)  (^x-x,y  +  {y-y,Y==\Qr\ 

das  heisst:  Die  Entfernung  der  Berührungspunkte  conjngirter  Tangenten  ist 
eonstant  nnd  gleich  dem  vierfachen  Radius  des  Kreises  m.  Die  Gleichungen 
der  Normalen  zu  /,  f,  f  in  ihren  Berührungspunkten  sind : 

a?  COS  —  +  y  5IW  —  —  3  r  CO«  —^  =  0 , 
2  ^  ^         2  2  ' 

15)  \  cp  cp  3q) 

'  *   a?  «w  —  —  y  cos  —  +  8  r  sin  —  c=  0 , 

2^2^  2  ' 

a:  cos  9>  —  y  sin  g>  —  3r  cos3  (;p  =  0. 

Da  die  Determinante  dieser  Gleichungen  verschwindet,  so  gehen  jene 
ri  Normalen  durch  dencrelben  Punkt,  welcher  auf  dem  Kreise  durch  die 
Rfickkefarpnnkte  liegt;  denn  aus  15)  folgt 

a:«  +  y«  =  (8r)2. 

Es  seien  zwei  Paare  conjngirter  Tangenten  gegeben  durch  die  Gleich- 
ungen 

G)    ^=:X  sin  i\>  —  y  cos'^  —  r  siw  3  tf;  =  0 , 

6^,)  ^  or  co5i|;  +  y  Sf>ii|;  +  r  cos3t(;  =  0, 
'  ^     H)  ^x  sin'ilt'  —  ycositf'—rsinSfff'=Oy 

jff^)  "=:  X  cosi|;'+  y  sin  i|;'+  r  cos8i|;'=  0. 

Ans  diesen  Gleichungen  bildet  man  die  Combinationen 

L  J   sin  (t>;  + 1/;')  ■*"  ^    ^  sin  (t/;  -  V) 
_  __       ,cos('»+2'»')  CQs(2t(;  +  V) 

""       l   *'  si>i(i|;-t(;')   "^^    1^   sm(t^-t(;') 

17)  =  X  sin{^+H/)  +  y  cos (t/;  + 1/;')  —  r  si« 3 (t/;  + 1/;')  =  0. 

« 

Hieraus  folgte  dass  17)  die  Verbindungslinie  des  Schnittpunkts  von  G 
nnd  B  mit  dem  Schnittpunkte  von  G^  und  H^  darstellt,  und  die  Form  der 
OleichnDg  zeigt,  dass  diese  Verbindungslinie  eine  Tangente  an  C^  ist.  Durch 
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einen  aoalogen  Froceas  erbält  matt  für  die  GleicLang  d«r  VerbindutigsliD 
der  SchuittpunktQ  GH^  mit  G^H 

18)  X  cos{iJ;+ 1/.')  -  ,,  j,n(v.+if')  +  ''  cnsS(i/»  +  tf.')  =  0. 

Dfther:  Dio  Veibiniiungnlinicn  der  Sclinitlpuuktfi  zweier  Paiiro  conjngii 
Tatigenlen  sied  selbst  conjngirte  Taitgenteo  von  C.y  Oder  tmck :  Zieht  ■ 
aus  einem  wiUkürliclien  Pnokle  p  drei  Tangenten  a»  die  Cnrve  Cj,  ao 
den  sin  mit  den  ibncn  conjngirton  ein  votletilndiges  Viereck.  Der 
iät  demnach  der  USbeascbnitlpankt  des  von  den  drei  nicht  darch  ihn  gebe 
iea  Tangenten  gebildeten  Dreiecks,  nud  da  allen  diesen  Dreiecken  d 
Kreis  »i  gemeinsam  ist,  so  sind  dio  Kndicu  der  ihnen  nmgeschriebcai 
Kreise  vnn  gleicher  Griisse  ==2r  nnd  durch  die  FnGspnnktlinten  M 
dieser  Kreise  wird  dieselbe  Curve  C^  umhüllt. 

§  16. 
(Fig.8.)  Wenn  drei  Kreise  durch  denselbeti  Punkt  a  gehen  nnd  ibroCent 
auf  einem  darch  a  gehenden  Kreise  K  liegen,  so  sind  nach  einem  bekao 
ten  Satüe  ihre  dritten  Schnitt  punkte  in  gerader  Linie.  Umgekehrt  sage  m 
daas,  wenn  man  darch  den  Schnittpunkt  a  zweier  KreiRO  A,  A'  eine  Seh 
n  oV  zieht  und  durch  u'n'  nnd  den  andern  Schnittptinkt  a  der  baiil 
Kreitte  einen  Kreis  legt,  dieser  sein  Centriim  aaf  dem  darch  n, 
den  Kreise  K  haben  wird.  Denn  legi  man  darcli  tt  und  o  otofln  Kri 
welcher  sein  Centrum  anf  A*  hat,  so  geht  derselbe  nach  dem 
Satze  durch  o". 

Man  erkennt  hieraus,  daas,  wenn  man  eine  Keihe  von  Kreisen 
Htruirt,  welche  ihre  Ceutra  auf  K  haben  und  durch  den  festen  Pankt  ■ 
K  gehen,  diese  Reibe  ein  apecieller  Fall  der  üben  betrachteten  Scbaar 
sein  wird,  daher  eine  Curve  C.^  dritter  Ciasse  und  vierter  Ürdnung  ambfiill. 
Denn  alle  Kreise  dnrch  einen  festen  Punkt  sind  als  Kegelschnitte  anxusvhen. 
welche  einem  Dreieck  umgeschrieben  sind.    (Fig.  Ö.)    Betrachten  wi 
einen  beweglichen  Kreis  vom  Kadius  AÄ.  welcher  sein  Centrum  auf 
Kreise  hat,  der  aus  l'  mit  dem  Radius  PA  beschrieben  ist.    Der  Sehnt ttpvnkt 
mit  dem  nUchstfolgenden  Kreise  wird  sytnmetrisch  liegen  xn  Ä  gegen  di« 
Tangente  XT  am  Kreise  P.    Zieht  man  daher  J«  parallel  mit  t* A.  so  Ist  ^ 
der  Schnillpuukt  von  n  A  mit  dem  Kreise  aus  Ä ,  der  gesuchte  Schnittponkt 
Nun  ist,  wenn  man  j'P  um  sich  selbst  verlängert  bis  iV  und  ans  jtf  eini 
Kreis  mit  dem  Radius  MA'^ÄP  beschreibt,  welcher  wegen  der  Sjmmeti 
natürlich  durch  a  gehl: 

Bog.  «^=Bog.  ^^' 

und  man  sieht,  dass  die  Euveloppe.dev  Reihe  dadurch  hervorgebracht  «< 
den  kann,  dass  man  auf  der  Anssenseite  des  Kreises  P  einen  aodei 
\  Radius  Tnllcn    ISsst.     Kin  Punkt  a  auf  demselben,   walchsr 
lies  Rollens  mit  A  stiisnmmenfiel,  beschreibt  dann  die  Eav^l 


Von  W.  Frahm.  383 


^V%^^  ^w^*\ 


man  aus  C,  dem  j4  gegenüberliegenden  Punkte  im  Kreise  P^  einen 

Kreis    mit  dem  Radias  CA  =  2 AP,  so  geht  dieser,  weil  ÄB=^AÄ,  durch 

denselbea  Punkt  B,  in  welchem  sich  die  Kreise  Ä  und  M  schneiden.    Ver- 

Ungert   man  aA  bis  D  auf  dem  Kreise  P,  so  wird  die  Figur  AB  CD  ein 

Bachteck,  wie  man  leicht  sieht,  oder  aB  ist  Tangente  in  B  am  Kreise  C. 

Oder:    FftUt  man  aus  A  auf  alle  Tangenten  des  Kreises  C  Lothe,  so  bilden 

deren  Fnsspunkte  die  Enveloppe  der  Kreisreihe.  Ferner  ist  AD  =  CB  =  AC 

oder  die  Entfernung  aD  ist  constant  und  gleich  dem  doppelten  Radius  des 

Kreisea  P.  Man  sieht  aus  dem  Vorhergehenden :  Die  Enveloppe  ist  die  als 

Cardioide  bezeichnete  Curve,  welche  auch  einen  Theil  der  Brennlinie  des 

Kreises  für  einen  auf  der  Peripherie  liegenden  leuchtenden  Punkt  bildet. 

Bezeichnet  man  mit  tp  den  Winkel  APA\  mit  r  den  Radius  des  Kreises 

P^  so  drücken  sich  die  Coordinaten  Jes  entsprochenden  Punktes  der  Curve 


1)  x  =  r{2cosq>  —  cos2q>),  y  =  r  (2  5i/i g)  —  W/i 2 (p) 

«■d  die  Gleichung  einer  Tangente  wird 

)3<P  3q>  .    w 

X  sin y  cos  — ^  —  3  r  5i/i  —  =  0. 
2^2  2 

Hiermas  leitet  sich  leicht  folgende  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen 
TsDg^ntialcoordinaten  ab: 

I     Wenn  man  dies  so  schreibt: 

I     •=('-+^+'-^)'-"  C-r)  {"¥){"-  ')• 

WO  f»=3l,  f  =  j/— l  zu  setzen  ist,  so  sieht  man  aus  dem  in  §  10,  Gleichung 
11)  Ausgesprochenen,  dass  die  Punkte 

4^  p  =  0,     t;  +  Mi  =  0,     y  —  Mt  =  0, 

'  r 

also  der  Punkt  A  und  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  drei  Rückkehr- 
punkte  der  Curve  sind  und  dass  der  Punkt  n;=0  oder  der  Coordinatenanfang 
P  als  Schnittpunkt  der  Rückkehrtangenten  anzusehen  ist.    Doppeltangeute 

bl  die  Gerade  x= —  und  die  Berührungspunkte  liegen  in  der  Entfernung 

—  über  und  unter  der  a;-Axe.    Der  Schnittpunkt  conjugirter  Tangenten 

ist  eine  Hyperbel,  welche  die  erwähnten  Punkte  enthält. 

Man  kann  nach  der  Relation  zwischen  den  Winkeln  g),  fp  fragen, 
d«ncn  conjugirte  Tangenten  entsprechen.  Nun  weiss  man,  dass  jede  Tan- 
K^nte  die  Curve  noch  in  zwei  solchen  Punkten  schneidet,  zu  denen  con- 
i*Svte  Tangenten  gehören.    Substituirt  man  also  in  die  Gleichung 

X  s'm'dilf  —  y  cos'i ^  —  3 r  ain  tp  =  0 
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für  X,  y  ihre  Wertlie  aus  i),  so  findet  sich  als  Resultat 

2  sin  (31/;  —  9)  —  sin  (3iJ;  —  29)  —  3  m^=3  0. 

Aber  diese  Gleichang  ist  darch  den  unwesentlichen  Factor  sin^i^ j 

(welcher  die  beiden  zusammenfallenden  Werthe  — =4^  für   den  Berfih- 
^  2 

rungspuukt  liefert)  theilbar.   Der  Quotient  ist 

2  sin  ^  +  sin  (9  —  ?(;)  =  0. 

Siud  also  9 ,  q>'  die  Wurzeln  dieser  für  sin  9  quadratischen  Gleichang, 
so  hat  man 

2  sin  ^  +  sin  (9  —  ij')  =  0 ,     2  sin  '^It  +  sin  (9'—  ^)  =  0. 

Eliminirt  man  tf;^  so  findet  sich  als  die  gesachte  Relation 
5)  tgtp.tgfpz=,^. 

Mau  bemerkt  die  Analogie  dieser  Gleichung  mit  der  für  die  St  einer  *iiche 
Curve  gefundenen,  welche  war 

igtp  .igtp^^  —  V. 


Die   Gleichung  5)   giebt  auch  ein  leichtes  Mittel  an  die  Hand, 
Gleichung  des  Kegelschnitts  zu  bilden,  welcher  der  Ort  der  Schnittpunkte 
conjugirter  Tangenten  ist;  denn  sie  zeigt,  dass,  wenn  man  eine  Tangente 

9 
der  Curve  durch  einen  Parameter  lg-^  =  t  bestimmt,  der  conjugirten -Tan- 

Im 

gonte  der  Werth  /'=~  entspricht.    Hiernach  kann    man  die  Gleichungen 

zweier  conjugirter  Taugönteu  so  schreiben: 

X  (St  —  /^)  —  ?/  (1  —  3^^)  —  3  r/  (1  +  /2)  =  0 , 

Eliminirt  man  /,  so  findet  man 


/Ory  3r2 


die  Gleichung  einer  Hyperbel ,  deren  Centrum  um  die  Strecke  —  hinter  C 

6 


lie;rt  und  deren  Axeu  —  und  r  7/  sind. 


Die  Eliiniuation   kann   auf  folgende  Weise  leicht   vollzogen   werden. 

Setzt  man 
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T  I  3r  rl/3 


2  '     "  2 


IL 


f=^    . ■• ,  80  ist  ,  ,— 

K   3  I  B'*  ryz 


2 


III.  l^-C  =  —=,    „    „       a:  =  -3,  y  =  0, 

/— 3 

IV.  /==0,  l'=oo,  „    „       0?=  —  ,     y  =  0. 

Durch  diese  vier  Pankte  ist  aber  der  Kegelschuitt  vollkommen  be- 
stimmt, da  wegen  der  Symmetrie  die  or-Axe  die  Richtung  der  grossen 
Hauptaxe  der  Carve  bestimmt;  deshalb  liegt  auch  das  Contrum  in  der  Mitte 
swischen  den  Punkten  III  und  IV.  Auch  sieht  man,  dass  die  Punkte  I  und 
H  Berfibrnngspunkte  der 'Doppeltangente  sind,  welche  man  als  sich  selbst 
coDJugirt  aufzufassen  hat. 

§  t7. 
Wir  haben  gesehen,  dass  specielle  Curven  dritter  Classe  und  vierter 
Ordnung  durch  Bollen  von  Kreisen  auf  oder  in  Kreisen  erhalten  werden 
können.  Es  ist  nun  interessant,  dass  analog  Curven  dritter  Ordnung  und 
▼ierter  Classe ,  also  mit  einem  Doppelpunkte  *  dadurch  erzeugt  werden 
kdanen ,  dass  eine  Parabel  auf  einer  andern ,  gleichen ,  rollt ,  und  zwar  so, 
imms  im  Anfange  des  Rollens  die  Scheitel  beider  Parabeln  zusammenfallen, 
dann  die  eine  Parabel  auf  der  andern  zu  rollen  (ohne  aber  dabei 
gleiten),  so  beschreibt  ein  mit  ihr  unveränderlich  fest  verbundener 
Punkt  eine  Curve,  deren  rechtwinklige  Coordinaten  sich  fulgendermassen 
als  Functionen  eines  Parameters  k  darstellen : 

c(l-A«)^2|31         ^_mk{l  +  l?)  +  2uk  +  ß{}--X^) 

wo  der  Ursprung  der  Coordinaten  im  Schnittpunkte  der  Axe  und  Directrix 
dor  festen  Parabel  liegt,  mit  deren  Axe  die  x-Axe  zusammenfällt,  m  ist 
der  halbe  Parameter  der  Parabeln,  a,  ß  sind  die  Coordinaten  des  beschrei- 
benden Punktes,  bezogen  auf  den  Brennpunkt  der  rollenden  Parabel; 
endlich  ist  l  die  Tangente  des  halben  Winkels,  den  die  Parabelaxen  in 
einem  bestimmten  Momente  einschliessen. 

8etzt  man  ^  =  0,  a  =  0,  so  hat  man  a:  =  0,  oder  der  Brennpunkt  der 
rollenden  Parabel  bewegt  sich  auf  der  Directrix  der  festen.  Verlegt  man 
den  Ursprung  in  den  Scheitel  der  Parabel,  kehrt  die  Richtung  der  x  um  und 

aetxt  /3  =  0,  a=---,  so  hat  man  eine  Curve 


*  Ich  bemerke,  dass  Pankte  aasserhalb  der  Parabel  Curven  mit  Doppelpunkt, 
Pimkte  auf  der  Parabel  Curven  mit  Spitze,  und  endlieh  Punkte  innerhalb  der  Parabel 
Cvrren  mit  eonjogirtem  Punkte  beschreiben. 
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welche  im  Parabelscheitel  einen  Rückkebrpunkt  hat  and  f&r  welche  die 
Directrix  als  Weudetangente  anzusehen  ist.  (Berührungspunkt  ist  der  un- 
endlich ferne  Punkt  derselben.)  Es  ist  dies  die  in  älteren  Werken  häufig 
als  Cissoide  *  bezeichnete  Curve.  Lässt  man  in  ihrer  Gleichung  m  variireo, 
so  hat  man  ein  Büschel  von  Curven,  welche  im  Coordinatenanfange  eine 
gemeinschaftliche  Rückkehrtangente  haben  und  von  einem  Curvenbüschel 
vierter  Ordnung: 

(für  p  als  den  Parameter  des  Büschels)  orthogonal  geschnitten  werden. 


*  Schon  vouDiokles  angewendet,  siehe:  Montucia,  ffisUnre  des  wuUkimä' 
tt'ques,  roLlp.ZZ9. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XYL    Ueber  die  Constmotion  und  Dantellang  des  Ikosaeders 

nnd  Sternen -Dodekaeders. 

(Hierzu  Taf.  V,  Fig.  1  —  7  A) 

Betrachtet  man  ein  Ikosaeder  in  der  durch  Fig.  J  angegeheneu  Lage, 
in  welcher  die  obere  Kante  desselben,  a, a^,  horizontal  liegt  und  etwas  zur 
linken  Seite  des  beobachtenden  Auges  sich  befindet,  so  kann  man  sehen, 
dmss  die  zwölf  Eckpunkte  des  Ikosaeders  sich  in  drei  Gruppen  zu  je  vier 
Punkten  vereinigen  lassen,  welche  in  Fig.  1  und  2  mit  den  gleichen  Buch- 
staben 

ö,  fl,  öj  a^ , 

C|  Cj  Cj  c^ 

beseiehnet  sind. 

Diese  drei  Gruppen  bilden  drei  auf  einander  senkrechte,  sich  durch- 
kreuzende  Rechtecke,  welche  in  Fig.  2  in  Parallolprojection,  in  Fig.  Za  im 
Anfriss,  in  Fig.  Zb  im  Grundriss  dargestellt  sind.  Diese  Rechtecke  haben 
ihren  gemeinsamen  Schnittpunkt  im  Mittelpunkte  des  Ikosaeders  und  sollen 
mit  dem  Namen  „Azenrechtecke"  bezeichnet  werden. 

Es  soll  zunächst  das  Verhältniss  der  kleinen  Seite  zur  grossen  Seite 
des  Azenrechtecks  bestimmt  werden. 

Wir  betrachten  dazu  das  Rechteck  a^a^a^a^^  Fig.  1.  Die  Seite  a^a^ 
=  Seite  AjCi  als  Kante  des  Ikosaeders;  die  Punkte  CxCxb^b^a^  liegen  aber 
in  einer  Ebene  und  bilden  ein  regelmässiges  Fünfeck,  dessen  Diagonale 
o, o,  ist.  Also  verhält  sich  a^c^  und  a^a^  zu  a^  a^  wie  die  Seite  eines  regel- 
mässigen Fünfecks  zur  Diagonale  desselben. 

Dieses  Verhältniss  wird  in  Fig.  5  anschaulich,  mo  ist  eine  Seite,  mn^ 
no  sind  Diagonalen  des  Fünfecks;  mno  bildet  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
dessen  Winkel  an  der  Spitze  mno  36°  als  Peripheriewinkel  des  Centriwin- 
keU  von  72*  beträgt.  Die  Seite  des  regelmässigen  Fünfecks  verhält  sich 
also  snr  Diagonale  wie  die  Grundlinie  eines  gleiclischeiikligcn  Dreier' 
dessen  Winkel  an  der  Spitze  36^  beträgt,  zur  Seite  deBäc\\)^u. 
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Es  ist  also  folgender  Satz  gefunden: 

Die  Eckpunkte  des  Ikosaeders  liegen  in  drei  con- 
gruenten,  sich  einander  senkrecht  durchkreuzenden 
Axenrechtecken.  Das  Verhältniss  der  kurzen  Seite 
des  Axenrechtecks,  welche  eine  Kante  des  Ikosaeders 
bildet,  zur  langen  Seite  ist  das  Verhältniss  der  Seite 
eines  regelmässigen  Fünfecks  zur  Diagonaledesselben. 

Durch  Rechtecke  aus  Cartonpapier,  welche  durch  passende  Einschnitte 
in  der  angegebenen  Weise  durcheinander  gesteckt  werden,  lässt  sich  dieser 
Satz  deutlich  veranschaulichen. 

Sucht  man  in  dem  System  dieser  Axenrechtecke  die  fünf  Punkte  auf, 
welche  im  Ikosaeder  in  einer  Ebene  liegen  und  ein  regelmässiges  Fünfeck 
bilden,  so  findet  man,  dass  in  den  Axenrechtecken  eine  solche  Ebene  be- 
stimmt wird  beispielsweise  durch  eine  kurze  Seite  CfC^^  eine  lange  Seite  646, 
und  den  Punkt  a^  (oder  durch  Seite  c^c,  616,  dj). 

Aus  dem  Gesagten  ist  ersichtlich,  dass  in  dem  System  der  betrachteten 
Axenrechtecke  die  kürzesten  Verbindungslinien  der  Eckpunkte  ein  Iko- 
saeder bilden.  Es  soll  nun  die  nächste  Gruppe  von  Verbindungslinien  der 
Eckpunkte  der  drei  Axenrechtecke  betrachtet  werden,  nämlich  diejenigen, 
welche  durch  die  lange  Seite  or,  a,  des  Axenrechtecks  dargestellt  werden. 

Wir  verlassen  für  einen  Augenblick  das  Ikosaeder,  um  eine  kurze  Be- 
trachtung des  regelmässigen  Pentagonaldodekaeders  anzustellen.  Dieser  Kör- 
per wird  von  zwölf  regelmässigen  Fünfecken  begrenzt.  Es  ist  bekannt  und 
leicht  ersichtlich,  dass  die  Verbindungslinien  der  zwölf  Flächenmittelpunkte 
ein  Ikosaeder  bilden.  Denn  diese  zwölf  Mittelpunkte  sind  gleichweit  von  ein- 
ander entfernt  und  befinden  sich  auf  der  Oberfläche  der  dem  Dodekaeder 
eingeschriebenen  Kugel. 

Wenn  man  nun  statt  der  «wölf  Mittelpunkte  der  Dodekaederflächen 
solche  Punkte  verbindet,  welche  in  gleichem  Abstände  über  den  Flächen 
und  senkrecht  über  den  zwölf  Flächenmittelpunkten  sich  befinden,  so  erhält 
man  ofi'enbar  wiederum  ein  Ikosaeder,  welches  mit  dem  ersten  denselben 
Mittelpunkt  hat  (den  des  Dodekaeders),  der  als  innerer  Aehnlichkeitspunkt 
beider  Ikosaeder  angesehen  werden  kann. 

Verlängert  man  nun  sämmtliche  Flächen  des  Dodekaeders,  so  bildet  sich 
über  jeder  Fläche  desselben  eine  regelmässige  fünfseitige  Pyramide,  deren 
Spitze  senkrecht  über  dem  Mittelpunkte  ihrer  Basis,  des  Fünfecks,  steht. 
Da  diese  so  entstandenen  Pyramiden  congruent  sind,  haben  sie  gleiche 
Höhe,  also  liegen  ihre  Spitzen  nach  der  soeben  angestellten  Betrachtung 
im  Ikosader.  Von  diesem  Ikosaeder  aber,  dessen  Eckpunkte  die  Spitzen 
der  zwölf  Pyramiden  bilden ,  sind  nicht  die  zunächstliegenden  Punkte  ver- 
banden,  sondern  diejenigen ,  welche  um  die  Langseite  des  Axenrechtecks 
entfernt  sind. 
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Das  80  entstandene  körperliche  Gebilde  führt  den  Namen  ,, Sternen - 
dodekaeder'*.   Es  ist  in  Taf.  V,  Fig.  7,  stereoskopisch  dargestellt. 

Fassen  wir  das  bis  hierher  Entwickelte  noch  einmal  zusammen ,  so 
kommen  wir  zur  Aufstellung  folgenden  Satzes : 

In  dem  System  der  drei  Axenrechtecke  des  Iko- 
saeders  sind  drei  Gruppen  von  gleichlangen  Linien 
vorhanden.  Die  Länge  der  Linien  der  ersten  Gruppe 
wird  dargestellt  durch  die  kurze  Seite,  die  Länge  der 
Linien  der  zweiten  Gruppe  durch  die  lange  Seite,  die 
Länge  der  Linien  der  dritten  Gruppe  durch  die  Diago- 
nale des  Axenrechtecks. 

Die  dO  Linien  der  ersten  Gruppe  bilden  ein  Iko- 
saeder, 

die  30  Linien  der  zweiten  Gruppe  ein  Sternendode- 
kaeder; 

die  sechs  Linien  der  dritten  Gruppe  stellen  die 
Axen  des  Ikosaeders  und  Sternendodokaeders  dar, 
sind  also  gleich  dem  Durchmesser  der  um  beide  Kör- 
per beschriebenen  Kugel. 

Der  Umstand,  dass  das  Sternendodjekaeder  als  ein  dem  Ikosaeder  ein- 
gttKbriebener  Körper  betrachtet  werden  und  letzteres  durch  das  System  der 
ixeoreehtecke  dargestellt  werden  kann ,  ist  sehr  vortheilhaft  zur  Darstel- 
hog  eines  Faden modells  des  Sternendodekaeders  zu  verwenden.  Da  das- 
Mibe  mit  wenigen  Kosten  leicht  herzustellen  und  wegen  seiner  Durchsich- 
^eit  ungemein  instrnctiv  ist,  so  soll  seine  Anfertigung  jetzt  beschrieben 
Verden. 

Man  lasse  vom  Tischler  das  Fig.  4  gezeichnete  Gestell  anfertigen. 
Dasselbe  besteht  ans  zwei  sich  senkrecht  durchkreuzenden  quadratischen 
i»kmeüABCI)  und  EFGE.  Die  Kahmstücke  AB  und  CD  sind  in  ihrer 
Mitte  von  den  gleichstarken  Stücken  L  M  und  JK  durchkreuzt.  Ausgeführt 
sind  Modelle  von  folgenden  Dimensionen : 

Die  Länge  von  AB  beträgt  17  Centimeter,  die  Breite  20,  die  Stärke 
'  Millimeter. 

Nun  betrachte  man  die  lichte  Weite  des  Rahmens  als  Diagonale  eines 

'^Im&ssigen  Fünfecks,  construire  die  dazu  gehörige  Seite,  trage  dieselbe 

''^den  inneren  Mittellinien  der  Rahmenhölzer  dergestalt  ab,  dass  die  Mitte 

^  U>getragenen  Seite  mit  dem  Durchkreuzungspunkte  der  Mittellinien  der 

^^menhölzer  zusammenfällt.    So  erhält  man  die  zwölf  Endpunkte  der  ab- 

^^agenen  Seiten  als  die  bekannten  Punkte  der  Axenrechtecke.    Mit  einem 

^Hen  Bohrer  durchbohre  man  diese  Eckpunkte  und  bringe  an  der  Aussen- 

/^•e  dei  Rahmens   zur  Umschlingung  des   Fadens   bei   den  Eckpunkten 

^ine  Stifte  oder  Schrauben  an. 
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Zur  ErlcichterUDg  der  Verbiodiiiig  der  richtigen  Paukte  Btolle  tDAn  A 
yestell  so  bin,  wie  es  die  Zeictinuag  angiebt,  und  bczoicltne  die  gerunc 
vea  Eckpunkte  uacb  der  in  den  Figuren  angegebenen  Weise  mit  den  lluc 
Btaben  a, ,  a,  etc. 

Zur  Verbindung  der  betreßeudea  Punkte  mit  dem  Faden  dient  folge 
des  Bcbcma; 


ft,    C(,f,,         bJ  f,t,, 


(NB.    Im  angefUhi-ten  Schema  kommt  jeder  Faden  swcimal  vor.    V» 

banden  sind  demnach  3  .  -^^30  Füdeu.) 

Man  gebt  nnn  so  zn  Werke,  dasa  man  den  Faden  ziebt  zniscIiMi  jedt 
Punkte  vor  dem  Stiiche  und  dircci  jedem  der  flinf  hiuter  dem  Striche  t 
6ndlicben  Punkte,  oder  man  verbindet  die  letzteren  fünf  Pnukte,  welclie 
einer  Ebene  liegen  und  ein  regolmüssiges  Fünfeck  bilden,  durch  di«  Fig 

des  Pentagramm.    In  Fig.  4  sind  beide  Arien  der  Verbindung  für  o,  I  c, 

angedeutet. 

Wenn  das  Modell  mit  weissen  Faden  aosgefübrt  ist,  »a  trügt  ea  no 
sehr  zur  grösaeren  Deutlichkeit  bei,  das  durch  Durchkreuzung  der  PXdl 
gebildete  Dodekaeder  durch  Ueberpinselung  mit  Carolin  von  den  aar  ih 
befindlichen  Pyramiden  abzuheben. 

Die  betrachtete  Entstehung  des  IkoaaederB  aua  der  biaherigeß  Auttr 
uung  der  Axenrechtecko  ist  aber  nicht  die  einzig  mögliche.  Man  kann  a 
die  Punkte  des  Ikoaneders  auch  beelimmt  denken  dnrcb  Bolation  dea  Axe 
recbtecks  um  seine  Diagonale  ah  Axe  um  je  '^"^Ti".  Zur  Veraosclia 
liebung  dieser  Eutatebnngsweise  dient  die  stereoskopiscbe  Zeichnung  Fig. 
Durch  die  heigenigteii  ZiiTern  von  1  bis  5  sind  die  fünf  Stelinngea  di 
Axenrechtecks  kenntlich. 

Denkt  man  nütntich  ein  Ikosaeder  mit  aenkrecbt  siebender  Axe  1 
aicb,  so  siebt  man  vom  böclisten  und  tiefsten  Pnukte  derselbcD  fünf  Kanta 
ausgeben,  von  denen  eine  obere  und  eine  untere  einander  parallel  eioil  und  ^ 
deren  eulsprecLende  Endpunkte  mit  einander  verbunden  das  bekannlif  Axea—.^ 


am 
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reehtock  bilden.   Das  Ikosaeder  wird  so  in  fünf  Axenrechtocke  zerlegt  und 
iDAo  erhXlt  den  Satz : 

Die  Pankte  des  Ikosaeders  werden  bestimmt  durch 
fünf  Drehungen  von  je  72°  dos  Axenrechtocks  um  seine 
Diagonale  als  Drehungsaze. 

£«8  lassen  sich  also  die  Punkte  des  Ikosaeders  durch  zwei  ganz  ver- 
schiedene Anordnungen  der  Axenrechtocke  bestimmen,  was  jedenfalls  eine 
charakteristische  Eigenthümlichkeit  dieses  Körpers  ist. 

Aus  dem  Axenrechteck  lässt  sich  die  Berechnung  der  Seite  dos  der 
Kugel  eingeschriebenen  Ikosaeders  auf  folgende  Weise  ableiten. 

Bezeichnet  man  in  Fig.  5  die  Seite  mo  mit  S,  die  Diagonalen  mn  mit  Z>, 
so  ist  S  =  2D'8inlS^.  Bildet  man  nun  in  Fig.  6  ein  Axenrechteck  ans  D  und 
S  als  Seiten  und  bezeichnet  die  Diagonale  desselben  als  Axo  mit  Ay  ro  er- 
halten wir  zur  Bestimmung  des  Rechtecks  folgende  Ausdrücke : 

A  =  yW+  4 />•  «>i«  18  =  n  /l  +  4  5f>i»  18». 

Um  den  Radius  der  Kugel  =1  zu  setzen,  muss  A  =  2  gemacht  werden, 

2 
es   müssen  also  sämmtliche  Ausdrücke  mit multiplicirt 

I>y\+4  sin*  18« 
werden.    Hierdurch  ergiebt  sich 

D  = 


s= 


/l+4  5m«i8"  ' 
4.sin\S^ 


Ar=2, 

Der  Sinus  von  18«  ist  das  Verhältniss  der  halben  Seite  des  regulären 
Zebnecks  zum  Radius  des  umschriebenen  Kreises.   Die  Seite  des  Zehnecks 


.    Demnach  erhält  man,  wenn  man  r=l  setzt: 


o_^5-» 


r 


Dieter  Ausdruck  in  S  eingesetzt,  ergiebt  für  die  gesuchte  Scitn  des  Tko 
zaeders 

"Breh  nnmcrische  Berechnung  des  letzten  Ausdruckes  orhHit  man 

8  =  1,0514«, 
****»  der  Kadi  UM  dc^r  um  dasscdbo  behchricbeiien  Kngc^l  =  l  i.st. 


Um  auf  geometriflcliflin  Wege  bei  gegebenem  Daraliniesiffr  d«r  Kh| 
die  Seite  des  in  aie  cingeacfariebeucn  IkoBaeders  za  bestimmen,  coDStrniMr 
man  ein  Axourccblcck ,    dessen  Diagonale  gleicb  dem  gogcbeni 
inoBser  der  Kugel  ist.    Die  kurie  Seite  dessolben  igt  die  gcsncitto  Seite  ä 
Ikasaoders. 

Die  luDgp  Seite  igt  die  Seite  des  in  die  Kogcl  e ing es cbri ebenen  Sti 
ni-ndodekaeders,  deren  Berechnung  nach  der  eben  abgeleiteten  Formel 


/l  +  flstn'lS» 
icbl  nusgefüliTt  werden  kann. 

Man  erbXlt  ditixb  Einsetzung  des  Wertbes  i 


j/l 


-/&      >^5-/& 


als  Gröggo  der  Seite  des  Stornendodekaedera. 

Es  ist  bieraus  zu  ersehen,  welche  TOrtbeilbafle  Anwendung  «nr  1 
rechnnng  und  Constrnction  man  durch  die  Axenrechtecke  machen  kann. 

Die  Beobncbtnng  des  FadenniodellN  macht  noch  ander«  Beziebnng 
ersichtlich;  besonders  macht  dasselbe  deniHcfa,  wie  mau  zur  Dnrsteltn 
der  Projeclion  des  Dodekaeders  die  projectirten  Punkte  des  anf  die  cn 
oder  zweite  Art  ans  den  Axenrechtecken  entstandenen  Ikosaeders  benali 
kann. 

Diese  Betrachtnngen  führen  anf  das  specielle  Gebiet  der  ProjecHoi 
lehre  j  da  die  Hauptsache  in  dem  bisher  Entwickelten  angegeben  ist,  sowi 
es  für  alle  sich  für  diesen  Gegenstand  Inleressirenden  genügend  sein. 

Halle.  14.  September  1872.  P.  SchÖnemam». 


XVH.    Die  Gleichung  der  elastigen  Linie  willkOrlich  belasteter 
gerader  Stäbe. 

I.  Allgemeine  Formeln. 
Ein  Stab  ist  in  einer  beliebigen  AnsabI  Punkte,  deren  HShentH 
innerhalb  gewisser  Greneen  verschieden  sein  kann,  unteratatiL  Oberlu 
desselben  tat  eine  HoriKontalo  als  Abscissenaxe  angenommen.  Der  Sl 
wird  an  willkürlichen  Stellen  seiner  ganzen  Lange  durch  beüebiee,  g©»el 
mässi°-  oder  gesetzlos  vertheiltc  and  conccntrirto  Lasten  angegriffeD.  Hil 
durch  entsteht  die  Biegung,  Beim  Uebergang  von  den  vorlSngerlea  n  i 
verkürzten  Fasern  tritt  eine  ,,neulvnle  Schicht"  auf.  die  keine  Lüogenlad 
rung,  wohl  aber  eine  FormäDdernng  erleidet.  Die  in  der  LängvnridtM 
laufende  Schwerlinie  der  neutralen  Schiebt  ist  die  „neutrale  Ax«" 
beisai  nach   der  Biegung  „elaelige  Linie"'.    Es  ist    unsere  Aoft 
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Gleiefaimg  derselben  in  einer  Form  anfznstellen ,  welche  für  alle  besonde- 
ren eontinnirlichen  nnd  einfachen  Stäbe  und  bei  allen  Belastungsarten  gil- 
tig bleibt. 

Wir  betrachten   irgend   eine   Oeffhnng  /,   deren  begrenzende   Sttitz- 
pmikte  am  6,  c    von   der  Abscissenaxe   entfernt   liegen.    Ursprung  der 
Coordinaten  bei  der  ersten  Stütze,  daselbst  ^  =  c.   Die  Tangenten  der  Nei* 
gnngswinkel  tlber  o  und  /  sind  t,  /.    Durch  die  Biegung  sind  im  Innern  des 
Stabes  Spannungen  entstanden ,  welche  sich  mit  den  äusseren  Lasten  ins 
Oleichgewicht   gesetzt  haben.     Dieselben  reduciren  sich  für  jeden  Quer- 
schnitt auf  eine  Verticalkraft  und  ein  Moment.    Innerhalb  /,  unmittelbar 
an  den  Stützen,  seien  iEf,  M'  die  Momente,  während  den  Verticalkräften 
gleichgrosse  Stützenerectionen  A^  Ä  das  Gleichgewicht  halten.     Die  Mo- 
mente My  M'  können  unter  Umständen  0  werden.    (Einfache  Stäbe  mit  frei 
anfliegenden  Enden.) 

Es  bezeichnen  P| ,  P, ,  P, . . .  die  Lasten ,  welche  zwischen  0  und  x  bei 
ffi,  o,,  a,...  angreifen,  wobei  die  P  auch  Lastelemente  sein  und  die  a  stetig 
aofeinander  folgen  können.    Das  Moment  im  Querschnitt  x  ist  dann 

1)  iJf,  =  ^  +  ^a:  —  ZP(x—a). 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Biegung  lautet 

^  da;« ""        e  * 

worin  S  das  Product  aus  Elasticitätsmodul  und  Trägheitsmoment  oder  das 
Elasticitätsmoment  im  Querschnitt  x.  Die  Gleichung  2)  ist  an  die  Beding- 
ung geknöpft,  dass  der  Quotient  aus  Längendiflferential  und  Abscissondif- 

ds 
ferential ,  nämlich    --  ==  1   gesetzt  worden  kann ,  wodurch  eine  Grenze  in 

dx  ^  • 

der  Höhendifferenz  und  in  der  Stärke  der  Einbiegung  gegeben  ist.  Verfahrt 
man  nnn  zunächst  ganz  allgemein ,  so  folgt  aus  2) 

'^+Consi.=-^r^dx 


dx  '  I    e 

0 


=-/ 


nnd,  well  für  ^  =  0  -p-  =  t: 

dx 


0 


0 

Dareh  nochmalige  Integration  wird  erhalten 


X  X 


/*  /  *  M 

dx  I    —^dx 


.  0  0 

mrfiirar=o  y  =  c,  also 
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worin  M^  dnrcli  1)  bestimmt.  Dies  ist  die  allgamciiisle  Form  für  die  Gtei< 
ung  der  einstigen  Linie.  Sie  gilt  für  homogene  nnd  beterogeae  Stälie  e< 
Htanten  oder  veräudorlichen  Quorsciinilts  von  [  bis  od  vielen  Oeffnui 
für  frei  aufliegende  oder  eingespAnnte  Enden  nnd  bei  jeder  Art  von  B 
lAHtnng.  So  lange  indessen  Nichte  über  &  voraniigesetzt  worden,  ist  oi 
Bestiinmnng  der  Integrale  nicht  tnöglicli. 

II.    ÜomogeDs  prismaliscUo  Stäbe. 
In  diesem  Falle  ist  ©  constant.    Die  Anfätellnng  der  Gleichang  i«t  ■ 
wie  auch  in  III  —  besonders  von  den  Werlhen  einiger  heetimtnter  Integra 
abhängig.     Wir   geben    deren  Hcrleitung  der  Uchcrfiicht  halber  in  eini 
speciellen  Capitel.    Aus  1)  nnd  3)  folgt 


■Kf- 


ind  dnrch  Substitution  des  Wcrtbcs  10) 

'JL- 


_g[!J'-.-|--<..'-i'''(*-..)'] 

als  Tangente  des  Neignngswinkcls  im  Punkte  x,     Uitrch  nnclimalige 
tegration  wird  hierana 


lud  nach  Einsetzen  von  11 


OÖ 


\-AMx'-{-Ax'-£P{x 


")']■ 


Dies  ist  die  Gleichung  der  elastigen  Linie  beliebiger  homogener  StÜb»  c« 
Btanton  Querschnitts  bei  ganz  witlkärticbcr  Belastung.  Die  elasüge  Ijii 
verlUuft  stclig,  doch  ändert  sich  das  Curvengcsets  unter  jeder  cnacentnri 
Last  und  überall  da,  wo  sieb  bei  stetig  vortlieilten  Lasten  das  (>c&etx  i 
Vertheiluttg  ändert,  so  zwar,  dass  die  in  solchen  Punkten  ^usamnieuhäng« 
genden  Curvcntliciie  das^elbst  eine  gemeinschaftliche  Tangente  habun. 

Der  Wei'tli  der  Summenansdrilcke  ist  %.  B.  bei  gleichnnKssig  pttrllioill 
Last  von  1  pro  LSngenetnheit  innerhalb  der  ganzen  Oeffnnng 


i-r(j-.,Y=J.,..in.{x-ny-. 
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X 


2]P{x—ay=  lg.da.{x'-ny  =  lqx\ 


0 


Beträgt  die  Last  pro  Längeneinheit  q  von  /i  =  0  bis  a=g  und  p  von 
m=g  bis  a=/,  so  iBt 

TOD  x=0  bis  x=g: 


X 


kp{x  —  nyr=jq  da  (.T-ö)'  =  J  ^ar«, 


0 


X 


S P^x  —  ay  :=^  j q  da  {x  —  nf  —  \  qx^ ', 


0 


▼OD  X=ig  bis  X  =  l: 

9  X 

£  Pix—ny^jq  da  (x  —  ay+lp  da  {x-^ny 


0 


.<y 


i^ 


=  4  ;>^'  -  f  (9-P)  (3x*  -  3flfa:  +  g') , 


i 


a? 


r 


I:P(X'-ay  =  lq  da  {x—ay+Jp  da  (a:  — «)» 

0  9 

=  ^px*-'^  (q—p)  (4x^  —  Ogx^  +  4g*x  --  g^) 

md  man  erkennt,  dass  sich  das  Carvengesctz  bei  g  geändert  hat. 

Ifl.     Homogene  Stäbe  mit  sprungweise  veränderlichem 

Querschnitt. 

Der  Querschnitt  eines  homogenen  Stabes  sei  nicht  auf  die  ganze  Länge 
einer  betrachteten  OefTnung  /,  wohl  aber  zwischen  0  und  x  auf  gewissen 
Strecken  ^i,  e^ — e^  ..,  x^e,  constant.  Die  entsprechenden  Elasticitäts- 
momente  sind  ^09  ^1  •••^«*  Die  neutrale  Axe  war  vor  der  Biegung  eine 
gerade  Linie.    Nach  3)  ist  für  alle  Stäbe 


X 


I1 

dx 


f 


dx 


{) 


und  es  wird  hieraus  durch  Substitution  von  10)  die  Tangente  des  Neigungs 
winkeis  im  Punkte  xi 

dy  ^    _    1 
7) 


dx 


2  6, 


[2Mx  +  Ax'-2  Pix—ny] 


%=s 


26. 


^s  [2A/^s  + /Tr,- 2:/>(r5-«f]. 


Zciltclirtll  r.  Bfathemalik  n.  Phytik,  XVIII,  4. 
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Ferner  gilt  nach  4)  allgemein 

X  X 


=  c  +  TX-'  I  dx  I   -^  dx^ 


0         0 
so  dass  nach  Einsetzen  des  tntegralwerthes  ans  17) 

y^c  +  TX-^^[ZMo^^Aa^--ZP{x^ay] 


6  6, 

et  .  et 


die  Gleichung  der  clastigen  Linie  beliebiger  homogener  Stäbe  bei  spmng* 
weise  veränderlichem  Querschnitt  und  willkürlicher  Belastung.    Ist  ^  cod-  , 
stant,   dann  verschwinden  nach  15)  alle  ^  nnd  Gleichnng  8)  gebt  fiber  ia  \ 
die  für  constanten  Querschnitt  geltende  Formel  6).    Die  Bildnng  der  Smii* 
monauädrücke  in  7)  und  8)  ist  wie  in  IL 

In   den  Tngcnieurwissenschaften   treten   besonders  die   in  II    lind  III 
betrachteten  Formen  als  Brückenträger  auf. 

IV.    Ableitung  der  bestimmten  Integrale. 

Erste  Gruppe.     Unter  der  Annahme,  dass  zwischen  0  nnd  x  bei- 
rt, ,  ^/j,^3...   die  Kräfte  /*, ,  T*, ,  /'s...   angreifen,  haben  wir  folgende  In- 
tegralo  auszuführen : 

X  X 

j  EP{x  —  a)dx,      j  ZPi^x—aYdx.  •, 

0  0  1 


X 


t 


Man  botrachto  zunächst  das  Integral     I  ZPda\    Es  ist 

0 
X  üx  a^  X 

j  ZPdx==j  ZPdx^jZPdx  +  .   .+jzPdx. 
In  jedem  Partialintegral  ist  ZP  constant  und  wird  daher 


X 


0 

=  P,  (x-  «,)  +  P,  {x-a,)  +  .    .  +  />,  (a:-  «,) 

und 

X 


0) 


ZPdx=  ZP{x^a). 
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■  ^i^^^  ^.^^  ^^»^^^v^^^.^-^   ^■^^•^^■^ 


Unsere  beiden  Integrale  werden  nun  ganz  analog   bestimmt.     Man 
merlegt 

SC  SC  sc 

I  2P{X'-a)=l  ZPxdx^j  EPadx 
0  0  0 

and  erhält  dann  wie  oben 

jzPx  dx^\  ZPa^--  jlPfl*;       —jsPa  dx  =  -  ZPax+ZPa" 
O  0 


X 


/X  X 

ZP{x-a)^\2  P(xr-  a)\ 

0 
In  vollstfindig  gleicher  Weise  wird  aus 

X  XXX 

/*  r  X  n  X  n  X 

£P{x-aydx  =  I  SPx*dx  —  2  1  ZPaxdx+j  £Pa^dx 

O  0  0  0 

and  nach  Bcstimmting  der  einzelnen  Integrale 


X 


I 


ZPx^dx^  J  ZPcx?    —^SPn^ 


X 

—  21  SPa  dx=^^£Pax^+     £ Pa^ 
0 

X 

/X  X  X 

£Pa*dx=      ZPa^x-     £  Pa^ 

0 


X 


jZP{x—nf 


11)  /  EPix-'ofdx^^ZPix-^nY. 


Wir  können  hier  zufügen  die  allgemeine  Formel 

X 

V  \      X 

12)  /  LP(X''aY-''^dx  =  —  SP{x  —  aY 


and  den  Werth  des  n  fachen  Integrals 

XX  X 

13)  jdx  Cdx..,  CzP.dx^.^^ZPi^x-nY. 

0         0  0 
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Zweite  Oroppe.  Mit  der  BcdingnDg,  dass  8  swisehen  0  and  s  nicht 
QlMrall  gleich,  •ondern  nur  aur  gewisse  Strecken  ir, ,  «,— <^  ...x — e,  eno- 
•tMte  Wflrthe  S„  9i . . .  8,  habe,  sind  abznleitgii 


P-  fi- 


worin 

Es  ist  sofort 

«bar  mit  RSeksieht  anf  10) 

and  HO  bat  man ,  wenn  poch  allgemein  znr  AbkQrsang  gasetst  wird 
den  Werth  des  ersten  Integrals 

1«)      « 

Wir  kommen  jetzt  zn  dem  Doppel  integral  nnd  haben  nach  14)  and  15) 

fdx  l'^da:  =  ^    fdx  jM.dx  +  ^^^J.  jdx  JM^ 

0  0  0  0  *~        0  0 

Hierin  ist  mit  Rücksicht  auf  11) 

jdxJM:,  dx  =  ^  Nre*  +  ^Aa:'-^£P  (a-— o)" 


dx. 
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'^  .^^-^-,  •^•■«/"rf-- 


I  dx  I Msdx=:  I dx  I  Ji/jgdx  +  l  dx  1  M^dx 


0  0         0  et       0 


e^ 


50  das«  der  Werth  des  ganzen  Integrals 


X 


fdx  r^dx=^^[ZMx'  +  Jx^^£P{x^ay] 


17)        0  0 


1      *=• 


»2: 


^M  ^M 


Die  gestellte  Aufgabe  ist  damit  vollständig  gelöst. 

Andere  Ableitung  des  Doppelintegrals.  Die  folgende  Ab- 
leitung ist  zwar  etwas  umständlicher,  aber  vielleicht  bosser  zu  verfolgen. 
Man  setze  vorübergehend  in  16) 


I  ^9 


J^  [2  Me^  +  ^e*^  —  £P(er-'ay]  =  J^^ 


2  6« 
dann  ist  ^  .        .         • 

Durch  Zerlegen  in  Partialintegrale  wird 
je  X  ex      X  et    X  x    x 

00  0    0  e,    0  et    iy 

Hierin  ist,  nach  16)  ausgedrückt: 

X 

/M  1  * 

-^dx^  —  \_2Mx  +  Ax^'-Z  P^X'-ay] , 


0 

X 


0 


X 


'_f  rfa;  =  — -  [2  Mx  +  Ax^-'£  Pix-ay]  +  A,, 

S  2  0a  • 

0 
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wo  iuuei'balb  der  angegebenen  Strecken  Ji^  Jf...J^  constant.    Man  erbftlt 
also 

0  0 


e,  0 


~üW,^^ '"''  "•'  ^*'*  ~  ^  ''('•-"^J  +  '*'  ('*-'*) 


X     X 


e,  U 

und  demnacb  für  das  ganze  Integral 

X       X 

0     0 

-  ^  2  ^'  l^  '''^''''  +  '^'''''  ~  "^^  ^  (*''-'«)•]  +2*  -^'i*-  'V) 

Nuu  iöt  aber 

A  =  ^'l  +  ^'2 


•  • 


Ab  =  ^'i  +  "«  +  +  «'i 

und  hieraiis 


vrr.v  i=r« 


Hubbtitiiirt  uiaii  deu  Weitb  vou  a^  und  dann  deu  gauzou  Summeuauä- 
druck  iu  das  vorbtebende  lutcgral,  so  crbiilt  uiau  uacb  Reductiou  wie  oben 


X 


/*/*/)/  1  ^ 

dx        -^  d,v  =^  —  [3  Mx^  +  Ax^  -  £  P  {x-aY] 


\)  0 


-irr-  y^//vl3  Mc,  {-ix  -  c)  +  Ac\  {Zx  -  2t\ ) 


»^1 


r 


r 


2:  r{c^—aY  —  3  (o:^  t'  )  £  />(tv— «)»J. 
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Bekanntlich  geht  die  Untersuchung  aller  Verhältnibse  continuirlicher 
SUIb«  und  einfacher  Stäbe  mit  eingespannten  Enden  von  der  Gleichung  der 
elmaUgen  Linie  aus  und  es  ist  mittels  der  gegebenen  Formeln  möglich,  all- 
gemeinste, für  alle  Belastungsarten  giltige  Theorien  aufzustellen. 

Wiesbaden.  Dr.  Jakob  J.  Wetraucu. 


XTin.    Eine  Abbildongsaufgabe. 

Im  Folgenden  wird  eine  Aufgabe  behandelt,  welche  auf  die  Transfor- 
malion der  elliptischen  Functionen  fübrt,  nämlich  die  Aufgabo,  eine  Rie- 
maun'frche  Fläche  T  conform  so  auf  eine  andere  (zusammenhängende)  % 
absabilden,  dass  jedem  Punkte  in  7  ^  Punkte  in  %  entsprechen,  jedem 
Punkte  in  %  aber  nur  ein  Punkt  in  T  entspricht,  und  dass  die  den  Zu- 
sammeiihang  charakterisirende  Zahl  {p)  für  T  und  St  dieselbe  ist. 

da  sei  T  eine  Kiem  an  nasche,  2p4~l'fAch  zusammenhängende 
Fläche ,  die  überall  n-fach  über  der  z;- Ebene  ausgebreitet  ist  und  wie  die 
Wurxcl  s)  der  irreductibeln  Gleichung 


n    m 


▼ersweigt  ist.    Dann  ist  ^  '  * 

n;  =  2(p  +  ;i  — 1) 

die  Anzahl  der  einfachem  Vcrzweigungspunkto  in  T  und  daher 

Ist  nun  j^  eine  in  T  A-werthige  Function,  so  kann  man  über  j^deu  Punkt 

der  Fläche  T  h  Punkte  setzen  und  jedem  Wertho  von  ^  einen  derselben 

entsprechen  lassen.    Wenn  man  nun  in  continuirlicher  Aufeinanderfolge  zu 

jedem  Punkte  in  7' die  entsprechenden  h  Punkte  bestimmt,   so  erhält  man 

eine    geschlossene,  ^-fach   über   der  Fläche    7,   also  n.A-fach   über  der 

s  -Bbene  ausgebreitete  Fläche  %  von  der  Bescha£Penheit,  dass  jedem  Punkte 

\u    T  h  Punkte  in  %  entsprechen.     Es  besteht  die  Fläche  %  aus  h  Theil- 

flächen ,  die  alle  der  Fläche  T  congruent  sind  und  die  mit  Ti ,  7,  . . .  Ja 

bezeichnet  werden  mögen.    Zwischen  entsprechenden,  d.  h.  in  Bezug  auf 

die  Theilflächen,  denen  sie  angehören,  gleichgelegenen  (oder^gleichgezähl- 

ten)  Blättern  in  £,  also  zwischen   den  Theilflächen  unter  einander,  liegen 

Venweigungspunkte  (findet  Verzweigung  statt) ,  wenn  anders  alle  Werthe 

von  i  durch  stetige  Abänderung  (Fortsetzung)  eines  speciellen,  inde^  ^  als 

Function  des  Ortes  in  T  augeseben  wird ,  erlangt  werden  können  und  wenn 

die  verschiedenen  Werthe  von  j^  für  denselben  Punkt  in  T  nicht  in  Gruppen 

unter  einander  gleicher  zerfallen.    Gäbe  es  an  irgend  einer  Stelle  einen 

Verzweigungspunkt,  der  nicht -gleichgelegene  Blätter  verbände,  so  würde 

man  dadurch,  dass  man  die  Yariabele  z  in  den  h  gleichgelcgencn  Blättern 


*  Siehe  z.B.:  xYllgemeine  Thoorio  und  Herechiiuiig  der  continuirlicheu  uud  üiu- 
fachen  Trager.  Für  den  akademischen  Unterricht  und  zum  Gebrauch  der  Ingenieure. 
Von  Dr.  phil«  Jakob  J.  Weyrauch.     Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubuer,  1873. 
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der  Tbeilflächen,  iu  deren  einem  der  Verzweigungspunkt  liegt,  herumführt, 
in  /t  — 1  Blättern  zu  demselben  Werthe  der  Function  8  zurück.,  in  einem 
Blatte  aber  zu  einem  neuen  Werthe  gelangen,  und  es  würden  demnach 
einem  Punkte  in  T  h-\-\  Punkte  in  X  entspreclien,  oder  es  müssten  zu  einem 
Punkte  von  T  (oder  vielmehr  zu  jedem  Punkte  eines  endlichen  Flächen- 
stücks um  jenen  dem  Verzweigungspunkte  in  T  entsprechenden  Punkt 
herum)  /t-fl  Werthe  von  ^  gehören,  was  gegen  unsere  Annahme  ist. 

Jede  Function  ^  einer  Fläche  £,  welche  die  eben  skisszirte  Gestalt  hat 
und  deren  Werthe  für  einen  Punkt  in  T  nicht  in  Gruppen  unter  einander 
gleicher  zerfallen  (was  ausgeschlossen  ist  *),  ist  die  Wurzel  einer  irreducti- 
beln  Gleichung  vom  Grade  h  nach  d  mit  rationalen  oder,  wenn  man  will, 
ganzen  Coefficienten  in  s  und  z.  Wird  ^  in  t  Punkten  von  St  unendlich 
gross  erster  Ordnung,  so  verschwinden,  die  Coefficienten  als  ganze  Func- 
tionen vorausgesetzt,  sämmtlicbe  Coefficienten  dieser  Gleichung  in  je 
f  Punkten'**  von  T  und  dann  noch  in  einigen  anderen,  für  die  alle  Coeffi- 
cienten  gleichzeitig  verschwinden.  Sind  nämlich  ^i ,  i^t . . .  Sa  die  verschie- 
denen Werthe  von  ^  für  ein  Werthepaar  (5,  z)  und  ist  a^  eine  ganze  Func- 
tion von  s  und  z,  die  in  1  vorgegebenen  Punkten,  für  welche  ^  unendlich 
wird,  verschwindet,  so  ist 

«.(f-«.)  (f-8.)---(f-3A)  =  5 [f,(*,2)]  =  «o !*+«.?*-'  +  •••  +  «* 
eine  einwerthige  Function  in  T,  die  für  alle  endlichen  Werthe  von  s  und  : 
endlich  bl^bt  und  deren  Coefficienten  «i ,  a, . . .  a^  folglich  als  ganze  Func- 
tionen von  s  und  z  dargestellt  werden  können,  und  die  für  f =j^  in  £  überall 
verschwindet.    Demnach  ist  j^  die  Wurzel  einer  Gleichung 

g[«,(5,z)]  =  flo«*  +  «ii8*-»  +  ...  +  «A-i3  +  öÄ=0 

und  es  müssen,  da  ^  nur  für  i  vorgegebene  Punkte  unendlich  wird,  die  in  s 
und  z  ganzen  Functionen  a^,  ff| ...  in  den  übrigen  Punkten,  in  welchen  a^ 
noch  verschwindet,  ebenfalls  sämmtlich  Null  werden. 

Die  Function  ^  (f,  5,2)  ist  aber  eine  unzerfällbare  Function;  denn  jeder 
rationale  Factor  derselben  bildet,  da  er  für  einige  der  Wurzeln  ^1,  ^^  ...^a 
verschwindet»  für  \=i  eine  Function  von  s  und  z,  die  in  einem  Theile 
von  SC ,  der  einige  der  Theilflächen  £1 ,  Xt^-Xh  ganz  enthält ,  überall  ver- 
schwindet, folglich,  da  die  Theilsysteme  unter  einander  zusammenhängen, 
in  der .  ganzen  Fläche  Null  sein  muss.  Zwei  unzerfällbare  Factoren  der 
Function  ^  könnten  aber  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Werthepaareu 
{$,  z)  zugleich  verschwinden,  wenn  nicht  der  eine  durch  Multiplication  mit 
einem  constanten  Factor  aus  dem  andern  erhalten  werden  kann.     Dann 


*  Damit  ist  nicht  gesagt,  dass  sie  nickt  für  denselben  Werth  von  2  in  Gruppen 
unter  einander  gleicher  zerfallen  könnten. 

**  Fällt  ein  solcher  Punkt  für  irgend  einen  Coefficienten  auf  z  =  od  oder  «  =  x, 
so  wi4d  dieser  Coefficient  dort  in  einer  um  Eins  niedrigeren  Ordnung  unendlich ,  als 
äie  äbfigea  Coefßcienien, 
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^»WM^^^lA^^rfW/V^^^^N^.^ 


,     V     ^.    1.        ^   ,•   -mf      ^  ^  -—      ■.'.^^«.-«i-.^^^tf     .-V  «b^S^   ^  S 


stotea  aber  die  Wertbe  von  %  für  denselben  Punkt  von  T  in  Gruppen 
nitar einander  gleicher  zerfallen,  was  aiisgescblosscn  ist.  Folglich  muss  ^ 
•me  ooierfKllbare  Function  sein. 

Betrachtet  man  nun  %  als  Function  von  z,  und  %  als  über  der  s- Ebene 
<i*fach  aasgebreitet,  so  wird  man  zwei  Falle  unterscheiden  können. 

Entweder  ist  die  Function  %  die  Wurzel  einer  irreductibeln  Gleichung 

iwischen  i  und  z  vom  Grade  h.n  nach  ^  unü  t  nach  z,  nämlich  dann,  wenn 

^  &  Werthe  von  d  für  dasselbe  z  nicht  in  Gruppen  unter  einander  gleicher 

wfallen.    In  diesem  Falle  ist  ^  wie  %  und  %  wie  ^  auch  bei  der  über  der 

<*Ebene  gedachten  Ausbreitung  verzweigt,  und  jede  in  St  einwerthigeFunc- 

te,  also  auch  s,  kann  rational  in  %  und  z  ausgedrückt  werden.    Jedem 

J^utkte  in  %  entspricht  ein  einziger  Punkt  in  T. 

Oder  die  Werthe  von  ^  zerfallen  in  Gruppen  unter  einander  gleicher 

Ar  dasselbe  z,  und  X  zerfällt  in  ebensovicle  TheilflUchen  (die  mit  einander 

*ieht  susammenhängen) ,  als  Gruppen  vorhanden  sind.    (Diese  Theilflächen 

tonnen  offenbar  bei  unseren  Annahmen  nicht  aus  einer  ganzen  Anzahl  der 

frflher  besprochenen  Theilflächen  T, ,  T, . . .   bestehen.)    Dann  ist  £  zwar 

vie  l  verzweigt,  aber  nicht  %  wie  jt,  d.  h.  es  entspricht  dann  wohl  jedem 

Paukte  von  St  nur  ein  Werth  von  d,  aber  nicht  jedem  Werthe  von  ^  nur 

ein  Punkt  in  St«    In  diesem  Falle  kann  die  in  %  einwerthige  Function  s 

nicht  rational  durch  ^  und  z  ausgedrückt  werden ,  sondern  nur  als  Wurzel 

einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  rational  in  Bezug  auf  ^  und  z  sind  uncl 

<*«r€n  Grad  (in  Bezug  auf  s)  gleich  der  Anzahl  der  Gruppen  ist.    Dieser 

*^eite  Fall  ist  aber  den  Bestimmungen  unserer  Aufgabe  zufolge  hier  aus- 

sQschliessen.  ^ 

Wir  beschäftigen  uns  affi  nur  mit  dem  Falle,  in  welchem  die  Werthe 

^on  2  £^  dasselbe  z  nicht  in  Gruppen  unter  einander  gleicher  zerfallen,  und 

^^11  unserer  Aufgabe  gemäss  die  Forderung  hinzu,  dass  St  nicht  mehrfach 

^Mmmenhängend  sein  solle ,  als  T.    Ist  nun  w  die  Anzahl  der  Verzwoi- 

^J***g8pankte  in  T,  ip  die  Zahl  derer  in  St)  und  ist  die  Zahl  der  zwischen  den 

■***lflÄchon    T, ,    T,  . . .  Ta   vorhandenen  Verzwoigungspunkte  2v,   so   ist 

'^^fenbar 

lp  =  Ä.w4-  2v. 

ytese  2  V  Verzweigungspunkte  können  inj  beliebig  gewählt  werden,  nur 

*"^er  zwischen   entsprechenden   Blättern   der  Theilflächen  T,,  T,...7yi. 

l^tQQrch  nun,  dass  man  zwei  solche  Verzwoigungspunkte  in  zwei  Blättern, 

den»  i»"  und  X'**"  eines  Systems  7)i,  und  ebenso  (wie  das  sich  von  selbst 

^*ttteht)  des  durch  diese  Verzweigungspunkte  damit  verbundenen  Systems 

V  '0  eine  Verzweigungsstelle  jeuer  zwei  Blätter  (A  und  A')  gleichzehig 

liioeinrückt,  kann  der  Zusammenhang  zwischen  diesen  beiden,  dem  X'^"  und 

i  '*■  Blatte  in  Ty,  und  dem  gleichgelcgenen  von  7)*/  aufgehoben  werden ; 

JafBr  stellt  sich  jedoch  eine  Verzweigung  zwischen  dem  A^^"  Blatte  von  Ty^ 

md  dem  A'^«"  in  Tß»  und  zwischen  dem  A'**»"  in  7^  und  dem  A^*'"  in  T^'  her. 


eigaiigspuoki  in  T^  swNchen  Am 
,Ivaigllug^pu^l 


Es  sei  nätniich  k  dor  betraclitm 

k'"-  und  l'  "="  Blnite,  A'  der  enrsj 

KwisL-Ueu  dorn  i""'  Blatte  von  T^  und  7«'.  «'  "ie""  swiacliei 

UDd  Tß',  und  x  x'  seiuo  uxlio  au  A'  uod  /c  gerückt  und  werden 

übereinauderliogend  geilaclit.     Führt  uiau  d&uo  itit:  Vnriabelo  • 

eiu  G(tbiet,  Über  welcUom  die  V^rzweigungsjiunkt 

li,  Ar',  X,  k'  liegen ,  und  nimmt  dauD  ah  AnfaugsUge  vou  :  eiucu  l'oukl  ü 

i""  Blntte  voD  T/i,  so  kann  man  bicli  voistelleu,  man  sei  erst  um  K  \ientm 

gegaiigi-u   uiid   dadurch  in   dan  k'"  lJl«tt  von  Tft  gelitngt,   und    datiu   nm  i 

herum  und  d.idurub  ine  l'"  Blalt  von  T^-  g'-langl.    Man  ist  also  durch  e 

gaiiEcu  Umgang  dnrch  oiii  beide  Versweigutigspuukte  calbahrndes  G»bi« 

;ine  Äuraugstagc  zurückgekehrt  ist,  aus  dem  i}'"  Blnlie  viiu  7 

fou  T/t-  gelHHgt.     Umkreist  man  datisolbn  Gebiet  uechutalii,  t 

tagt  man  (mittels  k')  ius  k^'  Blatt  vou  T^-  uud  dann  (mittels  x)  iaa  X 

K  zurück. 

1  Punkte  im  V"  Blatte  vuu  Tfi  aus ,  «o  g«-' 
ug  des  lesjiroi^henen  Gobietoa  iua  Jl*'  BIktt 
u  die  Aufangslage  zurück.  Wenn  alsa  x,  i 
,  HO  werden  aus  jenen  vier  Verzweigniig 
B  Art,  VerzwoigungspDiikte  ycrschwiadan  I 


Geht  mau  ebenso  von  eiuei 
laugt  mau  durch  eine  Umkreiai 
vou  I'q',  durch  eine  nochmalige 
iu  A.nud  Ar'  hineingelegt  werdei 
pankten  nur  zwei.    Eine  ander 


machen,  giebt  es  nicht.  Es  können  jedoch  durch  eiu  solcheit  HineiDriicki 
von  Verzweigungspunkten,  die  Ewischeu  TheiltläcUen  liegen,  in  solcbo,  d 
diesen  allein  angebiiten,  uieinals  mehr  Vemwuigungspuukle  anfgebobi 
werden,  als  binoingesclioheu  worden,  und  die  Zahl  tu  erliült  dnhcr 
Minimalwerlh,  weuu  sie  gleich  'i.w  iül.  Dul^  ergiebt  »ich  die  dou  Zasai 
meuhaug  der  Fläche  Z  charakterioirende  ^il  1),  wenn  Vß  den  klciusli 
Worth  benitat: 

l>  =  4(Aw  +  2-2A«)  =  A(lm-n  +  l)^(A-l)  =  A(p-l)  +  l. 

Deuinacb  ist  ))  =  1 ,  wenn  p  =  l  ist  für  jodoa  A.  Wenn  abor  />)>  1  n 
kanu  man  ausser  eindeutigen  Abbildungen  (d.  b.  A=l)  keiuu  tindBu,  dio  di 
Bedingung  entsprächen,  dass  t  denselben  Zusammenhang  habe,  als  T,  m 
nicht  tu  TheiUysteme  zerfalle.* 

Die  Flächen  T  und  £  sind  also  höchstens  dreifach  zusammcubJlngcii 
(pi^l),  und  dieser  Fall  aliein  soll  weiter  betrachtet  werden. 

Ums  tiberall  cudücbc  Integral  m  in  T  ist  auch  ein  überall  eudlkiM 
Integral  (erster  Gattung)  iu  £;  aber  der  FIHcheninhall  des  endticlif 
Stückes,  auf  welches  £  einmal  durch  u  abgebildet  wird,  ist  oQ'eDbar  A-uu 
Ko  groKS  als  das  Stück,  auf  welches  T  oiiinial  (d.  b.  dio  io  eine  einfach  ii 


bekaniiten  8utE  ableiten,  wenn  p^t  1 
n  audtfro  dcr^cltien  Clausa  (d.li.  mitdi 

einen  m  i'hrili-Qtii;i'  I^unctionen  il«r  amh 
Icr  erat»»,  wuliruiiil  Mva  Tür  «UipUat&ä  I 


*  Daraus  kuim  miu  leicht  den 
Abcriciit)  Functioueu  köuucu  uicht 
b^ijij  truDiiformirt  werden,  au  dns«  dt 

diese  aber  eiiideuligo  Fuuuliiiiieii 
se^  waLI  luOglich  ist. 
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saminenh&Dgende  zerschDittene  Fläche)  abgebildet  wird ,  weil  die  Werthe 
Ton  #  in  j^  in  A  Gruppen  nuter  einander  gleicher  zerfallen,  oder  weil  jedes 
Theilsystem  (7] ,  T,  . . .  7^)  auf  ein  gleichgrusses  Stück  durch  it  abgebildet 
wird. 

Aus  demselben  Grunde  folgt  >  dass  die  Periodicitätsmoduln  91  und  33 
des  Integrals  erster  Gattung  in  X  aus  den  Periodicitatsmodulu  A  und  B  des- 
selben Integrals  als  Function  in  T  in  der  Form 

enthalten  sein  müssen,  worin  a,  ß,  y^  ö  ganze  Zahleu  sind.  Deuu  jedes  lute- 
gral  einer  Function  von  s  uud  z  über  eine  geschlossene  Cnrve  in  X  erstreckt, 
kann  aerlegt  werden  in  eiue  Suuime  von  Tutegralen,  welche  über  eine  ganze 
Aaaahl  geschlossener  Curven  in  T  erstreckt  werden,  oben  weil  die  Werthe  s 
ia  %  in  Gruppen  unter  einander  gleicher  zerfallen.  Aber  das  Integral  t/, 
ftber  eine  beliebige  geschlossene  Curve  in  T  erstreckt,  ist  in  der  Form 
mA'\'nB  enthalten,  wenn  m  und  n  ganze  Zahleu  sind.  Die  Gleichheit  der 
Flichenskücke,  auf  welche  u  T  /t-mal  und  X  einmal  abbildet,  liefert  noch 
(vergl.  Crelle's  Journal,  Bd.  75  S.  229)  die  Relation 

aö  —  ßy  =  h. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  unser  Abbilüungsproblem  mit  dem  der  Transfur- 
matioD  elliptischer  Functionen  vom  h^^^  Grade  zusammenfällt. 
£b  sei  nun  T  wie  die  durch  die  Gleichung 

bcfttimmte  Function  s  verzweigt.  Die  Fläche  T  ist  dann  überall  zwtnfach 
iiber  der  :- Ebene  ausgebreitet  und  hat  ihre  Verzweigungspunkte  über  den 
Stellen  1,  —  I,  !:Ar,  —  l:Ar  der  z- Ebene.  Eine  Fläche  £,  welche  A-fach 
^r  T  ausgebreitet  ist,  hat  demnach  4/i  Vcrzweigungspunkto  zwischen  den 
Btettem  der  Theilsysteme  T,,  T, ...  7^,  die  über  denselben  Punkten  der 
<*£beno  liegen,  und  ausserdem  2v  willkürliche  zwischen  entsprechenden 
Wütem  der  Systeme  J, ,  J, . . .  Ja. 

Hon  müssen  dem  Vorhergehenden  zufolge  die  2v  willkürlichen  Ver- 

'^eignngspunkte  in  X  so  vertheilt  werden,  dass  sie  alle  auf  die  unbewcg- 

'^htn  (über  +  1 ,  i  I  :Ar  liegenden)  fallen  uud  sich  mit  diesen  zusammen  so 

^^fbinden,  dass  ihre  Anzahl  nicht  vermehrt  wird.    Dann  wird  die  Fläche  2; 

*^  Sestaitot  sein,  dass  sie  über  +1,  +l:/t  4h  Verzweiguugspuukte  besitzt, 

^Icho  die  Fläche  X  zu  einer  wirklich  zusammenhängenden  machen.    Man 

^Jfflso  zu  jeder  2/t  blättrigeu  Fläche  gelangen,  die  4h  Verzweiginigspunkte 

^jdie  sämmtlicfa  einfach  sind  und  nur  über  +  1 ,  +  l:/<f  liegen. 

Umgekehrt  ist  s  in  jeder  zusammenhängenden  Fläche  X  mit  2h  Blättern 

^  4Ä  Verzweigungspunkten,  die  so  liegen,  dass  in  jedem  Blatte  über  den 

Vllen^I,   +  1  :  Ar   ein  einfacher  Verzweiguugspunkt  liegt,   eine  ein- 

^^•rthige  Function  des  Ortes,  denen  Werthe  in  /*  Gruppen  unter  einander 

^loieher  zerfallou. 


■  %    TETSWl^gt    Ut  ■ 

■  Wavtfc«  fh(  d— »rlbf  z  wiAl  m  Ojmffem  mmtet  etsatuler  glokl.i 

Ihboi,  ■UHBaiBSWM*imdkke**Al'*Bl*i>*ktu>>i'  ^ 
Wr  wiUra  Inam  swMpmk»,  disfiber  1:£  und  — [-^, 
I  dabec  r«  die  Giüae  «,  in  der  Glekkins  S£'>('<OJ  = 
I  »,  «eleiM  DU  :  =  4;  1:1  SaD  vinL    D«aüt  i  ßr  r  oder  (  pl«id 
iJficb  ntdUcb  Uvibe,  maa  dieac  Glekbmg  die  GeMah  haben 
5  =  ,»»  +  (,l,+.».)i'-'++(J»-i  +  «A-i)  «  +  ■**+**« 

Die  Kvnctioii  o,  becHxt  in  dioem  Falle  utma  deo  vorg«gobeneii  PankW 
+  I  iJl  keine  i'nitkle  veiter,  für  die  «ie  noch  TPnctiwiade ,  Dod  die  CoelS 
dentPB  der»elben  be^itKCD  dabei  keiae  I^ukte,  flu  die  sie  gcn)<-iD5*tu  vei^ 
■ehwinden.  Die  so  definirte  Fsnetion  §  wird  sieb  nnn  in  -lA  Vcrzweigangfa 
unakteB  Aber  Ji '  •  jt  '  '^  «erzweig«n  and  aiusetdein  noch  ti 
teu,  die,  weil  i  nur  <;ine  Fanedon  von  j  (nicbl  expliciic  von  =)  ist,  pai 
(IberninanduT  lirgüu,  so  tlu«  man  -ii  —  l  Pure  bat.  Um  ^  nuseret  AnCgAl 
geniJUN  £u  bectimuiHii,  iua»s  tmtn  die  2A  Con^tautpn  J, ,  f , ,  ^,  . . .  A^,  B^  I 
wäbleu,  dsife  g  oicbl  in  FBctoien  serfailt  und  daaä  die  sA  —  2  Paare  v 
VeTxwcigimgR{iaDktGn,  dt«  vüd  die4eii  CoDsUnten  «bbängen,  alle  aacb  IM 
aur  die  Panklc  +1,  +1:A  fallco,  aliio  to,  da«  die  Diücrtiuinante  di 
Ui«ichmig  5  =  0  uur  filr  1=  +1,  +1:*  rerscb »rindet. 

Uiü  swiacbcD  S  und  z  bestebende  GleicbuDg  etUalleu  wir  dedarab,  dal 
r  In  dem  Ausdrucke 

.Vi-*'**-** 


=/^^.- 


Jk  +  Bä^ii+-+*,i 


u 


»ubBlimiiü».  Uildtit  üian  durcli  die  so  crballeiie  üleicbmig  die  Fläcbe  Z  m 
eine  l-'lAcho  @  Über  dor  g-Ebono  nb,  ho  muss  dio«c  obcuralls  dreifA 
«u««tJiiiionbain;«"J  sein,  wenn  esX  ittl;  sio  darf  bIso,  weil  sie  xweltilXUet 
Ul.  utir  vier  VorswoigutigspUDklo  benitzen  und  es  iiiUedeu  deninaclt,  da 


ittt, 


II  >l/i  Wurzeln  der  Gleicbi 


/(F'-U').{V'/^-V') 


■ilt  —  2  diipjirhc   und 

I(l!clllll1llgl.'tl  IllllUlitulll 

«lUiiÜHdieii  l 


inraulie  eieiu.    Mau  biit  aU»  genau  dtueielUi 

iicobi  im  ersten,  vou  dri*  Tiauaforwalion  di 

baudolndcii  Tlioile  dor  Fiiniiamrnta  nova  «usgeriibrt  In 
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'  -^  ^^•■•^-'-.•■^  •  ^■^^'^^^■^.^^f  .^^ 


XIX.    üeber  einige  bestimmte  Integrale. 

I. 
Ist  fpi  ^n— 1,  80  giebt  die  Zerlegung  in  Partialbrüche: 

(Imrni                 Immi  \ 
g     "              e ^    1 
__Tnir^  rniV 


2n 


Setzt  man  n^m  statt  m  and  berücksichtigt,  dass 


—  Imrni 
iJ r/ri 

lo  folgt 


(2mryri  2mr7ri    V 

g  "  g      "  \ 

l  — arg     «         1  — arg«  / 

Diase  Gleichung  zur  vorhergehenden  addirt,  giebt 

m 

\  —  2x  cos ha:* 

n 

oder,  jr  =  ß*  gesetzt: 

\  —  ^i'  cos 

11 5^ = 1-2-^005 


1— 2g''ro5 J-g2«^ 

7i 


a%0  +  '^')        ^,,,2 


d  logix  —2e-'' cos^-^  +  g-2r  ) 


dv  n  d  V 

Mittels  dieser  Gleichung  erhält  man  unmittelbar 

J  v«^  — 1  g-""— 1       / 

r=rn-l 


.    "^         2rmn;,        /  r7r\       ^ 


r= 
WO 


r=n-.l 


c         "^T!         2rm7t       (  rn\ 


r=: 


Vertaascht  man  r  mit  n  —  s  und  setzt  nachher  wieder  r  statt  s,  so  ist 
aneh 


r=#i— 1 


.^^  n  \  n  f 


r  = 
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Addirt  man  diese  Gleicbang  zar  Gleichung  2),  so  folgt  noch 

.  r»        ^Cl         Irmn    ,       .  r« 

4)  iS=      >'  cos .hgstn — . 

^^g^  n  n 

Setzt  man  mit  Ganss 
80  ist 

OD 


1 


/(^ 


0 

odor,  im  Integrale  rechts  u  =  2nv  gesetzt: 


Zieht  man  von  der  vorstehenden  Gleichnng  die  Gleichung  l)  ab^  so  folgt 

'i*(7-)+**(-")--/(-r-i^)^- 

Unter  Zuziehung  der  Gleichung  5)  für  2=0  und  m=p  findet  man,  da«»  . 
(las  Integral  auf  der  rochton  Seite  dor  vorstehenden  Gleichung  den  Worth    j 
rp  {())  —  log 2  n  hat.    Es  ist  folglich 

«)  4^(-  ,7)+  i  ^  G  -  0  =^  ^+  ^(^^)  -  '^'^'^•'- 

Da  nun 

(7ti  \          (m        \  m 
I—  T/;l ll  =  7r  rotafig  —  n , 

so  erhält  man  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (>) 

X  /  '''\  .  "'  /      N  , 

7)  t|;  ( I  =  ^TtcoUmg  _  ;t  4.  N  4.  t|;(0)  —  %2w  , 

wo  iS  durch  eine  der  Oleichungon  2),  3)  und  4)  bestimmt  ist. 

In  den  .JJommculnt,  Goüing.^\  T.IIp.^^,  hat  Gauss  die  Gloichiuig  7) 
(inrcli  ziemlich  vorwickolte  algebraische  Betrachtungen  abgoleitet.  Er  l»o- 
morkt  dort  über  diese  Gleichung  und  eine  ähnliche: 

,.Cctrnit7i  romhifiatis  his  acfjuaiiombus  cum  acqualione 

V<(z  +  n)  =  rp  (z)  +  ^^  +  ^  ^^  +  .    .  +  ,-^ 

spofitc  patnt,  ^'(35)  pro  fjttovis  imlorc  ralUmnli  ipsius  z,  pnsUivo  scu  negtiliru 
per  i/'(0)  nlqttr  logarilhmos  drlcrmiunri  pttssc  ^  quod  Ihoorcmn  snne  marime  est 
mcmorahilr.^'^ 
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Bei  dieser  Gelegenheit  möge  eine  eigenthümlichc  Entwickelung  für 
^(s)  angemerkt  werden.   Setzt  man 

1  •* 
M>  erhftlt  man  ans 

i 


die  bekannte  Gleichung 
wo 


«X  ..  /»(l-«)...(n-l-x)  /» 


0  0 


Die  Gleichung  8)  mnltiplicire  man  auf  beiden  Seiten  mit  c~^*+')"  nnd 


snbtrahire  auf  beiden  Seiten  — ;  dann  ist 

tl 


tl  e"— 1        u       ^    ^  ' 

n=:l 

oder 

= Eon  (l-e-')"-i .  e-C^+O". 

U  «" — I  tl 

Mittels  dieser  Gleichung  geht  die  Gleichung  6)  über  in 

flj  Ol  1.2<i, 1.2.3»^ 

""^+1       (z  +  l)(c+2)'"(z  +  l)(^+2)(z+3)^(t+!)(r  +  2){z  +  3)(^  +  4)"-' 
wo 


n(n)  =  r(n+ 1)  =  / ^^  tl"  f/ti 


0 
gesetzt  ist. 

TT. 
Die  bekannte  Gleichung 

ati=  -r 


/t^ 


1+ti  sinnz 

0 

wo  0«<2r^l,  iMsst  sich  auf  folgende  Weise  auf  den  Fall  ausdehnen^  dass  z 
eino  complexe  Grösse  2=jJ  +  yi  ist,  wo  i=j/ —  l. 
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'^  »^>    »<-^x-^^-^         r  ^^f  ^  ■r  ■'  ^^s^^   ^4 


Setzt  man  in  den  Gleichungen 

fc  — 7^-  — r^-  =  w  TTz: — : =  — + 2  >  (—  u"  "rrv:7.r"  ♦ 


2»;c  =  ri  nnd  it'  =  1  —  2a:,  so  gehen  dieselben  über  in 


^,        -^        ) 


,1» 


tf(i-*)»  — e*«*  "^2«7rsin2w«a: 


2)  ^:r—. =         4y 


c"  — 1  ^     M*  +  (2n«)** 


11=1 


In  der  Gleichung  1)  ist  0  <  a:  <  I ,  in  der  Gleichung  2)  ist  <►<«<!• 
Die  Gleichungen  1)  und  2)  bleiben  unverändert,  wenn  x  mit  \  —  x  vcr- 
tanscht  wird;  dann  gilt  die  Gleichung  2)  noch ,  wenn  0^\  —  ^^^.  d.i. 
^<^.T<1.  Ilicraus  folgt,  dass  man  in  der  Gleichung  2)  0<<x<l  vorana-  , 
setzen  darf,  während  in  der  Gleichung  1)  0<  .r^l  ist.  Im  Folgenden  soll 
0<^.r<^l  angenommen  werden. 

Setzt  man  in  1)  «r:^^,  dividirt  auf  beiden  Seiten  durch  2?/,  so  folgt 

\u       ,•^4  "  —  r-H V  II  ^  M»  +  (2 w  »)• 

und  hioraus 

X 


:«) 


0 

Die  Gloichnnp^ 


'n 


0 
j;ilt  für  (»in  l)oliol»ig;os  roollos  odor  comjiloxos  z.    Nimmt  man  c=- — J,  so  \<t 
dio  linko  S(*ijo  von  l)  ^loicli  }^-lnr/ii,  also 

o 
D'ioso  Gloicliunfjf  zu  .'l)  addirt  und  dio  Summo  mit  2  multiplicirt,  giolit 

X 

6 

Setzt  man  in  der  Ciloichnng  4)  r  =r  ,r  —  1  +  ///  nnd   z  —.  —  ar  —  t/t\  nn»l 
addirt  dio  so  orlialtonon  Oloichnneron,  so  foltrt 
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log n (a;—  \+yi)  Tli^x—yi) 

00 

0 
Diese  Gloichnng  von  der  Gleichung  5)  subtrahirt,  gicbt 

log2n  —  logll  (a;  — 1  +yi)  77  (— a--  yi) 


wo 


0 

00 


/•/2       ^(1-^)"  +  ^"  \du 

=  11 ras  yu]  —  , 

J    \u  tf"  —  1  )  u 


7) 


/ 


e"  —  1  w 


Wegen  der  Gleichung  1)  lässt  sich  das  Integral  P  auf  folgende  Art 
darstellen : 


/>  =  2 


d.i. 


6 

Seist  man  rechts 

ny^=^loge^^y^ 

ao  läBst  sich  P  auch  auf  folgende  Form  bringen : 

/>=  J  log(e^^y  +  ß-2/ry  _  2  C052  «  a-) 

=  4  log2{ros2ny  —  co527ra:)  =  ^  /o<74  si/i «  (a'  +  y  f)  5?« n  {x  -yi) 
oder 

B)  />  =  /o^  2  +  J  /ogr  Äfff  TT  (ic + y  f )  sin  n{x^y  f ). 

Das  Integral  Q  in  7)  lässt  sich  mittels  der  Gleichung  2)  auf  folgende 
Form  bringen: 


d.  i. 

_  -  sin2nnx 

n 

n=l 


n=:l 
r  mmihmmalik  a.  Phytik,  XVJII,  4,  ^S 
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l  +  e-^-s  i  —cosiifv 
Diese  Qloichnag  Usst  sich  küner  schreiben : 

—  Qss!  arclang 
Dft  noB 

Mbl 

d.h. 


=  l  %  -^ 


-llog- 


itnmx  co)ny\  —  cositx  smityi 

Diese  Gleiehnng  »nr  Oleichang  8)  addirt,  giebt 

P-JfQi^log^  +  foff  smw  {x+yi). 
Beut   man  (lieseo  Werth   vod  P+0i  in  die  Gleichung  6)  rmA  geht  1 
den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  über,  so  folgt 


■wa  die  reelle  Grösse  x  der  Geschränkung  0<Cx<^l  enterworfen  ist. 

Durch  Trennung  des  reellen  und  imagiaSreo  Thoiles  lassen  sich  KM 
der  Gleichung  6)  zwei  Integrale  herleiteo.  Die  Gleichung  0)  iHsst  sich  inek 
noch  nuf  anderem  Wege  dedncircn ,  wenn  man  das  Integrnl  anf  die  Gren- 
zen 0  und  1  bringt  und  die  folgenden,  leicht  xu  beweisenden  Gleichnngen 
Anwendet : 


/■■ 

I 


IS  (S%UJ  011  = 


"  +  1 


m{ylogu)du 
n-l-l^O  voransgesetzt  iat. 


(„  +  l).  +  ^' 


m  +  iy+!^' 


III. 


Aus 
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■  ^^^s^/^^t^^^^  ^mL^^r^'i^"^  ^  ^ 


folgt,  l-f-v=t<  gesetzt: 


00  00  00 


0 

Nimmt  man  zur  Abkürzung 


^    n  +  z 


ist 

GO  _X 


J'E^^..s=fll-^y^.'>,u. 


1  i 

Sobtrahirt  man  auf  beiden  Seiten 


7/   ;/«-"»«. 


r=l/ 


1 

•o  ist 

.00  _oo 


O 


J       u  tz    J   \u      e--l      V 

1  1- 


0 

1 


»)  *=/(eir^+4-7)^"^''- 


0 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Oleicbnng  1)  ist  aber  gleich 
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Die  Gleichnng  3)  giebt  dann 
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Diese  Entwickelang  der  links  stehenden  Transcendenten ,  des  sogenannten 
Integrallogarithmns ,  scheint  bisher  noch  nicht  bemerkt  zu  sein.  Bei  dieser 
Gelegenheit  möge  eine  sehr  einfache  Reductionsmethode  eines  Integrals 
anf  die  obige  Transcendente  noch  Erwähnung  finden.  Bildet  man  das  Pro- 
dnct  der  beiden  Gleichungen 
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Man  integrire  zuerst  nach  u  und  zerlege  das  Integral  in  Beziehung  auf 
V  in  zwei  Integrale  mit  den  Grenzen  z,  oo  und  0,  z;  dann  ist 
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Da  nun  in  beiden  Integralen  in  cos  au  immer  a  positiv  ist,  so  giebt  die 
Ausführung  der  Integration  nach  u 
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EiDBo  ADdern  Werth  von  V  erhält  man,    wenn  man  V  auf  folgende 
^mi$B  sc b reibt : 
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lotegrirt  man  dann  im  Doppolintegral  zuerst  uacli  v^  so  ergiebt  sich 
für   V  eiue  Gleichnug,  welche  in  Verbindung  mit  der  obigen  eine  bekannte 

Cntirickelung  des  lutograllogaritlimus  liefert. 

A.  Lnneper. 


Zur  Geschichte  der  mechanischen  Wärmelehre  und  der  Theorie 

der  Oase. 

Unter  Denjenigen,  welche  in  der  Geschichte  der  mechanischen  Wärmo- 
theorie  neben  Kumford  und  Pluraphrey  Davy  genannt  werden,  wird 
aach  S.  Carnot  wegen  seiner  Schrift:  yjReflexions  sur  ia  puissance  molricc 
du   fcts^^   welche  1824  in  Paris  bei  Bachelicr  erschien,  aufgeführt.    Sadi 
Carnot  war  der  Sohn  des  berühmten   Lazarus  Carnot,  Mitgliedes  des 
Convents  und  Wohlfahrtsausschusses,  Organisaleur  de  la  vicfoire  von  1793, 
■pftier  napoleonischer  Graf  und  Vertheidiger  von  Antwerpen,  dann  nuter 
der  Restauration  als  rägicide  aus  Frankreich  verbannt  und  1825  in  Magdo- 
horg  verstorben.    Die  erwähnte  kleine  Schrift  ist  nicht  mehr  im  Buchhandel 
mu    haben   ndd  da  unsere  Bibliothek  mit  Mühe  endlich  ein  Exemplar  er- 
langte, lag  die  Versuchung  nahe,  dasselbe  in  Betreff  seiner  Ansprüche  auf 
die  mechanische  Wärmetheorie  näher  anzusehen. 

Carnot  legt  den  Schwerpunkt  seiner  Ansichten  auf  den  Umstand, 
das«  in  allen  Fällen,  wo  mechanische  Bewegung  dnrch  Wärme  erzeugt 
wird,  Wärme  aus  einem  Körper  in  einen  andern  übergehen  müsse,  dass  also 
eine  Wiederherstellung  des  Gleichgewichts  der  Wärme  {retablissemcni  iTequi- 
libre  dans  le  calorigue),  eine  Ausgleichung  des  gestörten  Gleichgewichts 
stattfindet.  Das  ist  eine  Beobachtung,  aber  keine  Erklärung.  Er  entwickelt 
nan  diese  Beobachtung  an  der  Dampfmaschine;  „denn**,  sagt  er,  „von  der 
einen  Seite  entweicht  die  Brenuluft,  nachdem  sie  den  Kessel  umspült,  aus  dem 
Kamin  mit  einer  niedrigeren  Temperatur,,  als  sie  durch  die  Verbrennung  er- 
halten hatte,  nnd  von  der  andern  Seite  entweicht  das  Wasser  des  Condensa- 
tors,  nachdem  er  den  Dampf  verdichtet,  mit  einer  höheren  Temperatur,  als 
es  mitgebracht  hatte".  Nun  folgt  die  schlagcudc  Stelle:  ,,La  production  de  la 
puissance  molrice  est  donc  due  dans  les  machincs  ä  vapeur,  non  ä  unc  consom- 
maiion  reelle  du  calorigue,  mais  a  san  transport  d' uti  corps  chaud  ä 
un  eorps  froid,  c'est  ä  dire  a  son  retablissemcnt  d'equilihre^  equilibre  suppose 
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rompu  pas  quelque  cause  que  ce  sott,  par  unc  aclion  chimique,  teile  que  la  com- 
bustion ,  ou  par  toule  autre.*''' 

Dieses  eine  Wort  ,,72on^*  vernichtet  alle  Ansprüche  Carnot*s  auf 
eine  Stellung  in  der  Geschichte  der  mechanischen  Wärmelehre,  denn  er 
behauptet  gerade  das  Gegentheil  von  dem,  was  diese  Lehre  aufstellt.  Gar 
not. ist  der  Ansicht,  dass  die  Feuerluft  und  der  entweichende  Dampf  (oder 
das  Condensationswasser)  genau  soviel  Wärme  enthielten ,  als  auf  dem 
Herde  durch  die  Verbrennnng  erzeugt  worden  war.  Er  hat  also  die  be- 
wegende Kraft  ganz  umsonst,  und  es  ist  auffallend,  dass  Gar  not  nicht 
bemerkte,  dass  er  das  Perpetuum  mobile  in  der  Hand  habe,  während  jeder 
Physiker  kopfscheu  wird,  wenn  ihm  ein  solches  Verhältniss  bei  seinen 
Arbeiten  aufstösst.  Der  Grund  liegt  darin,  dass  die  wirklich  consumirte 
und  in  Massenbewegung  umgesetzte  Wärme  bei  der  Dampfmaschine  nur 
einige  Procente  von  der  ganzen  Wärmemenge  beträgt,  also  wegen  ihrer 
Kleinheit  unmittelbar  nicht  beobachtet  werden  kann ,  dass  keine  Versuche 
darüber  vorlagen  und  dass  das  Princip  von  der  Unzerstörbarkeit  der  Be- 
wegung noch  nicht  aufgefunden  und  ausgesprochen  war.  In  jedem  Falle 
hätte  Carnot  ein  gewisses  Befremden  ausdrücken  müssen,  als  er  auf  einen 
Satz  kam,  der  einen  logischen  Widerspruch  einschloss,  dass  nämlich  eine 
Bewegung  aus  Nichts  entstehen  könne.  Davor  hielt  ihn  aber  sein  appcrcu 
von  der  Ausgleichung  des  gestörten  Gleichgewichts  ab,  welches  sich  in 
allen  Fällen  bewährte. 

Jede  Erzeugung  der  Massenbewegung  durch  Wärme  beruht  auf  einer 
Volumveränderung  eines  Körpers.  Eine  solche  kann  aber  nur  eintreten, 
wenn  einem  Körper  Wärme  zugeführt  wird;  dies  kann  aber  wieder  nur  von 
einem  Körper  geschehen,  der  wärmer  ist,  als  derjenige,  in  welchen  die 
Wärme  übertreten  soll.  Die  eigentliche  Ursache  der  Bewegung  ist  also  die 
Ausdehnung,  und  der  Uebergang  der  Wärme  von  einem  Körper  auf  den 
andern  die  Bedingung,  dass  Ausdehnung  eintreten  könne.  Es  ist  also  in 
der  Carnot'schen  Erklärung  die  Bedingung  mit  der  Ursache  verwechselt. 
Den  ganz  ähnlichen  Fehler  macht  auch  die  galvanische  Contacttheorie, 
indem  sie  die  Berührung  zweier  sich  zu  dem  Sauerstoff  des  Wassers  ungleich 
verhaltenden  Metalle  als  die  Ursache  der  Elektricitätsentwickelung  an- 
sprach, während  es  nur  die  Bedingung  war.  Berühren  sich  zwei  Metalle 
dieser  Art  in  einer  Flüssigkeit  oder  auch  ausserhalb  derselben,  wenn  sie  in 
derselben  Flüssigkeit  standen,  so  wird  an  demjenigen  Metall,  welches  den 
meisten  Sauerstoff  zu  einer  feuerbeständigen  Verbindung  aufnimmt,  die 
ganze  Summe  von  Bewegung  frei,  welche  der  Sauerstoff  beispielsweise  im 
Zinkoxyd  weniger  enthält,  als  im  Wasser,  und  diese  Bewegung  pflanzt  sich 
als  ein  Stoss  wellenförmig  aus  diesem  Metall  auf  das  andere  fort ,  welches 
indolenter  gegen  den  Sauerstoff  war.  Dies  war  der  galvanische  Strom ,  der 
iia  folgenden  AageDbliek  wieder  in  Wärme  überging  und  nur  so  lange  exi- 
^^itie,  ab  immer  neuer  Saaerstoff  aus  dem  VTaBa^x  %.u  ^%a  lA\!^L  \:(«x« 
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TreiiDte  man  die  beiden  Metalle,  so  konnte  der  Stoss  nicht  mehr  auf  das 

iweite  Metall  übergehen ,  es  kam  also  der  Strom  gar  nicht  zu  Stande  und 

die  Aaflösung  des  Zinkes  geschah  einfach  unter  Wärmcoutwickolung,  ohne 

(/«u»«  vorher  ein  Strom  existirte.    Die  Berührung  der  Metalle  war  also  eine 

ffedogang,  und  die  Ursache  lag  in  der  grösseren  Affinität  des  einen  Mo- 

(a.lls  zum  Sauerstoff. 

Im  Verlaufe  seiner  Untersuchung  kommt  Caruot  auch  auf  Dasjenige, 
vc&s  er  au  die  Spitze  hätte  stellen  sollen.  S.  14  sagt  er:  ,,Die  Wärme  kann 
»-fiTcnbar  nur  durch  Volumveränderungeu  Bewegung  erzeugen;  diese  Ver- 
&K&4]craDgeu  verdankt  man  aber  nicht  einer  gleichbleibenden  Temperatur, 
sondern  nur  einem  Wechsel  von  Wärme  und  Kälte;  um  einen  Körper  zu 
er'wärmcn,  muss  man  einen  wärmeren  Körper  haben,  um  ihn  zu  erkalten, 
einen  kälteren." 

Von  dieser  klaren  Ansicht  kommt  er  jedoch  bald  wieder  zurück  auf 

seine  Ansicht   von  der  Ausgleichung  dos  gestörten  Gleichgewichts.     Auf 

S.  2S  vergleicht  er  die  Wirkung  der  Wärme  zur  llcrvorbringung  von  Bo- 

"wegaug  mit  einem  Wasserfall  (chulc  (Teau),  wobei  die  Höhe  des  Wasser- 

fmlles  mit  dem  Unterschiede  der  Temperatur,  die  Wassermenge  mit  der 

Wirmemengo  verglichen  wird.    Dieser  Vergleich  ist  aber  nicht  glücklich 

e«vlhlt,  weil  der  Wärme  die  Materialität  des  Wassers  fehlt    Der  Fall- 

raoiDy  welcher  neben  der  Menge  des  Wassers  die  Grösse  der  Bewegung 

bedingt,  hat  in  der  Wärme  kein  Analogon. 

Auf  S.  117  findet  Carnot  aus  der  Berechnung  der  Cornwalliser  Was- 

serhebungsm aschinen ,  dass  nur  etwa  -^  von  der  bewegenden  Kraft  des 

'Brennmaterials  utilisirt  wird.   Wenn  man  dies  Wort  als  gleichbedeutend  mit 

Verwendung,  Verbrauch  nimmt,  so  stimmt  dieser  Satz  nicht  mit  der  ersten 

Behauptung,  dass  die  Bewegung  y,non  ä  une  consommalion  reelle  du  calorique^^ 

Verdankt  werde.     Diese   Unsicherheit    des   Begriffes    muss   offenbar  dem 

^^ngel  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft  zugeschrieben  werden 

Und  kann  Garnot  nachgesehen  werden,  wenn  man  annimmt,  dass  er  keinen 

^Htheil  an  der  Entdeckung  dieses  Gesetzes  habe. 

Claus  ins  bespricht  schon  1850*  die  Ansicht  von  Carnot,  dass  bei 
^Qr  Erzeugung  von  bewegender  Kraft  Wärme  nicht  verbraucht  werde,  in 
uemselben  Sinne,  wie  oben  geschehen,  und  sagt  bestimmt  aus,  „dass  zur 
''^rieugung  von  Arbeit  nicht  blos  eine  Acuderung  der  Vertheiluug  der 
^ftrine,  sondern  auch  ein  wirklicher  Verbrauch  von  Wärme  uöthig  sei,  und 
^^«>  umgekehrt  durch  Verbrauch  von  Arbeit  wiederum  Wärme  erzeugt 
Verden  künue*^  Das  Wort  „Arbeit"  ist  hier  im  Sinne  von  „Massenbewe- 
gDogt«  gebraucht.  Wir  nehmen  jetzt  den  Begriff  allgemeiner  und  neuneu 
'Arbeit  die  Leistung  einer  jeden  Kraft,  wobei  diese  Kraft  ihre  Natur  ver- 


*  Abhaudluugeii  etc.,  I,  IS.  17  und  Ib. 
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ändert,  wo  also  Wärme  in  Massenbewegung,  galvanischer  Strom  in  Wärme, 
chemische  Bewegung  in  Wärme  u.  s.  w.  und  umgekehrt  umgesetzt  wird. 

In  ähnlichem  Sinne  bespricht  Uelmholtz*  die  Ansicht  von  Caruot. 
Er  sagt  darin,  dass  Gar  not  die  mechanische  Arbeit,  welche  die  Wärme 
verrichtet,  daraus  herzuleiten  gesucht  habe,  „dass  sich  der  hypothetische 
Wärmestoff  zu  expandiren  strebe, 'gleichsam  einem  Gase  ähnlich,  und  habe 
aus  dieser  Vorstellung  ein  merkwürdiges  Gesetz  (?  Beobachtung)  über  die 
Arbeitsfähigkeit  der  Wärme  abgeleitet,  welches  noch  heute,  freilich  mit 
einer  durch  Clausius  vorgenommenen  wesentlichen  Aenderung,  in  die 
Grundlagen  der  neueren  sogenannten  mechanischen  Wärmetheorie  eingeht*S 

Es  bezieht  sich  dieser  letzte  Ausspruch  auf  die  oben  citirte  Stelle  aus 
Clausius'  Abhandlungen.  Da  aber  die  experimentalen  Untersuchungen 
von  Joule  schon  weit  früher  stattgefunden  haben,  so  war  dieser  Satz  vom 
Verbrauch  der  Wärme  bereits  bewiesen  und  aus  der  Reihe  der  Ilj'pothesen 
und  Ansichten  ausgeschieden. 

Die  Theorie  der  Gase  wird  gewöhnlich  auf  die  Ansichten  von  Krö- 
nfg  und  Clausius  bezogen.  Ueber  dieselbe  spricht  sich  N.  Delling- 
hausen in  seinem  sehr  bedeutsamen  Werke  „Grundzüge  der  Vibrations- 
the'orie  der  Natur'*,  Reval  1872,  folgendermassen  aus:  „Die  Vorstellung, 
welche  sich  Krön  ig  und  Clausius  über  die  innere  Constitution  der  Gase 
gebildet  haben,  befriedigt  uns  nicht.  Vor  Allem  vermissen  wir  in  ihr  eine 
genügende  Grundlage,  um  darauf  eine  allgemeine  Naturtheorie  aufbauen 
zu  können.  Man  kann  sich  keine  Rochenschaft  über  die  Ursache  geben, 
welche  die  Moleküle  zu  einer  Bewegung  veranlasst.  Der  Vergleich,  welchen 
Krön  ig  zwischen  den  Gasen  und  vollkommen  elastischen  Kugeln,  welche 
in  einem  ebenfalls  elastischen  Kasten  geschüttelt  werden,  lässt  die  innere 
Bewegung  der  Gase  als  ein  wirres,  ungeordnetes  Durcheinandertreiben  der 
Atome  erscheinen,  welches  der  sonst  so  strengen  Gesetzmässigkeit  der 
Natur  widerspricht.  Die  von  Clausius  hinzugefügten  drehenden  und 
vibrirenden  Bewegungen  tragen  nicht  dazu  bei,  den  inneren  Zustand  der 
Körper  zu  ordnen  oder  aufzuklären.  Die  Art  der  Vibrationen  ist  nicht  hin- 
reichend präcisirt;  es  ist  keine  Rücksicht  auf  die  verschiedene  Dauer  der 
Schwingungen  genommen;  die  Annahme  eines  imponderabeln  Weltäthers 
ist  noch  als  zulässig  erachtet;  mit  einem  Worte,  man  sieht,  dass  in  dieser 
Hinsicht  die  mechanische  Wärmetheorie  noch  mit  allen  Vorurtheilon  der 
atomistischen  Theorie  zu  kämpfen  hat."  Es  ist  übrigens  ganz  mit  Un- 
recht, dass  man  Krön  ig  die  Priorität  der  Gastheorie  zuschreibt;  denn 
schon  1812  hat  Humphrey  Davy  in  seinen  „Elements  of  chemical  philo- 
sophif^  (S.  95)  die  Gasthcoric  ebenso  bündig  und  klar,  wie  Krön  ig  1856 
(Pogg.  09,  316)  ausgesprochen.     Es  heisst  dort:   „Es  scheint  möglich,  alle 


*  Populäre  wißseüffcbaftliche  Vorträge,  2,  IOä. 
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Phänomene  der  Wärme  zu  erklären,  wenn  man  annimmt,  dass  boi  festen 
Körpern  die  Theilchen  sich  in  einem  beständigen  Zustande  der  Vibration 
befinden ,  dass  die  Theilchen  der  heissesten  Körper  sieh  mit  der  grösstou 
Geschwindigkeit  und  durch  die*grös8ten  Räume  bewegen;  dass  bei  Flüssig- 
keiten und  Gasen  neben  der  vibratorischen  Bewegung,  welche  bei  den 
Gasen  als  am  grössteu  angenommen  werden  muss,  die  Theilchen  auch  eine 
Bewegung  um  ihre  Axe  (have  a  motion  round  their  own  axes)  haben,  welche 
bei  den  Gasen  ebenfalls  als  am  grössten  angenommen  werden  muss,  und 
dass  bei  ätherischen  Stoffen  {elherial  substances  =  elastisch -flüssigen)  die 
Theilchen  sich  rund  um  ihre  Axen  und  getrennt  von  einander  bewegen,  und 
dass  sie  den  Kaum  in  geraden  Linien  durchdringen**  {^,i(ind  ihat  in  elherial 
subslances  Ihc  parlicles  move  round  their  own  axes  and  separate  from  each  olher, 
penelrating  in  right  lines  Ihorough  space^^). 

Wie  man  leicht  ersieht,  ist  in  dieser  Darstellung  die  geradlinige  Be- 
wegung der  Theilchen  von  Krön  ig  und  die  rotatorische  von  Claus  ins 
bereits  1812  ausgesprochen.  Es  soll  damit  nicht  gesagt  sein,  dass  beide 
Forscher  diese  Ideen  nicht  selbstständig  gehabt  hätten;  allein  die  Wahrheit 
erfordert  auch,  dass  auch  die  früheren  Ansprüche  nicht  unbeachtet  bleiben. 
Auch  ich  hatte  im  Jahre  1837  die  Theorie  der  Gase  auf  eine  Vibration  der 
Atome  zurückgeführt;  da  ich  aber  jetzt  finde,  dass  Davy  dies  schon  1812 
gethan  habe,  so  verzichte  ich  darauf,  meine  Priorität  gegen  Krön  ig  und 
Clausius  durchzuführen. 

Davy  erklärt  ferner  die  Temperatur  durch  die  Anzahl  der  Vibratio- 
nen und  die  Wärmecapacität  durch  grössere  Amplitude  der  Vibrationen, 
6ine  Ansicht,  die  ich  ebenfalls  1837,  ohne  die  Davy 'sehe  Aeusserung  zu 
kennen,  ausgesprochen  habe. 

Einen  wesentlichen  Fortschritt  in  der  Erklärung  der  inneren  Vibra- 
tionsbewegung der  Körper  hat  Dellingshausen  durch  Anwendung  der 
feststehenden  Grundsätze  der  Welleiftheorie  gemacht. 

Durch  das  Zusammentreffen  in  entgegengesetzter  Richtung  sich  fort- 
pflanzender Schallwellen  können  unter  gewissen  Umständen,  wie  bei  den 
Wellen  an  einem  Seile  oder  bei  den  Wasserwellen ,  stehende  Wellen  ent- 
stehen. Tritt  nämlich  die  Verdichtung  einer  Schallwelle  in  eine  an  einem 
Ende  geschlossene  Röhre,  so  wird  sie  am  Ende  derselben  reflectirt  und 
muss  in  umgekehrter  Richtung  wieder  zurückgehen.  Trifft  nun  eine  solche 
reflectirte  Verdichtung,  nachdem  sie  momentan  mit  der  ihr  folgenden. Ver- 
dünnung zusammengefallen  ist,  in  der  Entfernung  einer  halben  Welle  vom 
Boden  der  Röhre  auf  eine  zweite  in  die  Röhre  eintretende  Verdichtung,  so 
wird  die  zwischen  beiden  im  Moment  des  Zusammentreffens  befindliche 
Luftschicht  unbeweglich,  da  sie  von  den  beiden  Verdichtungen  in  dor  Bioh- 
tung  ihrer  Fortpflanzung,  also  nach  entgegengesetzten  Bichton« 
wird.  Die  Luftschicht  bildet  sich  zu  einem  festen  8t&U^ 
von  dem  die  VerdichtuDgen  anf  ebendieselbeNYtAtibLi 
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wie  von  dem  Endo  der  geschlossenen  Köbre.  Nachdem  die  zweite  Verdich- 
tung von  dem  entstehenden  Schwingungskuoten  reflectirt  worden  ist,  trifft 
sie  in  der  Entfernung  riner  weiteren  halben  Wellenlänge  auf  eine  dritte  in 
die  Köhre  eintretende  Verdichtung  u.  s.  w.  Derselbe  Vorgang  wiederholt 
sich  so  lange,  bis  die  Luft  auf  der  ganzen  Länge  der  Röhre  in  eine  stehende 
Schwingung  versetzt  worden  ist.  Damit  die  Unbeweglichkeit  der  Schwing- 
ungsknoten aufrecht  erhalten  werde,  müssen  die  benachbarten  stehenden 
Luftwellen  stets  in  dem  entgegengesetzten  Schwingungszustande  sein.  In 
der  anstossenden  Welle  findet  deshalb  an  der  sie  trennenden  Knotenflächo 
immer  gleichzeitig  entweder  eine  Verdichtung  oder  Verdünnung  statt.  Hat 
am  Ende  einer  stehenden  Welle  die  Vordichtung  ihr  Maximum  erreicht,  so 
hat  sich  gleichzeitig  am  andern  Ende  eine  Verdünnung  ausgebildet,  indem 
beide  von  den -unbeweglichen  Schwingungsknoten  zurückgeworfen  werden 
und  dadurch  sich  in  entgegengesetzter  Riclitung  bewegen,  fallen  sie  zusammen, 
wodurch  die  Luft  momentan  ihren  gewöhnlichen  Dichtigkeitszustand  annimmt. 
Während  sich  an  den  Schwingungsknoten  abwechselnd  Verdichtungen  und 
Verdünnungen  bilden,  oscilliren  die  zwischen  den  Knotenflächen  liegenden 
Luftschichten  hin  und  her.  Die  Amplitude  der  Luftschichten  ist  durch  den 
Einfluss  der  unbeweglichen  Schwingungsknoten  in  der  Nähe  derselben  nur 
gering;  sie  bewogen  sich  nur  etwas  nach  links  und  nach  rechts.  Die  Grösse 
der  Excursion  wächst  aber  mit  der  Entfernung  von  den  Schwingungsknotcu 
und  erreicht  folglich  ihr  Maximum  in  der  Mitte  der  stehenden  Wellen. 

Man  kann  die  stehenden  Wellen  in  einer  Wellenrinne  durch  regelmäs- 
siges Eintauchen  und  Herausziehen  eines  Körpers  leicht  hervorbringen; 
ja  sogar  in  einer  Badewanne  mit  geraden  Wänden  kann  man  durch  Heben 
und  Senken  der  flachen  Hand  auf  der  Oberfläche  des  Wassers  stehende 
Wellen  erregen ,  wenn  man  den  Rhythmus  einmal  getroffen  hat.  Ich  habe 
mir  oft  die  lange  Weile  im  Bade  zu  Wiesbaden  durch  Erregung  und  Be- 
obachtung stehender  Wellen  verkürü.  Es  schwingt  dann  die  ganze  Ober- 
fläche des  Wassers  aufwärts  und  abwärts,  aber  keine  Welle  läuft  horizontal 
weiter.  Was  in  der  Schallwelle  rechts  und  links  ist,  bedeutet  in  der  Was- 
serwelle nach  oben  und  unten.  Verdichtung  der  Luft  entspricht  Erhebung 
der  Welle,  Verdünnung  der  Luft  einer  Senkung.  Atmosphärische  Dichtig- 
keit bedeutet  das  natürliche  Niveau  des  Wassers. 

Die  Länge  der  stehenden  Wellen,  d.  h.  die  Entfernung  von  einem  Kno- 
tenpunkte zum  andern,  ist  immer  nur  halb  so  gross,  als  die  Länge  der  fort- 
schreitenden Wellen,  aus  deren  Zusammenwirken  sie  entstanden  sind.  Bei 
den  transversalen  Wellen  bildet  sich  ein  Schwingungsknoten  zwischen 
jedem  Wellenberge  und  jedem  Wellenthaie;  bei  den  longitudinalon  Wellen 
entstehen  die  Schwingungsknoten  dort,  wo  die  Verdichtungen  zusammen- 
treffen. Ist  an  dem  einen  Schwingungsknoten  die  Hälfte  der  Verdichtung 
zarückgeworfeUf  so  ist  an  dem  andern  Ende  der  stehenden  Welle  die  Hälfte 
der  VerJünnuDg  reäectirt^  so  dass  auch  bei  dQu\ol^^t\l^Vü9X»^^^\l^\l  die 
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Läo^e  der  stehenden  Wellen  nnr  die  H&lfte  der  fbrt^^chreitenden  Wellen 
betraf.  Auf  der  Bildung  solcher  stehenden  Lnftwellen  beruht  das  T^neu 
der  Orgelpfeifen ,  der  Flöte ,  was  so  lange  fortdauert  ^  als  die  Unbeweglich- 
keit  der  anssersten  Knotenflichen  in  der  Röhre  durch  das  ßinblasen  des 
Windes  aufrecht  erhalten  wird. 

Aus  der  gegebenen  Darstellung  geht  das  Geseti  hervor,  dass  fortschrei- 
tende Wellen  mit  Vibrationen  von  gleicher  Dauer  und  Intensität  sich  in 
stehende  Wellen  verwandeln,  wenn  sie  in  entgegengesetitor  Kichtung  sich 
fortpflanzend  aufeinandertreffen.  Wenn  wir  dies  Geseti  auf  die  Wjlriuowol* 
len  anwenden,  so  gelangen  wir  au  dem  Resultate,  dass  sich  die  WKrme- 
wellen  innerhalb  eines  homogenen  Körpers,  in  dem  wir  die  Wärmevibratio- 
neu  bei  gleich  massiger  Temperatur  von  gleicher  Dauer  und  Intensität  vor- 
aussetzen können,  bei  ihrem  Zusammentreffen  in  entgegengesetzter  Kichtung 
in  stehende  Wärmewellen  verwandeln.  Da  aber  innerhalb  eines  Kör- 
pers die  Wärmewelleu  sich  nicht  allein  nach  allen  Kichtungou  fortpflanieu, 
sondern  auch  in  jeder  Kichtung  auf  audoro  ihnen  ontgogonkommeude 
Wärmewellen  treffen,  so  bilden  sieb  auch  nach  allen  Seiten  zwischen  den 
stehenden  Wärmewellen  feste  Schwingungsknoten,  welche,  sich  aneinander- 
bchliessend,  sich  zu  einer  zusamnicnhängendou  Kuotenfläche  vereinigen  und 
somit  auch  die  stehenden  Wärmewelleu  von  allen  Seiten  vollkommen  um- 
hüllen. Diese  Ansicht  hat  schon  Vieles  voraus  vor  dem  goschüttoltou 
Kasten  Krönig's.  Sie  bedarf  kaum  eines  Beweises,  wenn  dio  Wollen- 
theorio  mathematische  Begründung  geniesst. 

Wir  müssen  uns  also  den  inneren  Zustand  der  Körper  auf  dio  Weittü 
vorstellen,  als  ob  sie,  wie  die  organischen  Körper,  aus  Zollen  gebildet 
wären,  mit  dem  Unterschiede  jedoch,  dass  die  Zellenwände  nicht 'aus  einer 
feinen  Membran,  wie  bei  den  Pflanzen,  auch  nicht  aus  Wachs,  wie  bei  den 
Honigscheiben  bestehen,  sondern  aus  den  die  einzelnen  stehonden  Wärme- 
wollen  von  einander  trennonden  unbeweglichen  und  vollkommen  goschluM- 
senen  Knotenflächen  gebildet  wären.  Diese  Zellen  nennt  Dellings  hau- 
sen Vibrationsatome.  Dieselben  sind  also  stohendo  Wärmewelleu, 
welche  nach  allen  Seiten  hin  durch  unbewegliche  Kiiotonflächon  von  den 
anderen  stehenden  Wärmewelleu  des  Körpers  abgegrenzt  werden.  Inner- 
halb dieser  festen  Knotenfläcben  gehen  die  Wärmevibratloncn  vor  sich. 
Da  aber  die  stehenden  Wellen  aus  dem  Zusammenwirken  fortschreitender 
Wellen  hervorgehen,  so  folgt  daraus,  dass,  obgleich  bei  der  Bildung  der 
stehenden  Wärmewellen  scheinbar  jede  Fortpflanzung  fortschreitender 
Wärmewellen  aufgehört  hat,  dennoch  die  inneren  Bewegungen  der  Vibra* 
tionsatome  von  den  Bewegungen  der  anderen  Vibrationsatome  des  Körper« 
abhängig  sind,  und  dass  somit  nach  wie  vor  ein  beständige«  Strahlen  der 
Wärme  zwischen  den  verschiedenen  TheU^ti  Wit&%  )&.^\'^%t%  ^'^^i^t^^x&nM^ 
werden  k&nn. 
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Die  Bewegung  jedes  einzelnen  Punktes  innerhalb  eines  Vibration»-, 
atouies  ist,  wie  bei  allen  zusammengesetzten  Bewegungen,  die  Resultirende 
aller  mitgethcilten  Bewegungen.  An  den  Kuotenflächen  ist  sie  gleich  Null, 
da  hier  die  fortschreitenden  Wärmewellen  sich  in  ihren  bewegenden  Wir- 
kungen gegenseitig  aufheben.  Die  Amplitude  der  stehenden  Wärmevibra- 
tionen nimmt  aber,  wie  bei  den  stehenden  Wellen  überhaupt,  mit  den  Ent- 
fernungen von  den  Knotenflächou  zu  und  erreicht  folglich  ihr  Maximum 
in  der  Mitte  der  Vibrationsatome.  Wie  bei  der  Interferenz  der  senkrecht 
zu  einander  polarisirten  Lichtstrahlen  die  resultirenden  Schwingungen  ent- 
weder linear  oder  circular  oder  elliptisch  polarisirte  Vibrationen  sind,  so 
kann  auch  die  Bahn,  welche  jeder  Punkt  innerhalb  eines  Vibrationsatomes 
durch  seine  Wärmevibrationen  beschreibt,  von  der  geraden  Linie  an  sehr 
verschiedene  Formen  annehmen;  im  Allgemeinen  wird  sie  aber  aller  Wahr- 
scheinlichkeit nach  eine  doppelt  gekrümmte  Curve  sein ,  um  den  aus  allen 
Richtungen  mitgethcilten  Bewegungen  Genüge  leisten  zu  können. 

Vor  Allem  drängt  sich  hier  die  Frage  auf,  wohin  man  die  änssersten 
Knotenflächen  der  stehenden  WärmewcUen  verlegen  soll,  ob  an  die  Ober- 
fläche der  Körper  oder  tiefer  in  sie  hinein.  Um  diese  Frage  zu  beantwor- 
ten, müssen  wir  uns  nochmals  zu  den  uns  bekannten  Vibrationserschei- 
nuugen  wenden.  Wenn  man  einen  flachen  elastischen  Stab  vollkommen 
horizontal  in  einen  grossen  schweren  Schraubstock  an  einem  Ende  ein- 
spannt, ihn  mit  leichtem  trockenem  Sande  dünn  bestreut  und  ihn  dann  durch 
den  Strich  eines  Violinbogens  in  eine  stehende  Transversalschwingung  ver- 
setzt, so  sammelt  sich  der  Sand  auf  den  Schwingungsknoten  au  und  be- 
zeichnet dadurch  auf  das  Genaueste  ihre  Lage.  Es  findet  sich,  dass  der  am 
freien  Ende  durch  den  letzten  Schwiugungsknoten  abgeschnittene  Theil  nur 
halb  so  'gross  ist,  als  die  übrigen  durch  Schwingungsknoten  markirten 
Theile  des  Stabes.  Die  äussersten  Knotenlinien  sind  also  bei  Stäben  und 
Platten  um  die  halbe  Länge  einer  stehenden  Welle  von  ihrem  freien  Ende 
entfernt.  Es  ist  dies  die  Mitte  eines  Vibrationsatomes,  wo  bekanntlich  die 
Entfernung  aus  der  Gleichgewichtslage  eine  grössere  ist.  Darauf  beruht 
auch  diß  Fortpflanzung  der  Wärme  in  berührende  Körper  durch  den  An- 
stoss  der  bewegten  Moleküle.  Läge  die  Knoteufläche  am  äussersten  Rande 
des  Körpers,  so  wäre  nicht  zu  begreifen,  wie  die  Wärme  durch  Leitung  in 
einen  andern  Körper  überginge,  da  in  der  Knotenfläche  selbst  keine  Be- 
wegung stattfindet.  .    . 

Um  die  Luft  in  einer  an  einem  Ende  geschlossenen  Rohre  in  eine 
stehende  Schwingung  zu  versetzen,  braucht  man  nur  vor  das  ofi'ene  Ende 
der  Röhre  einen  oscillirenden  Körper  zu  bringen,  von  dem  solche  Schall- 
wellen ausgehen,  dass  die  Länge  der  Röhre  ^,  f »  f  u.  s.  w.  von  der  Länge 
dieser  Wellen  beträgt.  Wird  nun  in  einer  solchen  Röhre ,  in  welcher  mau 
''(e  Luft  in  siebende  Schwingungen  versetzt  hat,  an  der  Stelle  eines 
wiogaagskaotens  ein  Loch  gemacht ,  so  wud  d«LdxxYc\i  ^\^  ^^^\xxw%  \^\ 


Kleinere  Mittheilnngcn.  423 


«•^^^^v^.^»"N*^^%^ta^^^  ^y"  ^  —  A--^^'^«  ' 


<te&eo(ien  Wellen  gestört,  wenn  nicht  ganz  verhindert,  weil  im  Moment  der 
TerdieiitaDg  die  Lnft  entweichen,  im  Moment  der  Verdünnung  einströmen 
itliti.  Der  störende  Einfinss  einer  solchen  Oeffnung  ist  geringer,  wenn  sie 
^H  dem  Schwingangsknoten  entfernter  gemacht  wird,  und  verschwindet 
^dlicfa  ganz,  wenn  sie  in  der  Mitte  einer  stehenden  Welle  angebracht  wird; 
^^il  hier  weder  eine  Verdünnung,  noch  Verdichtung  stattfindet.  Die  Bildung 
^T  stehenden  Wellen  in  einer  Röhre  ist  also  an  bestimmte  Verhältnisse 
f^iaehen  der  Länge  der  Röhre  und  der  Lange  der  eintretenden  Schallwellen 
{obonden. 

Es  kann  somit  als  ein  für  alle  Körper,  sowohl  für  die  festen,  als  auch 
ftlv*  die  flüssigen  und  gasförmigen  giltiges  Gesetz  aufgestellt  werden ,  dass, 
w^VD  sie  in  eine  stehende  Schwingung  versetzt  werden,  sich  an  ihren 
freien  Enden  oder  Rändern-  immer  nur  halbe  stehende  Wel- 
1^  VI  bilden.  Da  die  Wärme  ebenfalls  nur  eine  stehende  Schwingung  der 
irper  ist,  so  folgt  aus  obigem  Gesetze,  dass  bei  den  stehenden 
arme  wellen  die  äussersten  Knoten  flächen  um  eine  halbe 
iDge  einer  stehenden  Wärme  welle  von  der  Oberfläche  der 
Srper  entfernt  sind,  dass  also  an  dieser  immer  nur  halbe  stehende 
iroewellen  oder  Vibrationsatome  vorkommen  oder,  was  dasselbe  beden- 
kt, dass  die  Berührungsfläche  zweier  Körper  stets  durch  die  Mitte  ihrer 
beiderseitigen  Vibrationsatome  hindurchgeht.  Wie  wir  aber  ferner  wissen, 
finden  in  der  Mitte  der  stehenden  Wellen,  wie  an  dem  offenen  Ende  einer 
tönenden  Röhre,  die  geringsten  Veränderungen  in  der  Dichtigkeit  des 
•cbiringenden  Mittels  statt;  dagegen  erreichen  hier  die  Vibrationen  das 
*'«Ximam  ihrer  Intensität.  Die  sich  berührenden  Körper  führen  also  mit 
•«er  vollen  Intensität  ihrer  Wärmevibrationen  beständige  Stösse  gegen  ein- 
•*>der  ans,  worauf  die  Leitung  der  Wärme  beruht. 

Bonn.  Dr.  Mohr. 

ZXI.    Heber  die  von  einer  Geraden  erzengte  Minimalfläche. 

Im  „Journal  de  Malhcmaliques''  de  Liouville,  Tome  VII  S.  203,  hat 
^  ^  talan  durch  geometrische  Betrachtungen  die  windschiefe  Fläche,  deren 
■««^«ptkrümmungshalbmcsser  in  jedem  Punkte  gleich,  aber  von  entgegen- 
^•^setiter  Richtung  sind,  bestimmt  und  gefunden,  dass  die  schiefe  Schrau- 
"•*'*iflllche  (ihelicuidc  gauchc  ä  plan  dirccle.ur)  die  einzige  von  einer  Geraden 
^***engte  Fläche  sei,  der  die  soeben  erwähnte  Eigenschaft  zukommt. 

Zu   demselben  Resultate   gelangt  man  viel  leichter  auf  analytischem 

Die  partielle  Diflferentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  die  Eigen- 
^hhfi  ausdrückt,  dass  der  Inhalt  der  in  einem  beliebigen  gegebenen  Um- 
***o  enthaltenen  Fläche  ein  Minimum  sein  soll,  ist  bekanntlich 
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gen  zusammen  ergiebt  sich  jetzt,  dass  die  Reihen  £un  und  Snumm  immer 
gleichzeitig  convergireu.  Die  gleichzeitige  Divergenz  beider  Reihen  schliesitt 
man  liierans  sehr  leicht  apagogisch;  die  Reihen 

Wi  +  "2  +  «'s  +  "4  +  W5  +  .   • 
nnd 

1  "i  +  21/4  +  3Mc,  +  4Miß  +  . . . 
sind  demnach  gleichzeitig  convergent  oder  divergent. 

Scn^ÖMILCH. 


XXni.    Allgemeine  Auflösung  der  Oleichung  oa^  +  l=y^ 

in  ganzen  Zahlen. 

Es  ist  allgemein 

''  [(V)  ^""'  f""'  9 + (^3'*)«"-^'"- V 

Ist  demnach  (if^  —  g^=--—\  die  kleinste  Lösung  von  aa:'  —  y*  =  —  1, 
so  entlialten  die  Relationen  I)  nnd  II)  die  allgemeine  Auflösung;  ist 
a/^  —  pr' =  +  1  die  kleinste  Lösung  von  cra:' —?/*  =  + 1 ,  so  liefert  die  Re- 
lation I)  alle  Lösungen. 

Mittels  obiger  Formeln  kann  man  mit  leichter  Mühe  sehr  genaue  Nähe- 

rungswerthe  von  Quadratwurzeln  ganzer  Zahlen  berechnen;  z.  B.  j/i  zu 
berechnen,  suche  man  die  kleinste  I^ösung  von  2. r^+ l  c=^y*.  Dieselbe  ist 
2.2'  +  l  =  3',  also  f=  2,  (/  =---  3.    Man  setze  ;/  =  5,  dann  erhalt  man  aus  II) 

2  .  1501):  '28*  +  1  =  22019537^ 
also  nahezu 

y^==  UrhUU  ="-  1,41421356237300(6). 

Husum,  den  f).  Sept.  1S73.  Prof.  Ludwig  Mattiiiessen. 
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Die  Gleichnngen  4)  nnd  5)  stellen  nnn  bekanntlich  dieselbe  Schrauben - 
iUehe  dar»  mit  dem  unterschiede  nur,  das  die  Fläche  4)  die  Axe  der  y^ 
and  6)  die  der  x  znr  Axe  hat. 

Hierdnrcb  ist  also  dargethan,  dass,  mit  Ausnahme  der  Ebene, 
die  ^ew  Öbnlicbe  ScbranbenflHche  die  einzige  von  einer  Ge- 
raden ersengte  Fläche  ist,  welche  die  Bedingung  einer 
darch  einen  beliebigen  gegebenen  Umriss  gehenden  Mini- 
malfläche  erfüllt. 

Helaingfors.  S.  LbwXnen. 


ITeber  die  gleichzeitige  Convergens  oder  Divergenz  zweier  Keihen. 

In  Canchy*8  Cpurs  (Vanalyse  algebrique  findet  sich  zuerst  der  hübsche 
SmtSy  dass  die  unendlichen  Reihen 

«^1  +  "2  +  "s  +  "4  +  "6  +  •  •  •  1 
2iig  +  4W4  +  8e/g  +  löti^e  +  . . . 

gleichseitig  convergiren  oder  divergiren,  wenn  ti|,  u^^  1^3...  positive  Grös- 
sen bedeuten,  von  denen  jede  grösser  als  die  folgende,  und  für  welche  bei 
anendlicb  wachsenden  n  die  Bedingung  Limun  =  0  erfüllt  ist.    Ein  Seiten- 
stück  SU  diesem  Satze  erhält  man  auf  folgende  Weise. 
Uoter  den  obigen  Voraussetzungen  ist 

"2  +  W3  +  «'4>3"4i 

"io  +  "n  +  ...  +  Wi6>7t/iß 
•••     •.•     ••., 
mithin  dnrch  Addition 

£Un>£(2n-l)Unn,      (w  =  l ,  2,  3  .  . .  oo) 

und  umgekehrt 

Wenn  nun£un  einen  endlichen  Werth  besitzt,  so  hat  auch  £unn  einen 
solchen,  mithin  ist  Znu^n  gleichfalls  von  endlicher  Grösse,  d.  h.  ans  der 
Convergens  von  Zu^  folgt  die  Convergenz  von  2n  u, 

Zweitens  gelten  die  Ungleichungen 

"4+"5  +  --  +  "8<Ö"4» 


»nn« 


d.  ].  zusammen 
oder 


*Hn 


*HH* 


£un<,£(2n  +  l)u, 

£Un<2£nUnn  +  £u, 

Ist  nun  £nunn  endlich,. so  ist  es  auch  £nnn  und  ohonso  2u„^  d.  h.  ans 
der  Convergens  von  £nu„„  folgt  dio  Convergenz  von  Su^.    Mit  deuv  Vö\v 
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anzuschmiegen ,  sondern  auch  in  allen  seinen  Stellungen  gleich  gut,  und 
er  hat  überdies  in  allen  Stellungen  genau  dieselbe  Lage  gegen  die 
dämpfende  Kupferkugel.  Ist  daher  die  Kupfermasse  völlig  homogen 
und  gut  leitend,  so  wird  der  Magnet,  dessen  Trägheitsmoment  trotz 
seines  intensiven  Magnetismus  nur  gering  ist,  sich  vollkommen  aperiodisch 
bewegen ,  d.  h.  er  wird  bei  seiner  Ablenkung  durch  einen  elektrischen 
Strom  keine  Schwingungen  um  die  neue  Gleichgewichtslage  machen, 
sondern  in  der  letzteren  sofort  stehen  bleiben.  Dies  ermöglicht  ein 
rascheres  und  sicheres  Arbeiten  mit  dem  Galvanometer  und  macht  dasselbe 
auch  unabhängiger  von  den  zufälligen  Erschütterungen  des  Hauses,  weil 
die  daraus  sich  ergebenden  MagncterschÜtterungen  durch  die  Dämpfung 
ebenfalls  abgeschwächt  werden. 

Uebrigens  ist  das  Instrument  so  fein  gebaut,  dass  es,  auch  ohne 
Anwendung  eines  Kichtmagneten  und  ohne  eine  sehr  delicate  Behand- 
lung zu  erfordern,  eine  hohe  Empfindlichkeit  besitzt,  nämlich  einen 
Ausschlag  von  80  Scalcntheilen  für  den  Strom  von  einem  DanielTschen 
Element  in  einem  Draht  von  1 000  000  S.  E.  Widerstand*,  bei  2  Meter 
Entfernung  der  Scala  von  dem  Spiegel,  und  wenn  jede  der  beiden 
Rollen  einen  Draht  von  circa  1700  S.  E.  Widerstand  in  circa  16000  Um- 
windungen  trägt;  das  Galvanometer  kann  daher  zur  genauen  Messung 
von  schwachen,  sowie  bei  zweckmässiger  Schaltung  von  beliebig  starken 
Strömen  benutzt  werden.  Durch  Anbringung  eines  Richtmagneten  kann 
die  Empfindlichkeit  beliebig  gesteigert  werden. 

Im  Bug  des  Hufeisens  ist'  ein  Aluminiumstäbchen  eingeschraubt  und 
vernietet,  welches  an  dem  unteren  Ende  des  kleinen  Spiegelträgers  aus 
Aluminium  drehbar  angehängt  ist,  damit  die  Spiegelstellung  vom  magne- 
tischen Meridian  unabhängig  wird.  Der  Spiegel,  ein  auf  seiner  Rück- 
seite versilbertes  (plan paralleles)  Glasscheibchen  von  2,5"™*  Durchmesser 
und  0,3°^°^'  Dicke,  ruht  im  Träger  unten  auf  2  Stützpunkten,  während 
er  oben  von  einem  übergreifenden  Schräubchen  gehalten  wird,  mittels 
dessen  seine  Neigung  regulirt  werden  kann.  Der  Träger  endlich  hängt 
an  einem  von  einer  Glasröhre  eingeschlossenen  Coconfaden,  welcher 
durch  ein  Loch  in  der  Mitte  des  die  Glasröhre  oben  verschliessenden 
Messinghutes  eingeführt  und  auf  einen  drehbaren  Stift  mit  randrirtem 
Kopfe  aufgewickelt  wird.  Seitlich  sind  in  den  Hut  3  randrirte  Schrauben 
eingeführt,  welche  im  Innern  eine  messingene  Büchse  festhalten;  diese 
letztere  besitzt  wieder  eine  Oeffnung  für  den  Faden  und  dient  zur 
Führung  desselben;   durch  Benutzung  jener  seitlichen   Schrauben   wird 


*  In  der  Ausstellang  war  das  Galvanomeier  (mit  3500  S.  E.)  so  eingeschaltet, 
dass  es  den  einen  Zweig  des  Stromkreises  eines  Danieirsohen  Elementes  bildete, 
während  der  andere  Zweig  nur  8,6  S.  E.,  der  ganze  Stromkreis  aber  noch  1000  S.  E. 
Widerstand  enthielt;  es  ward  also  vom  1000000.  Theile  des  Stromes  durohiaaf«n 


> 
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ilt  Änf^ingrpnDkt   des  Fadeus  geuau  vertical    über   die    Mitte   des   cy- 
ItDiJrräcIteu  Holitranmcs  in  der  Kupferkugei  gestellt. 

Du  SpiegclgphSuBQ  siut  in  einer  Verliefung  eines  auf  die  Enpferkngel 
«o/fiuetitea  messingenen  Ringes  und  wird  durch  3  Schraiiben  fest- 
£t*tiilli>u;  durch  Lüftung  dieser  Schrnuben  Usst  Hiuh  das  Spicgelgebäusc 
drwhaa. 

Die  Enpferkngel  ist  auf  eine  verticale  messingene  Ase  gesetzt,  welche 
Slcbfreiin  einer  in  der  Mitte  eines  messingenen  Dreifussei  angebrachten  Oefl- 
ouBg  drehen  kann;  diese  Axe  trägt  einen  ringförmigen  Ansatz,  weichet 
Qber  einen,  auf  den  Dreifnss  aufgesetzten,  mit  einem  Stiel  versehenen 
Ring  übergreift.  Jener  Ansatz  und  mit  ihm  die  Knpferkngei  kann  fest- 
gesifllt  werden  durch  eine  Klemme,  welche  an  dem  Stiel  des  Kinges 
Ati|cliitidit  ist;  wenn  durch  das  Anschrauben  dieser  Klemme  die  Knpfer- 
kogel  fest  mit  dem  Ringe  verbunden  ist,  ao  kann  nuch  eine  feinere  Be- 
»"«gung  desselben  snsgcführt  werden  vermittelst  zweier  an  dem  Stiel 
d«i  Riiiges  angebrachter  Schrauben  mit  durchlnchten  Köpfen ,  welche 
gegsn  einen  fest  in  dem  auf  3  Stelischraubeu  ruhenden  Dreifuss  sitzen- 
dm  Ansatsi  drücken. 

Die  Spulen,    welche    der    Strom   durchläuft,    bilden    zwei    getrennte 

KflUcn;  jede  Kollo  in\.  auf  der  einen  Seite    kugelförmig   ausgehöhlt    und 

"^inl  niittclK  starker  inndrirter  Schtauben  au  der  Kupferkugel   befestigt. 

**'«  Bollen    bcEteheii    }<■    nach    Bedürfniss   aus    dickerem   oder   dünnerem 

^nbl  und  sind  unifilar  oder  bifilar  gewickelt;  jeda  trägt  die  den  Diaht- 

"^deu  entsprechende  Anzahl  von  Klemmen,  so  dass  die  einzelneu  DrShte 

■Miller  einander,  gegen  ein.inder  und  parallel  geschaltet  werden  können. 

Das  Stativ  des  zugehörigen    Fernrohres    besteht   aus    einem   starken 

°"UerneD  Dreifuss  mit  Tisch,  auf  welehem  ein  messingener  Dreifuss  auf 

'''ei  Ucesingplaiteu  aurgcselst  ist  und  nach  unten  vermittelst  einer  durch 

'**«i  kökcTOPu  Tisch  gehenden  Spiralfeder  aufgedrückt  wird.    Das  Fern- 

'oht  liegt  auf  einem  messingenen  Gestell,    das   einen  Träger    zum    Ein- 

^bii-beu    der  Scala  besitzt  und  dessen  Ase  sich  frei  im  Dreifusso  dreht 

"Bd   durch    eine    au    dem    messingenen    Dreifuss    sitzende    Klemme    mit 

'«ndriner  Schraube    festgestellt  werden  kann.     Die  Mitte  der  Scala  soll 

***ter  der  Milte  des  Objectivs  liegen  und  ihr  Bild  im  Fernrohr  sichtbar 

**■».     Bei  der  Aufstellung  legt  mau  die  Ebene  der  Windungen  zunäctist 

*lki^efnhf  in  die  Meridiauehene,  bringt  den  Magnot    mittels    der  3  Stell- 

'*^l*rBuhfln  am  Fuese  des  Oalvanometers  aum  freien  Schwingen  und  richtet 


'^^ 


m  Fernrohr  senkrecht  auf  den  Spiegel,  welcher  seinerseits  vorher  über 
■tm  Magnet  so  zu  stellen  ist,  dass  Fernrohr  nnd  Scala  in  entsprechen  der  Ent- 
^^DDg  von  dem  auf  einer  festen  Unterlage,  am  besten  auf  einer  Mauer 
mden    Instrumente    und    in    guier    Beleuchtung    aufgestellt    werden  * 

üae    Spiegel  geh  Kuse    wird    stets    so   gedreht,    dass    das   Planglan 
diel  sum  Spiegel  steht.     Endlich  milsaen  noch  die  Rollen   gcuan 


anznscbmiegeu ,  soudern  auch  in  allen  seinen  StellnngeD  gleidt  gut, 
er    IiBt   überdies   in    allen    Stellungen    genau   dieselbe    Lage    gegen 
dämpfi-nde    Kupferkngel.      Ist    daher    die    Knpfermasse  völlig  homo| 
und    gut  leitend,    so    wird    der   Magnet,    dessen   TrügheitstDoment    l| 
s[>iues  intensiven  Magnetismus  nur  gering  ist,  sich  vollkommen  aperiodii 
bewegen,  d.  b.  er  wird    bei  seiner   Ablenkung   durcb    einen    elektrücb 
Strom    keine   Schwingungen    am    die    neue    Gleichgewichtslage    machi 
sondern    in    der  letzleren    sofort   stehen    bleiben.      Dies    emiöglichl 
raseheres  nnd  sicheres  Arbeiten  mit  dem  Galvanometer  und  macht  dui 
auch  uuabhüngiger  von  den  zulKlligen  ErscbfitteniDgen  des  Ustuea,  i 
die  daraus  sich  ergebenden  MagnoteracbUttemngen  durch  die  DSn^ 
cbenralls  abgeschwächt  werden. 

Uebrigens  ist  das  lustrument  so  fein  gebaut,  dafls  es,  auch  et 
Anwendung  eines  Rithlmagneteu  uud  ohne  eine  sehr  delicate  Behai 
lung  zu  erforderu,  eine  hohe  Empfindlichkeit  besitzt,  n&mlich 
Ausschlag  von  80  Scatenthcilen  für  den  Strom  von  einem  Daaieirsd 
Klement  in  einem  Draht  von  lOOOOÜO  S.  E.  Widerstand»,  bei  2  Vi 
Entfernung  der  Scala  von  dem  Spiegel,  nnd  wenn  jede  der  beii 
Rollen  einen  Draht  von  circa  1700  S.  E.  "Widerstand  in  circa  16000  \ 
Windungen  trägt;  das  Galvanometer  kann  daher  zur  genauen 
von  schwachen ,  sowie  hei  zweckmässiger  Schaltung  von  beliebig  stu4 
Strömen  benutzt  werden.  Durch  Anbringung  eines  Kicblmagneteo  fa 
die  Empfindlichkeit  beliebig  gesteigert  werden. 

Im  Bug  des  HuCeisena  ist  ein  AluminiumslShchen  eingeschraubt 
vernietet,  welches  an  dem  anteren  Ende  des  kleinen  Spiegel  tragen 
Aluminium  drehbat  augehängt  ist,  damit  die  Spiegelstell nng  vom  maj 
tischen  Meridian  uuabhlingig  wird.  Uer  Spiegel,  ein  auf  seiner  lU 
seile  versilbertes  (pUnparalleles)  Glasscheibcheu  von  2,5"""-  Durohi 
und  0,3™™-  Dicke,  ruht  im  Träger  unten  auf  2  Stutzpunkten,  wibit 
er  oben  von  einem  übergreifenden  Schraubchen  gehalten  wird,  : 
dessen  seine  Neigung  regulirt  werden  kann.  Der  Träger  endücb 
au  einem  vou  eiuer  Glasröhre  eingescUlosuoneu  Cocnnfadeu,  « 
durch  ein  Loch  in  der  Mitte  des  dit«  Glasröhre  oben  venicblti 
Meseinghutcs  eingeführt  und  auf  einen  drehbaren  Stift  mit  nndin 
Kopfe  aufgewickelt  wird.  Seitlich  sind  in  den  Hut  3  randrirtc 
eingeführt,  welche  im  Innern  eine  messingene  Büchse  festhftl 
letztere  besitzt  wieder  eine  Oefinung  für  den  Faden 
Fllbmng  desselben ;    durch    Benutzung  jener  Beitlichea 


*  In  der  Ausstellung  war  ans  Galvanometer  (i 
dasB  ea  den  einen  Zweig  des  StromltreiBes  mnet  t 
wjUirend  der  andere  Zweig  nur  3,6  S  E.,  der  g 

Wiilerstaud  euüiieltj  e»  ward  also  vom  lUUOM 
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die  Meridianebene  gebracht  werden ;  zu  diesem  Zwecke  sendet  man  einen 
Strom  durch  das  Galvanometer,  der  einen  starken,  aber  noch  ablesbaren 
Ausschlag  hervorruft,  und  lässt  dann  denselben  Strom  in  entgegengesetzter 
Richtung  wirken ;  dabei  dreht  man  die  Rollen  so  lange,  bis  diese  beiden 
Ausschläge  genau  gleich  werden. 

Wenn  die  vorstehenden  Vorschriften  bei  der  Aufstellung  befolgt 
sind  und  wenn  die  Entfernung  der  Scala  vom  Spiegel  nicht  weniger  als 
zwei  Meter  beträgt,  so  sind  die  Ausschläge  den  Strömen  genau 
proportional  zu  setzen. 

2.  Die  aperiodische  Bussole  hat  eine  ähnliche  Einrichtung 
wie  das  aperiodische  Spiegelgalvanometer,  anstatt  der  Kupferkugel  aher 
einen  Eupfercylinder. 

3.  Der  Universalwiderstandskasten  bietet  in  ähnlicher 
Weise  wie  das  ebenfalls  ausgestellte  Siemens'sche  Universalgalvano- 
meter (vgl.  Zeitschrift  des  deutsch  -  österreichischen  Uelegraphen  -  Vereins, 
XV  S.  1)  die  Mögliahkeit,  mit  demselben  Instrument  mehrere  wesentlich 
verschiedene  Messungen  vorzunehmen,  und  zwar  mit  noch  grösserer  Ge- 
nauigkeit als  mit  letzterem.  Das  neue  Instrument  lässt  sich  nämlich 
nicht  nur  als  gewöhnliche  Widerstandsscala  benutzen ,  sondern  auch  zur 
Messung  der  Widerstände  von  Drähten  (als  Wh eatston ersehe  Brücke), 
zur  Messung  der  Batteriewiderstände  nach  einer  neuen,  von  Dr.  Werner 
Siemens  angegebenen  Methode,  und  zur  Vergleichung  elektromotorischer 
Kräfte  nach  der  von  Du  Bois-Reymond  modificirten  Compensations- 
methode  von  Poggendorff.  Jeder  der  seit  Jahren  gebräuchlichen 
grösseren  Widerstandskästen  von  Siemens  &  Halske  kann  sogleich 
durch  Ansetzen  eines  neuen  Theiles  in  einen  Universalwiderstandskasten 
umgewandelt  werden. 

Das  Instrument  hesteht  aus  einem  vollständigen  Widerstandskasten 
Ä  von  1  bis  5000  S.  E.  und  aus  drei  beigefügten  Theilen  jB,  O,  jD,  welche 
ebenfalls  Rollen  von  bestimmten  Widerständen  enthalten  und  mit  Klemmen 
für  die  verschiedenen  Messungen  versehen  sind.  Alle  Widerstandsrollen 
sind,  wie  in  allen  Widerstandskästen  von  Siemens  &  Halske,  aus 
doppelt  mit  Seide  übersponnenem  Neusilberdraht  von  verschiedener  Stärke 
gefertigt  und  bei  20^  C.  justirt  mit  der  Genauigkeit  von  %  pro  mille, 
was  ungefähr  der  Veränderung  des  Widerstandes  durch  Erhöhung  oder 
Erniedrigung  der  Temperatur  um  1^  C.  entspricht.  Die  Rollen  können 
ein-  und  ausgeschaltet  werden  durch  Stöpsel,  welche  in  ausgeschliffene 
Hohlkehlen  der  Messingstücke  passen ,  an  welche  die  Enden  der  Drähte 
geführt  sind;  beim  Gebrauch  der  Widerstandskästen,  namentlich  bei 
kleineren  Widerständen,  sind  diese  Stöpsel  stets  so  fest  als  möglich  mit 
Drehung  in  die  von  den  Hohlkehlen  gehildeten  Löcher  einzustecken. 
jSftrm  Messen  der  Brnchtheile  einer  Einheit  sind  zwei  sorgfältig  gezogene 
I^lAtindräbte  auBgeapAnntf   auf  welche  ein  uul  e\tk<&t  vex%<b\^^v.^\i  Ko^tiiQ 
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Bleiplattc   verBehenei'    messingener   Läufer  aufgeeetzt  werden 
wird    der    die   Enden    der    Widerstäado    A    und  B   verbtadende 
am    Anfong    der    PlatindrShte    herausgenommen,    so    muss    der 
^■xi  Ä  kommende  !^lrom    den    einen  PUtindratit,    dann  den  Läufer  und 
d«-ii  andern  Platiodrabt  durchlaufen,  um  nacii  B  zu  gelangen.     Ungefähr 
■2511°"^   dieses    Doppeldrahtes    haljcn    1   S.  E.  Widerstand;    der    Wider- 
stand des  Platindrahtes    muss  jedoch    bei   jedem    oinzHnen  Instrumente 
l>«tiiiimt   and    diese   Bestimmung   von    Zeit   zu  Zeit   wiederholt   werden, 
I       ■^weil  die  Spannung  des  Drahtes    vnriirt;    0,2""''    bis    0,3™"-   entsprechen 
^B  daher  0,001  S.  E,     Wird  der  Läufer  nicht  genau  senkrecht  zu  den  beiden 
^BX>ril:ten  aufgesetet,  so  giebt  das  Mittel  aus  den  Äblosnngen  auf  beiden 
^H  Dilliten  genau  die  walire  Ablesung.     Die  Ablesung  am  LSnfcr  geschieht 
^H  a.iir  der  ebenen  Seite  desselben;  da  die  Kante  abgerundet  ist  und  daber 
^P  dieSielle  des  Conlactes  nicht  von  oben  gesehen    werden  kann,  so  muss 
^g  der  durcb  diese  Art  der  Ablesung  begangene  Fehler  bei  jeder  Ablesung 
I        berücksichtigt    werden.      Dieser    Fehler    wird    ein     für    allemal    dadurch 
boslimmt,    dass   man    hei    irgend    einer  Messung   den  Laufer   genau  ein- 
atellt  nnd    abliest,    dann    denselben    herausziebt,    umkehrt   und    dieselbe 
£iastellang  bei  der  umgekehrten  Lage  des  Läufers  wiederholt;  die  halbe 
I^ifferenz  der  beiden  Ablesungen  ist  der  gesuchte  Fehler. 

Die  Messung  von  Batteriewiders täuden  herubt  auf  folgenderBemerkuDg, 

'leri^n  Richtigkeit  sich  dureh  Recbnnng  leicht  nacbwciscn  lässt:  Ist  in  einen 

Slioinkreis  eine  Batterie  vom  Widerstände  w  und  ein  Galvanometer  ein- 

g<!scha1(et,    und  wird  ein  Funkt  x  in  dem  einen  Stromkreiszweige  durch 

einen  Lwter  vom  Wirlerstande  C  der  Reihe  nach  mit  2  Funkten  y,  und 

Vi    de«    andern  Stromkreiszweiges,    deren  Entfernung  von  einander  dem 

I       Widerstände  B  entapricbt,  verbunden,  so  sind  die  in  beiden  Fällen  durch 

^^Pkb  Galvanometer   gehenden  Srome    gleich,    sobald    der  Widerstand  von 

^^P    durch  die  Batterie  bindnrcli   bis  zum  Pnnkte  y^   ebenso    gross    ist    wie 

^^pcr  Widerstand   von  x  durcb    das    Galvanometer   hindurch   bis  p^.      Zur 

^B*.uinnlBung  dieser  Eigenschaft  wird  die  Klemme  IV  an  dem  nach  A  bin 

^■B«:legenen  Ende  des    Widerstandes  B    des    Universal  Widerstandes    als  jr, 

^kewKtilt,    am    andern    Ende    von    B   beginnt  D    und    dann    erst   folgt  C; 

^SOa*  nach  C  hin  gelegene  Ende  von  D  dient  als  y, ,  das  freie  Ende    von 

H.C  ili  X  und   an  diesen  beiden  Enden-betinden  sich  Klemmen  III  und  II 

^K*Ur  Einfügung   des  das  Galvanometer  aufnehmenden  Drahtes    (ytS;);    die 

^^^P>ttcrie    wird  zwischen  die  Klemme  I  am  freien  Ende  von  A  und  eine 

^^^»'smnie  VI  eingeschaltet,  welche  durch  einen  kleineu  Taster  n  mit  der 

^^^Kleame    11    an    C  in    leitende   Veibind'nng    gesetzt    werden    kann ;    eine 

^^pjemme  V  endlich  steht  mit  einem  Taster  /  in  Berührung,  welcher  jetzt 

^^Pl>rieh   einen  Stöpsel    S  mit    der  Klemme    IV    nn    dem    gegen    A    hin  ge- 

^^^Scnen  Ende   von  B  verbunden    ist;    auf  einem  Amlmsse  nn  dem  nach 

^^p    hin   gelegenen  Kude    von  1)  liegt  eine  Feder,    welche  von  dem  nach 
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jD  hin  liegenden  Ende  von  (7  anslänft  und  durch  den  Taster  t  vom 
Ambosse  abgehoben  wird,  wobei  der  Tasterhebel  und  die  Feder  dieses 
Ende  von  C  mit  dem  Stöpsel  8  und  Klemme  IV  in  leitende  Verbindung 
setzt.  Zwischen  Klemme  III  und  dem  daneben  liegenden  Ende  von  C 
darf  kein  Stöpsel  stecken;  die  Stöpsel  zwischen  den  einzelnen  Rollen 
der  Widerstandsabtheilungen  A^  B^  C,  D  können  stecken  oder  nicht. 
Bei  der  Messung  des  Widerstandes  r  der  Batterie  nebst  Zuleitungs- 
drähten  drückt  man  nun  den  Taster  s  beständig,  t  nur  zeitweise,  und 
ändert  die  Widerstände  in  Ä  und  D  so  lange,  bis  der  Ausschlag  des 
Gralvanometers ,  wenn  t  gedrückt  wird,  ebenso  gross  ist,  als  wenn  los- 
gelassen wird,  bis  also  die  Nadel  des  Galvanometers  keine  Bewegung 
beim  Niederdrücken  des  Tasters  t  macht.  Dann  ist  r=G  +  D  —  Aj 
wobei  G  den  Widerstand  des  Galvanometers  nebst  Zulcitungsdrähten 
bedeutet.  '  Die  Messung  wird  am  genauesten,  wenn  G  und  D  solche 
Werthe  haben ,  dass  A  klein  wird.  In  den  Zweigen  JB  und  C  müssen 
stets  Widerstände  eingeschaltet  werden;  im  Allgemeinen  solche,  deren 
Grösse  ungefähr  denjenigen  in  den  übrigen  Zweigen  entspricht;  die  in 
B  und  0  eingeschalteten  Widerstände  haben  nur  Einfluss  auf  die  Ge- 
nauigkeit der  Messung,  die  Formel  ist  unabhängig  von  denselben.  — 
Die  Methode  ist  selbstverständlich  auf  alle  Leiter  anwendbar,  welche 
Sitze  von  elektromotorischer  Kraft  sind,  so  namentlich  Inductionsmaschinen 
und  Thermosäulen.  —  Wenn  das  Galvanometer  zu  empfindlich  ist,  so 
würden  am  besten  die  Enden  d^es  Galvanometerdrahtes  durch  eine  Zweig- 
leitung verbunden,  deren  Widerstand  so  gewählt  werden  kann,  dass  der 
Ausschlag  die  gewünschte  Grösse  erhält;  als  Widerstand  des  Galvano- 
meters   muss    dann    natürlich   der  Widerstand   des   Systems   der   beiden 

Zweige  eingeführt  werden ,  welcher  nach  der  bekannten  Formel  c  =  — -j- 

berechnet  wird ,  wobei  a  und  })  die  betreffenden  Widerstände  der  beiden 
Zweige,  c  derjenige  des  Systems  ist. 

Bei  der  Messung  von  Drahtwiderständen  werden  in  B  und 
C7am  besten  gleiche  Widerstände  eingeschaltet,  und  zwar  ungefähr  von  der- 
selben Grösse  wie  der  zii  messende  Widerstand  W,  Will  man  sich  der  Platin- 
drähte nicht  bedienen  und  doch  W  auf  0.1  S.  E.  genau  messen,  so 
muss  B  10  mal  so  gross  genommen  werden  als  C.  Für  gewöhnliche 
Messungen  ist  der  Taster  s  überflüssig  und  man  verbindet  die  Enden 
des  Drahtes  d,  dessen  Widerstand  W  gemessen  werden  soll,  mit  den 
Klemmen  I  und  II;  treten  in  dem  Drahte  d  InductionsstrÖme  auf  oder 
sind  Einwirkungen  der  Ströme  ausserhalb  des  Galvanometerzweiges  zu 
befürchten,  so  legt  man  das  zweite  Ende  des  Drahtes  an  die  Klemme 
VI,  damit  das  Galvanometer  erst  durch  Drücken  des  Tasters  s  ein- 
geschaltet werde.  Die  Klemme  III  ist  dabei  durch  Stöpsel  mit  C  und  D 
verbunden ;  der  Stöpsel  zwischen  der  Klemme  IV  und  dem  Taster  t  darf 
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nicht  stecken,    die  übrigen   Stöpsel  können   stecken   oder  nicht.      Man 

findet  mittels  eines   zwischen-  den  Klemmen  II  und  IV  eingeschalteten 

A  C 
Galvanometers  den  Widerstand   W=  ~"^r- 

IS 

Bei  der  Vergleichung  elektromotorischer  Kräfte  E  und  E^ 

wird   die  Batterie  E^  zwischen  die  Klemmen  I  und  VI,   die  Batterie  E 

mit   dem  Galvanometer  zwischen  den  Klemmen   I   und  V  eingeschaltet; 

der  Stöpsel  zwischen  IV  und  t  darf  wieder  nicht  stecken ,  der  zwischen 

III   und   C  muss  stecken,  alle  übrigen  können  stecken  oder  nicht.     Es' 

sind    nun   die  Widerstände  so  lange  zu  variiren,    bis  das  Galvanometer 

keinen    Ausschlag   giebt   beim  Drücken    beider   Taster,    und    dann    ist 

E=-^ — 7; — =r — zz Ef..     Der  Widerstand  r«   des   Elementes    oder    der 

Batterie  Eq  muss  für  sich  bestimmt  werden.  Diese  letztere  Bestimmung 
wird  überflüssig,  wenn  der  Widerstand  il+jB+C+D  im  Verhältniss  zu 
Tg  sehr  gross  ist;  in  diesem  Falle  kann  man  r^  in  der  Formel  vernach- 
lässigen. 

Soll  endlich  der  Universalwiderstand  als  gewöhnliche  Widerstands- 
scala  benutzt  werden,  so  wird  er  mittels  der  Klemmen  I  und  II  ein- 
geschaltet und  zwischen  der  Klemme  IV  und  dem  Taster  t  wieder  nicht 
gestöpselt,  während  alle  anderen  Stöpsel  stecken  können  oder  nicht. 

4.  Der  magnet-elektrische  Distaüzmesser  oder  Orts- 
bestimmer  für  stationäre  Aufstellung  bei  Torpedoanlagen  u.  s.  w.  be- 
steht auf  der  ersten  Beobachtungsstation  aus  einem  Beobachtungsfern- 
rohre und  einem  Inductor,  auf  der  zweiten  Beobachtungsstation  aus 
einem  zweiten  Beobachtungsfernrohre  und  einem  Indicator.  Das  erste 
Fernrohr  wird  durch  eine  Kurbel  auf  den  Beobachtungsgegenstand  ein- 
gestellt, diese  Kurbel  dreht  aber  zugleich  den  Inductor  um  und  dessen 
Ströme  werden  nach  dem  Indicator  geleitet  und  drehen  ein  an  dem- 
selben angebrachtes  Lineal  über  einem  Messtische  in  ganz  ähnlicher  Weise, 
wie  bei  dem  bekannten  S  i  e  m  e  n  s'sch^n  magnet-elektrischen  Wasserstands- 
zeiger (vgl.  Zeitschrift  des  deutsch  -  österreichischen  Telegraphen  -  Vereins, 
XIII,  S.  185)  in  gleichem  Schritte  mit  dem  ersten  Fernrohre  vorwärts 
oder  rückwärts.  Dieses  Lineal  markirt  also  die  Visur  des  ersten  Fern- 
rohrs auf  der  zweiten  Station,  das  Zweite  Fernrohr  dagegen  ist  un- 
mittelbar mit  einem  seine  Visur  markirenden  Lineale  verbunden.  Der 
Schnittpunkt  beider  Lineale  giebt  also  in  der  durch  das  Verhältniss  der 
Entfernung  der  beiden  Linealdrehaxen  zu  der  Entfernung  der  beiden 
Beobachtungsstationen  bedingten  Verjüngung  den  Ort  des  anvisirten 
Schifi'es  u.  s.  w.  Zu  grösserer  Bequemlichkeit  in  der  Ortsbestimmung  ist  der 
mit  einer  Glastafel  bedeckte  Messtiscb  in  8000  d^ 

5.  Der  elektrische  Apparat  sw  ^ 
keit    einer   Kugel    im  OesebfltP 
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1844  von  Dr.  Werner  Siemens  angegebenen  Apparates  und  besteht 
aus  dem  eigentlichen  Messapparat,  dem  Gewehr  (oder  Geschütz),  einer 
Anzahl  Leydener  Flaschen  und  einem  zum  Laden  der  Flaschen  (auf 
eine  Schlagweite  von  etwa  5™™-)  erforderlichen  Volta  -  luductor.  Von 
der  inneren  Belegung  einer  jeden  der  6  Flaschen  führt  ein  isolirter 
Kupferdraht  nach  einem  der  6  in  gleichen  Entfernungen  (von  etwa  15*^™') 
von  einander  angebrachten  Löcher  im  Gewehrlaufe;  ein  siebenter  Draht  kann 
von  einer  siebenten  Flasche  nach  der  Aufschlagstelle  des  Hahnes  geführt  wor- 
den, wenn  man  die  Zeit  zwischen  der  Entzündung  der  Ladung  und  dem 
Anfang  der  Bewegung  der  Kugel  mit  bestimmen  will.  Die  Löcher  sind 
der  Controle  halber  von  beiden  Seiten  her  durch  die  Wand  des  Laufes  ge- 
bohlt. Ueber  jede  durchbohrte  Stelle  ist  ein  Messingring  gelegt  mit  2 
den  Bohrungen  entsprechenden  Vertiefungen,  in  welche  nach  dem  Ein- 
stecken des  Drahtes  durch  randrirte  Schrauben  über  den  Drath  gesteckte 
Gummiplatten  eingepresst  werden,  um  die  Bohrung  luftdicht  zu  ver- 
schliessen ;  bei  vorsichtiger  Einführung  der  Drähte  bleibt  dieser  luftdichte 
Verschluss  auch  erhalten,  während  die  Kugel  den  Lauf  durchfliegt  Bei 
Geschützen  werden  die  Drähte  in  etwas  anderer  Weise  in  das  Kohr  ein- 
geführt. Von  den  äusseren  Belegungen  'führt  ein  gemeinschaftlicher 
isolirter  Draht  nach  einem  Messingrohre,  das  von  einer  dicken  Hart- 
gummihülle umgeben  ist,  und  in  dessen  anderes  Ende  ein  in  ein  Glas- 
röhrchen eingeschmolzener  Platindraht  eingesetzt  ist.  Dieser  durch  das 
Messingrohr  mit  dem  von  den  äusseren  Belegungen  kommenden  Drathe 
leitend  verbundene  Platin  draht  steht  einer  durch  eine  Terpentin  flamme 
berussten  stählernen  Trommel  des  eigentlichen  Messapparates  nahe  ge- 
genüber und  ist  entlang  der  Trommel  verstellbar,  damit  ohne  frische 
Berussung  die  Funken  bei  mehr  als  einem  Schusse  von  dem  Platindraht 
auf  die  Trommel  überspringen  können.  Das  Gewehr  liegt  auf  einem 
hölzernen  Stativ  und  ist  mit  dicken  Gummistücken  versehen  zur  Milderung 
des  Zurückprallens  beim  Schuss;  sein  Lauf  steht  in  leitender  Verbin- 
dung mit  der  Trommel  und  deshalb  muss  der  Funke  vom  Platindraht 
auf  die  Trommel  überspringen ,  sobald  die  Kugel  den  dünnen  Guttapercha- 
oder Kautschuk  -  Ueberzug  des  in  den  Lauf  eingeführten  geladenen  Pol- 
drahtes einer  inneren  Belegung  verletzt  und  so  den  Draht  mit  dem 
Laufe  leitend  verbindet.  Zur  Beurtheilung  der  Stärke  der  Ladung  der 
Flaschen  ist  ein  stellbarer  Selbstentlader  vorhanden.  Die  Flaschen 
stehen  in  einem  inwendig  mit  Stanniol  belegten,  auf  isolirenden  Füssen 
ruhenden  Kasten,  dessen  Deckel  mit  einer  Vorrichtung  zur  bequemen 
gleichzeitigen  Ladung  sämmtlicher  Flaschen  ausgerüstet  ist. 

Das  durch  ein  Gewicht  bewegte  Uhrwerk,  welches  die  Trommel  in 

Umdrehung   versetzt,   befindet  sich  in  einem  Messingkasten,    auf  einem 

hohen   eisernen  Stativ;   an  der  Vorderseite  des  Kastens  geben  2  Zeiger 

auf  2  Zifferblättern   die  Umdrehungszahku  der  Ttommel^  der  eine  Zei- 
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g«?K  Jio  HoDflertcr,  der  andere  die  Einer,     Die  Bewegung  der  Trommol 
^wixJ   durch    den    von    Dr.    Werner   Siemens   angegebcnou    Kegulatur 

g^l eicbmA«fcig   gemacht.      Dieser    Regulntor   besteht    aus    einem    oder  zwei 
'Wrindäügelu,    deren   Asc   sich   in  joden  Winkel  zu  der  durch  das  Uhr- 
^w"«rk  getriebenen  Drchungsaxe  stellen  kann.     Auf  die  Windflügel  wirkt 
eine  Feder  in    der  Weise,    dass  bei  einer  gewissen  Normalgeschwlndig- 
k«it  die  CeiitrifugulkrAft  der  Windtiügel  in  jeder  Lage  derselben  durch 
die   Feder    vun   selbst   compensirt   wird.      Wenn   aber  auch  nur  die  ge- 
n»gsie    Erhöhung  der    Geschwindigkeit    eintritt,    so    werden    die  Flügel 
HOgleich    mit   bedeutender  Kraft  in    die  auf  die   Drehungsaxe  senkrechte 
I^a^e  geworfen,  und  umgekehrt  suchen  sie  sich  bei  der  geringsten    Vcr- 
■xkiDiicrung    der    Uescltwiudigkcit    der    Axe    parallel    zu    stellen.     Uurcli 
diue  Verstellungen  der  Flügel  aber  wird  der  Luftwiderstand    im   ersten 
t~al!c  bedenteiid  vermehrt,    im  zweiten  Falle  bedeutend  vermindert,  die 
G  cscli windigkeit    des  Werkes   daher   schnell   verlangsamt    oder   beschleu- 
<Ail,''i  ^^'^   Regulator  muss  also    bei  der  geringsten  Veränderung  der  Ge- 
schwindigkeit immer  rasch  wieder  das  Werk  auf  die  Normatgeschwiudig- 
lK.«it  zurfickbringcu.     An  dem  Messapparal  für  Schiessversuuhe  wirkt  als 
feiler  ein   breiles   Stahlblech,  welches  oben  auf  dem  Kasten  angebracht 
i»l    Dasselbe  reicht  mit  dem  einen  Ende  bis  auf  die  Axe  der  et&hlcruen 
l'nitamel,    drückt   aber   nicht   auf  diese    Axe    selbst,  sondern  auf   einen 
Suiilstift,  der  innerhalb  der    Axe   liegt   und    sich  in    derselben    frei  auf- 
nnd  ubbewegen    kann;    dieser   Stablslift    drückt    dann    vennittclst    eines 
Uotielwerkes  auf  die  WiudtiUgel.     Die  Norraalgeschwindigkeit  selbst  aber 
'«tat    sich    verändern;    ihre    Grösse    hängt   nämlich    wesentlich   von    der 
»^Urkc   der  Feder  ab   und   diese  wieder  wesentlich  von  der  Länge  der 
*'^ivr.      Es    lösst  sich   nun   die    Klemme ,    welche  das  hintere  Ende  der 
^^Ifcder    festhält,    in    einem   Schlitten   durch    eine    Schraube   bewegen 
*^d  auf  diese  Weise  kann  man  die  Feder  merklich  verlängern  oder  vcr- 
""irKcn    und    dadurch    die     für    die    Mossuug     vort ho ilhaf teste    Normal- 
^Kchwiudigkeit  der  Trommel    hecstelleu.       Durch    eine    mit  einem    Stift 
Ersehene  Scheibe    an  der  hinteren  Seite  des  Kastens  kann  eine  Mikro- 
I    *•**! terschraube  in  das  KSderwcrk  ein-  und  ausgerückt  werden.     Der  Hand 
■|P*»  Scheibe  ist  in    11)0  Tbeile  getbeilt,  eine  ganac  Umdrehung  derselben 
PP^wegt  die   stählerne  Trommel   um    '/loa  i'""<""   Periiiherie,    1   Sealentheil 
'  ***  Scheibe  entspricht  daher  Viuoou  ^^  Trommelumfangs.     Die  Trommel 
•"»^«hl  im    Mittel    ungefähr   4200    Umdrehungen    in    der  Minute,  also  70 
•^»»(inihungen   in    der  Socundej    es   entspricht    daher   die  Bewegung   der 
"*-  «Mminel  um  1  Sealentheil  der  Scheibe  Vjoonoo    Secunde.     Jeder  auf    die 
*  ■''iinnicl  Überspringen  de  Funken  erzeugt  auf  dieser   einen  kleineu,    von 
***>M  berrottcn    Kreis,    in    dessen    Mitte    ein    ziemlich  scharf  begrenzter 

fiikt  die  Stelle  anzeigt,  wo  der  Funken  übersprang.     Neben  dem  Glas- 
'  toit  dem  Platindraht  ist  eine  auf  die  Trommel  gerichtete  Lupe  bh- 
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gebracht.  Die  Zeit  nun,  welche  zwischen  dem  Ueberspringen  zweier 
aufeinanderfolgender  Funken  verflossen  ist,  wird  so  bestimmt,  dass  man 
die  Mikrometerscheibe  in  das  Räderwerk  einrückt  und  durch  vorsichtiges 
Drehen  derselben  die  beiden  von  den  Funken  gebildeten  Punkte  nach 
einander  in  das  Fadenkreuz  der  Lupe  bringt  und  abliest,  wieviel  Sca- 
lentheile  der  Scheibe  der  Entfernung  der  Punkte  entsprechen.  Einige 
Zeit  vor  dem  Schuss  wird  das  Werk  in  Gang  gesetzt  und  mit  der 
Secundenuhr  die  Geschwindigkeit  der  Trommel  gemessen,  d.  h.  deren 
Umdrehungen  zahl  in  der  Minute  auf  den  Zifferblättern  abgelesen;  aus  die- 
ser Zahl  und  den  ob^n  mitgetheilten  Daten  über  die  Scheibe  lässt  sich 
unmittelbar  der  einem  Sealentheil  dieser  letzteren  entsprechende  Zeit- 
werth  und  daher  auch  die  Zeit,  welche  zwischen  dem  Ueberspringen 
zweier  Funken  verfloss,  in  Secunden  angeben  und  die  Geschwindigkeit 
der  Kugel  auf  dem  zugehörigen  Wege  berechnen.  Die  Genauigkeit  ist 
bei  diesem  Apparate  so  gross ,  weil  die  Kugel  keinen  Draht  zu  zerreissen 
braucht  und  im  Apparat  auch  sonst  keine  mechanischen  Fehler  vorhan- 
den sind. 

6.  Der  in  der  Ausstellung  von  Gebrüder  Siemens  in  London 
neben  dem  Pyrometer  von  Dr.  Wilhelm  Siemens  (Royal  Institution, 
March  1,  1872)  und  dem  von  beiden  Brüdern  angegebenen  Apparate  zur 
Bestimmung  der  Wassertemperatur  (Zeitschrift  des  deutsch  -  österreichischen 
Telegraphen- Vereins  XIV,  S.  38)  befindliche  Apparat  zur  Vergleichung 
der  Lichtstärken  in  verschiedenen  Wassertiefen  enthält  in  einem 
cylindrischen  Räume  von  geringer  Höhe  eine  Anzahl  Gläschen  mit  einem 
Stoffe,  aufweichen  das  Licht  chemisch  wirkt,  wie  z.  B.  Chlorsilbcrpapier ; 
ein  Sector  von  der  Breite  eines  Gläschens  ist  aus  dem  Boden  und 
Deckel  jenes  scheibenförmigen  Raumes  ausgeschnitten  und  also  dem  Lichte 
zugänglich ,  während  der  übrige  Raum  dunkel  ist.  Nachdem  das 
Instrument  in  diejenige  Wassertiefe  herabgebracht  wurde,  in  welcher 
die  Lichtstärke  beobachtet  werden  soll ,  so  wird  durch  einen  elektrischen 
Strom  die  verticale  Axe,  auf  welcher  die  Gläschen  befestigt  sind,  um 
einen  Schritt  gedreht,  so  dass  ein  Gläschen  in  den  belichteten  Sector 
tritt;  nach  Verlauf  einer  bestimmten  Zeit  aber  macht  ein  zweiter  Strom 
das  Gläschen  wieder  einen  Schritt  weiter  gehen  und  auf  der  anderen 
Seite  des  belichteten  Sectors  wieder  in  den  dunkeln  Raum  eintreten. 
Der  Apparat  gestattet  nur  eine  Vergleichung  der  an  .den  betreffenden 
Stellen  vorhandenen  chemisch  wirkenden  Lichtmengen;  Beobachtungen 
in  verschieden  gefärbten  Wassern  sind  also  nicht  ohne  Weiteres  mit  ein- 
ander vergleichbar,  da  man  in  gelblich  gefärbtem  Wasser  weniger,  in 
bläulich  sefärbtem  mehr  Licht  messen  wird,  als  da  ist. 
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B.  Telegraphenapparate  im  engeren  Sinne. 

7.  Der  combinirte  Blitzableiter  mit  selbstthätiger  Ans- 
Schaltung  wird  in  Rnssland  vielfach  angewendet.  In  seinem  Glasschntz- 
kasten  sind  die  beiden  in  die  Station  einmündenden  Telegraphenleitnn- 
gen  an  zwei  Schienen  Li  und  Xg  geführt,  zwischen  denen  die  Erdschiene 
E  liegt;  aus  jeder  Schiene  treten  Spitzen  bis  nahe  an  die  daneben  lie- 
gende Schiene  hervor.  An  L^  und  L^  sind  je  eine  Feder  f^  und  f^  an- 
gebracht, welche  jede  durch  einen  an  einer  Säule  8  befestigten  und 
über  eine  kleine  Rollo  gelegten  dünnen  Draht  d  gehoben  erhalten  werden. 
Der  nach  L^  kommende  Telegraphirstrom  geht  daher  über  Z*^,  d^  und  8^ 
durch  den  Telegraphen  nach  5t,  d^^  f^  und  L^.  Schmelzt  dagegen  ein  Blitz 
den  Draht  d^  oder  d,^  ab,  so  föllt  die  Feder  f^  oder  ^2  auf  einen  Am- 
bos  a^  oder  a^  herab  und  da  a^  mit  Zj)  ^2  ™^^  -^i  tinmittelbar  verbun- 
den ist,  so  schaltet  der  Blitzableiter  beim  Abschmelzen  eines  Drahtes 
den  Telegraph  selbstthätig  aus. 

8.  Das  für  die  Ingenieure  der  indischen  Linie  bestimmte  Reise- 
galvanoskop  ist  mit  einer  zweckmässigen  Arretur  versehen,  welche 
zugleich  ein  leichtes  und  bequemes  Herausnehmen  der  Nadel  gestattet. 
Die  Nadelaxe  ist  nämlich  in  die  beiden  Wangen  a  und  h  eines  kleineu 
Rahmens  eingelagert,  und  zwar  in  a  in  einem  ovalen  Loche,  in  h  in 
einem  länglichen,  von  der  Seite  herein  schief  nach  unten  gehenden 
Schlitze;  die  Axe  legt  sich  mit  ihrer  oberen  Seite  an  die  unten  abgerun- 
deten Enden  eines  zweiten,  im  Gehäuse  fest  liegenden  zweiten  Rah- 
mens an,  so  lange  eine  an  dem  die  beiden  Wangen  a  und  b  verbinden- 
den Querstücke  des  ersten  Rahmens  befestigte  und  mit  ihren  Enden  sich 
gegen  den  zweiten  Rahmen  stützende  Feder  f  sich  selbst  überlassen  wird. 
Dabei  ist  dann  die  Nadel  arretirt.  Schraubt  man  dagegen  den  ersten 
Rahmen  mit  seinem  Querstücke  gegen  den  zweiten  berab,  so  senkt  sich 
zugleich  die  Nadel  und  wird  frei,  während  die  Feder  f  sich  durchbiegt 
und  stärker  spannt.  In  dieser  Lage  lässt  sich  zugleich  die  Axe  leicht 
aus  ihren  Lagern  ausheben. 

9.  Das  Taschengalvanoskop  im  Etui  ist  in  einem  dosenfbr- 
niigen  Gehäuse  so  angebracht,  dass  es  bequem  in  die  Tasche  gesteckt 
werden  kann ;  seine  ^Axe  ist  in  4  Steinen  gelagert. 

10.  Das  submarine  Relais  für  Wechselströme  besitzt  entweder 
einen  kräftigen  Elektromagnet,  welcher  durch  einen  starken  Localstrom 
erzeugt  wird,  oder  einen  durch  ein  System  permanenter  Magnete  kräftig 
influenzirten  Magnet.  Der  Nordpol  dieses  aufrechtstehenden  Magnetes 
ragt  durch  ein  in  dem  entsprechend  verlängerten  Südpole  befindliches 
Loch,  dessen  Weite  etwas  grösser  M  »  ä§m  Nordpols,  hin- 
durch, und  in  dem  Zwisdt«^*  schwebt 
eine  kleine  aar  Ende  TOV  "^^^ 
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gehängte  Spule,  in  welche  der  Linienstrom  durch  die  beiden  Drähte  \  nnd  h^ 
ein-  and  austritt  nnd  welche  dann  je  nach  der  Bichtung  des  Linienstromes 
in  dem  magnetischen  Felde  zwischen  jenen  beiden  Magnetpolen  sich  hebt 
oder  senkt,  dabei  aber  den  durch  den  mittleren  Drath  a  zugeführten 
Localstrom  in  der  einen  oder  andern  Richtung  durch  einen  polarisirten 
Schreibapparat  sendet.  An  der  Spule  ist  nämlich  ein  Aluminiumbügel 
angebracht,  in  welchem  ein  oben  in  einer  Spitze,  unten  in  einer  ebenen 
Fläche  endender  Contactstift  befestigt  ist,  welchem  oben  ein  ContACt  mit 
ebener  Fläche,  unten  ein  Contact  mit  Spitze  gegenübersteht.  Die  Be- 
wegung der  Spule  mit  ihrem  Bügel  lässt  sich  ausserdem  auch  unmittelbar 
durch  eine  Lupe  beobachten,  deren  Yisur  auf  den  Contact  am  Bügel 
eingestellt  ist.  Dieses  Relais  zeichnet  sich  durch  seine  grosse  Empfind- 
lichkeit aus,  welche  es  der  Leichtigkeit  des  als  Relaishebel  dienenden 
Theils  und  dem  Umstände  verdankt,  dass  sich  der  Elektro-  oder  perma- 
nente Magnetismus  jenes  aufrechtstehenden  Magnetes  beliebig  verstär- 
ken lässt. 

11.  Mittels  seines  Abkürzungsrelais  beabsichtigt  v.  Hefner- 
Alten  eck  eine  Erhöhung  der  Sprechgeschwindigkeit  durch*  Kabel  zu  er- 
zielen. Die  Spulen  des  Elektromagnetes  iKf  dieses  Relais  bieten  dem  Strome 
einen  sehr  grossen  Widerstand  (1780  S.  E.)  und  sind  einerseits  mit  der 
Axe  des  Tasters,  andererseits  mit  der  Erde  leitend  verbunden;  von  zwei 
Batterien  ist  der  Kupferpol  der  einen  B^  mit  dem  Arbeitscontacte ,  der 
Zinkpol  der  anderen  B^  mit  dem  Ruhecontacte  des  Tasters  verbunden, 
während  die  anderen  beiden  Pole  zur  Erde  abgeleitet  sind.  Demnach 
durchläuft  der  Strom  von  B^  in  der  Ruhelage  des  Tasters  die  Spulen 
des  Relais,  zieht  dessen  Anker  A  an  und  legt  den  Ankerhebel  auf  die 
untere,  ebenfalls  mit  der  Erde  verbundene  Stellschraube  8^\  da  nun  an 
den  Ankerhebel  zugleich  auch  das  Kabel  geführt  ist,  so  kann  jetzt  ein 
aus  dem  Kabel  kommender  Strom  über  die  Contactschraube  s^  zur  Erde 
gelangen.  Beim  Niederdrücken  des  Tasters  kommt  derselbe  erst  zum 
Schweben;  dabei  wird  B^  unterbrochen,  der  Anker  A  fällt  durch  die 
Wirkung  einer  Spannfeder  ab,  und  der  Ankerhebel  legt  sich  an  die 
obere  mit  der  Tasteraxe  verbundene  Stellschraube  5^;  legt  sich  dann 
endlich  der  Tasterhebel  auf  den  Arbeitscontact  auf,  so  wird  die  Batterie 
B^  geschlossen,  deren  Strom  verzweigt  sich  aber  von  der  Tasteraxe  aus 
und  es  geht  der  eine  Zweig  über  die  Contactschraube  s^  und  den  Anker- 
hebel  in  das  Kabel,  der  andere  Zweig  durch  die  Spulen  von  M,  Der 
letztere  Zweigstrom  von  B^  durchläuft  aber  die  Spulen  in  anderer  Richt- 
ung als  vorher  der  Strom  der  Batterie  B^\  die  magnetische  Polarität  wird 
also  in  den  Elektromagnetkernen  (durch  Null  hindurch)  umgekehrt  und 
es  verfliesst  daher  eine  gewisse  Zeit,  bevor  der  Anker  angezogen  wird 
and  der  Ankerhebel  sich  wieder  an  die  Schraube  s^  anlegt,  dabei  aber, 
selbst  weaa  der    TMterhebel    noch  aut  d^m  ik.x\>^\\a^TvUct  He^^i  den 
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I  B,  unterhricbl  und  dfts  Kabel  entladend  mit  der  Erde  in  Ver- 
WdQDf  «etst. 

Rei  dflin  lantlosen  TsBter  lifigen  beide  Contacte  für  den 
lK«rhebe1  nnt  gUrken,  sich  nar  aomerklich  durcbbiegenden  Contact- 
i;  dazii  ist  der  Ilnb  des  TasterbcbfllB  sehr  klein  und  infolge 
I  ist  das  AofBtlilagen  dieses  Hebsls  auf  die  Contacte  dem  Ohre 
brnn  Temehmbar.  Damit  der  Telegraphirendp  den  Hnb  nnd  dadurch 
dir  Sctirift  nicht  verändern  kann,  sind  unter  den  beiden  Contact  federn 
ileioe  Sclirauben  eingeschraubt,  anf  die  eich  die  Contactfedem  endlich, 
bei  ihrer  stärksten  Dnrchbiegung,  auflegen. 

13.  Die  verschiedenen  auBgeatellteu  Knrhel Umschalter  zeigen 
B  Einrichtang  anr  grÖBseren  Sicheretellung  eines  guten  Contactes. 
Dt?  Kurbel  ist  nfimlich  mittels  eines  Schlitzes  anf  die  Knrbelaxe  ntif- 
Snttcckt,  sr>  dans  sie  sich  g^gen  diese  ein  ziemliches  Stflck  verschieben 
I  den  leeren  Raum  des  Schlitzes  ist  aber  eine  Spiralfeder  ein- 
S«l«gt,  welche  sich  mit  dem  einen  Endo  gegen  die  Äxe,  mit  dem  andern 
gegfn  die  innere  Wand  den  Schlitzes  anlegt  und  somit  die  Kurbel  mit 
den  entgegengesetzten  Ende  des  Schlitzes  fest  an  die  Ase  heranzieht. 
Wenn  sich  nun  die  Kurbel  an  den  festliegenden,  zum  Tbeil  auch  federn- 
.  iea  Conlactcn  hinbewegt,  so  wird  durch  deren  Druck  gegen  die  Kurbel 
(  Spimlfeder  zusammengedrückt,  die  Knrbel  giebt  nach  nnd  wird  end- 
b  in  ihrer  richtigen  Stellung  festgehalten;  während  der  ganzen  Be- 
pog  aber  erhält  die  Feder  einen  sichern  Contact  zwischen  der  Knrbel 
i  ihrer  Axe. 

!5.  Unter  dem  Namen  Normal-Farbschroiber  und 
■Bimal-Keliefschroiber  wurden  der  Morse -Färb- and  Stiftschreiber 
p  der  jetzt  von  der  deutscben  Reichs  Verwaltung  angenommenen  Form 
K  Augen  geführt.  Bei  dem  grossen  Bedarl'e  ad  ganz  gleichgebauten 
^paraten  können  die  einzelnen  Theile  unter  möglichster  Vermeidung 
B  Handarbeit  fabrikmässig  mechanisch  hergestellt  werden.  In  welcher 
Päae  die«  geschieht,  macht  ein  Glaskasten  ersichtlich,  in  welchem  die 
BaelncD  Tbeilc  anf  den  verschiedenen  Fabrikationsstufen  nebeneinander 

Das  Schreibrädchen  des  Farbschreibers  wird  zwar  immer  noch  vom 
'  Hebwerk  mit  nmgedrebt,  es  vnrd  aber  nicht  mehr  auf  einer  darch  ein 
^Oiversa  Ige  lenk  mit  dem  Triebwerke  verbundenen  Welle  angebracht. 
^i«  PapiorroUe  liegt  unter  dem  Apparate  in  einem  Kasten,  weil  hei 
^'•«r  Lage  der  Scheibe  die  Papierführung  einfacher  ist.  Die  Elektro- 
^%gD(Ttkem«  lassen  sich  durch  eine  Schraube  auf  und  nieder  bewegen, 
^öd  HO  kann  ihre  Stellung  gegen  den  Anker  der  Stromstärke  entspre- 
chend r«gnlirl  worden. 

Di«  8tin«chrnber  haben  die  Papierrolle  immer  oben  nnd  zwar  ent- 
^od<ir,  wie  hiaher  gewöhulich,  eine  einfache  Rolle,  oder  mit  ihrem  Fuss 
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in  eine  Führung  auf  d  em  Apparatkasten  einschiebbare  doppelte  Papier- 
rolle, welche  eine  schnellere  und  leichtere  Einführung  eines  neuen  Pa- 
pierstreifens gestattet,  wenn  jener  der  ersten  Rolle  zu  Ende  geht.  Die 
beiden  Rollen  sitzen  dann  auf  einem  horizontalen  Querstücke  am  obem 
Ende  des  aufrechtstehenden  Trägers;  der  obere  Theil  des  Trägers  aber 
ist  selbst  um  eine  yerticale  Axe  drehbar,  schnappt  jedoch  in  den  beiden 
richtigen  Stellungen  der  ersten  und  der  zweiten  Rolle  durch  sein  Ge- 
wicht ein,  während  er  in  den  Zwischenstellungen  nicht  stehen  bleibt. 

Beide  Normalschreiber  sind  mit  einem  sich  selbst  regulirenden 
Windflügel  ausgerüstet. 

G.  Vollständige  Telegraphen  -  Einriclitimgen. 

16.  Für  die  Morse'schen  Eisenbahnstationstelegraphen 
sind  die  zu  einer  Station  gehörigen  Apparate  (Färb-  oder  Stiftschreiber, 
Relais,  Taster,  Galvanoskop,  Blitzableiter)  auf  einem  gemeinschaftlichen 
Grundbrete  festgeschraubt,  welches  in  eine  Vertiefung  des  Apparattisches 
eingesetzt  wird.  Dabei  sind  behufs  schneller  und  einfacher  Auswechse- 
lung eines  solchen  Apparatsatzes  die  Leitungsdrähte  nicht  unmittelbar 
nach  Klemmschrauben  an  den  einzelnen  Apparaten  geführt,  sondern 
mit  schneiden  förmigen,  in  jener  Vertiefung  des  Tisches  befindlichen 
Ständern  verbunden,  auf  welche  sich  beim  Einsetzen  des  Grundbretes 
in  die  Vertiefung  die  sogenannten  Federschlussklemmen  (nach  Frischen) 
auflegen  und  die  nöthigen  Apparatverbindungen  herstellen.  So  lange 
dagegen  das  Grundbret  aus  der  Vertiefung  ausgehoben  ist,  stellt  eine 
ausserdem  noch  vorhandene  Federschlussklemme  die  kurze  Verbindung 
zwischen  den  in  die  Station  einmündenden  (Luft-  und  Erd-)  Leitungen 
her;  beim  Wiedereinsetzen  des  Grundbretes  aber  wird  diese  kurze  Ver- 
bindung selbstthätig  wieder  gelöst.  Unter  der  Tischplatte  des  Apparat- 
tisches befindet  sich  zum  Theil  noch  ein  Schränkchen  zur  Aufnahme 
der  Batterien. 

17.  Der  Wärterstationsapparatsatz  besteht  aus  Farbschreiber, 
Schlüssel,  Galvanoskop  und  Umschalter,  welche  in  einem  verschliess- 
baren  Schutzkasten  verwahrt  sind.  Der  Elektromagnet  des  zunächst  für 
Ruhestrom  bestimmten  Farbschreibers  hat  2  aufrechtstehende  Schenkel, 
deren  Kerne  seitwärts  zu  einander  zugewandten  Schuhen  verlängert 
sind ;  der  Anker  aber  ist  durch  eine  Schraube  unterhalb  des  Ankerhebels 
fest  gemacht  und  liegt  auch  noch  unterhalb  der  Schuhe.  Der  Ruhestrom 
zieht  also  den  Anker  an  die  Schuhe  empor,  bei  Unterbrechung  des  Stroms 
fällt  dagegen  der  Anker  nach  unten  ab  und  drückt  das  Schreibrädchen 
gegen  den  Papierstreifen. 

Wird  der  Anker  nicht  auf  der  Unterseite,  sondern  auf  der  obern 
Seite  des  Ankerhebels  und  oberhalb  der  Schuhe  festgeschraubt,  so  kann 
der  Farbscbreiber  sofort  mit  Arbeitsstrom  arbeiten. 
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18.  Die  für  vorübergehenden  Dienst  bestimmten  Eisenbahn- 
wärterbadentelegraphen sind  erst  seit  etwa  Ht  Jahr  entstanden 
und  auf  mehreren  Eisenbahnen  bereits  eingeführt.  Der  eiserne  Anker 
der  horizontalen  Elektromagnete  ist  bei  diesen  Telegraphen  in  ähnlicher 
Weise  wie  zuerst  bei  dem  Siemens'schen  Zeigerapparat  mit  Selbst- 
unterbrechung und  später  auch  bei  dem  Siemens'schen  Dosenrelais 
zwischen  die  Elektromagnetpole  gelegt;  ein  seitwärts  vom  Anker  aus- 
laufender Arm  trägt  das  Schreibrädchen  oder  Farbscheibchen  und  an 
einer  Rückverlängerung  dieses  Armes  heftet  sich  die  Abreissfeder  an. 
Der  ganze  Apparatsatz  ist  in  einen  hölzernen  Kasten  eingeschlossen, 
welcher  sieh  ganz  auseinanderschlagen  und  dessen  Thür  sich  um  eine 
horizontale  Axe  um  90^  umklappen  lässt  und  dann  als  Schreibpult  dienen 
kann ;  dabei  ist  die  untere  Thürhälfte  doppelt,  und  es  bleibt  der  innere 
Theil  stehen,  während  der  äussere  sich  mit  umklappt.  Beim  Schliessen  des 
Kastens  legt  sich  eine  Metallschiene  an  der  Thür  an  2  Federschlussklemmen 
an  und  schaltet  den  Apparat  unter  Herstellung  eines  kurzen  Schlusses  der 
Linie  aus  letzterer  aus;  beim  Oeffnen  der  Thür  wird  dieser  kurze  Schluss 
durch  die  Federn  beseitigt  und  der  Apparat  zugleich  eingeschaltet. 

Der  erste  der  ausgestellten  Apparate  schreibt  mit  einem  trockenen 
Farbscheibchen  (aus  Stiftblau),  welches  sich  bei  jeder  Unterbrechung 
des  Buhestromes  durch  sein  Gewicht  und  die  Wirkung  der  Abreissfeder 
auf  den  Fapierstreifen  auflegt,  von  diesem  aber  infolge  der  Anker- 
anziehung wieder  abgehoben  Wird,  sobald  der  Strom  wieder  geschlossen 
wird.  Das  Farbscheibchen  wird  durch  das  von  einem  Gewicht  getrie- 
bene Bäderwerk  des  Apparates  in  beständige  Umdrehung  versetzt.  Der 
Farbschreiber  des  zweiten  Apparates  besitzt  ein  Schreibrädchen,  das  in 
ein  Gefäss  mit  flüssiger  Farbe  taucht  und  von  unten  nach  oben  gegen 
den  Streifen  bewegt  wird.  Der  Farbschreiber  des  dritten,  mit  einem 
Wecker  ausgerüsteten  Apparates  schreibt  ebenfalls  mit  flüssiger  Farbe 
und  ist  mit  Selbstauslösung  versehen.  Die  Apparate  schalten  sich  aber 
bei  diesem  Telegraph  beim  Oeffnen  und  Schliessen  des  Kastens  nicht 
selbstthätig  ein  und  aus,  vielmehr  muss  die  Einschaltung  mit  der  Hand 
mittels  eines  Schiebers  bewerkstelligt  werden;  allein  so  lange  der  Schie- 
ber so  steht,  dass  der  Farbschreiber  eingeschaltet  ist,  kann  der  Kasten 
nicht  geschlossen  werden.  Der  Wecker  ist  kein  elektrischer,  sondern 
ein  mechanischer,  und  weckt  so  lange,  als  das  Laufwerk  des  Farbschrei- 
bers läuft. 

19.  Von  den  transportabeln  Telegraphen  enthält  der 
kleinere  auf  der  indischen  Linie  verwendete  einen  transportabeln  Farb- 
schreiber, dessen  Schreibrädchen  in  ein  Farbegefäss  eintaucht,  und 
eine  an  den  Telegraphenstolen  am  befestigende  Sinschaltevorrichtung, 
mittels  deren  der  Appar  Uitung  eingeschaltet 
werden  kann.     Diei«"  iretk^  V\.s\.- 
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Stnndentypen  I,  IT,  III  bis  XII  zeigt.  Die  kleinere  Scheibe  dreht 
sich  bei  jeder  UmdTebung  der  grösseren  genau  um  ein  Zwölftel  und 
bietet  dann  dem  Streifen  stets  die  betreffende  Stundenziffer  an  der  Stelle 
dar,  wo  in  der  grösseren  Scheibe  „6Ö"  stehen  würde. 

G.  Eisenbahn  •  Signalwesen. 

25.  Die  Wecker  für  Batteriestrom  mit  Selbstunterbroch- 
ung,  mit  oder  ohne  Selbstausschaltung,  werden  entweder  auf  einer 
Stütze  befestigt  oder  auf  den  Tisch  gestellt ;  zum  Theil  sind  sie  in  einen 
Mahagoni -Theilkasten  eingeschlossen,  welcher  sich  ganz  auseinander 
nehmen  lässt.  Die  Holzsockel  der  Kästen  dieser  Wecker  sind  so  ge- 
arbeitet und  die  Apparattheile  darauf  so  angeordnet,  dass  ein  Trocknen 
und  Schwinden  des  Holzes  auf  die  Stellung  des  Ankers  und  dessen  Spiel 
keinen  Einfluss  ausübt.  Es  sind  nämlich  die  Schenkel  des  Elektromag- 
nets  an  dem  oberen  Querstücke  eines  auf  dem  Sockel  festgeschraubten 
gusseisernen  Rahmens  mittels  zweier  Schrauben  befestigt;  der  vor  den 
Polen  des  Elektromagnets  hängende  platten  förmige  Anker  schwingt  um 
zwei  im  oberen  Ende  der  seitlichen  Ständer  des  Rahmens  liegende 
Schraubenspitzen;  die  Abreissfeder  des  Ankers  aber  ist  an  einem  Messing- 
bügel angeheftet,  welcher  durch  ein  Loch  in  der  Ankerplatte  selbst  und 
in  dem  Querstück  des  gusseisernen  Rahmens  hindurchreicht  und  mittels 
einer  Schraube  in  dem  letzteren  verstellt  und  befestigt  werden  kann. 
Zum  Zweck  der  Selbstausschaltung  ist  an  der  Ankerplatte  eine  Feder 
angebracht,  welche  bei  ruhendem  Anker  an  einer  Stellschraube  Sj^  anlegt 
und  durch  diese  durchgebogen  wird;  wird  dagegen  der  Anker  angezogen, 
so  verlässt  die  Feder  die  Schraube  5^,  richtet  sich  dabei  gerade  und 
legt  sich  schliesslich  an  eine  zweite  Stellschraube  ^2  ^^1  1™  ersteren 
Falle  geht  der  Strom  vom  Anker  nach  Sj  und  durch  die  Elektromagnet- 
windungen nach  Äj,  im  zweiten  vom  Anker  gleich  nach  äj,. 

26.  Die  Wecker  für  Inductionsströme  werden  mittels  Mag- 
netinductoren  betrieben.  Bei  ihnen  ist  der  eine  Pol  des  Elektromagnets 
schuhartig  seitlich  verlängert  und  inducirt  den  (polarisirten)  Anker,  dessen 
um  Schraubenspitzen  sich  drehender  Hauptkörper  den  Elektromagnet- 
kernen parallel  liegt,  während  von  ihm  ein  Fortsatz  zwischen  die  freien 
Enden  der  Kerne  hineinragt  und  von  ihnen  hin  und  her  geworfen  wird, 
wobei  der  mit  seinem  Stiel  ebenfalls  am  Hauptkörper  sitzende  Hammer 
abwechselnd  an  zwei  Glocken  schlägt.  Diese  Wecker  lassen  sich  hängend, 
stehend  oder  seitlich  an  einer  Wand  befestigen. 

27.  Neben  einer  eisernen  Läutebude  mit  einer  Glocke  und  Signalscheibe 
und  einer  andern  mit  zwei  Glocken,  mit  Wechselstromauslösung  und  mit 
der  älteren,  von  Frischen  vorgeschlagenen  Hilfssignaleinrichtung  stehen 
zwei  neuere  Eisenbahnläutesäulen,  deren  Anordnung  von  Hefner- 

Alteneck  angegeben  hat.     Bei  den  emtac^ieien.  IAqAa^^tIl^vl  iat  dem 
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Acker  des  Elpktromftgnetes,  an  dessen  Verlängemng  die  Nase  sitzt. 
»nMD  der  Änslöseliobel  des  L.^uteworka  hängt,  noch  eine  Remauenzfeder 
beigegellen,  auf  welche  sich  der  daa  Werk  wieder  einrückende  llehel 
niflpgt,  om  den  Anker,  falls  derselbe  durch  den  remanenten  Magnotis- 
Bwi  der  Elektromagnet  kerne  Knrütkgehalton  würde,  von  den  Kernen 
iMwreissen,  damit  er  den  Auslösehehel  sicher  fKngt,  Die  neueren  Läutc- 
fit]<m  maA  mit  dem  EinradI itutewerke  ausgerüstet,  welches  blos  ein 

A  und    das   treibende  Gewicht,    sonst    «her    ki-in  Räderwerk    enthält. 

a  ganze  Werk  ist  von  einem  eylindrischcn  Blechmantel  eingeschlossen, 
wlthcr  sich  belmrs  einer  Revision  des  Werkes  au  3  Fiihrnngsrippen 
fKfltm  hei'ahziehen  lässt.  Die  Glocke  hangt  oberhalb  eines  an  den 
jeflindrischen  sich  nnech  Hessen  den  kegelförmigen  Mantels,  welcher  mit  2 
ätkmi  verseben  ist,  ans  deren  einem  der  Hammer  vortritt,  nm  die  Glocke 
S  Ireffen.  Auf  diese  Weise  ist  der  ganz  nnter  Dach  befindliche  Hummer 
jpp  das  Einfrieren  gesichert.  Der  Hammer  wird  von  Voraprtingrn  an 
im  Rade  mit  seiner  aufrechtstehenden  Axe  in  ühnlicher  Weise  wie  der 
fedcnr  »n  Schwarzwälder  Uhren  hin  nnd  her  geworfen.  Die  Ausljisung 
M  Werkes  erfolgt  erst  durch  eine  grossere  Reihe  (21)  anf  einander 
llgender  Ströme  von  wechselnder  Richtung,  wodurch  ein  zufälliges  Aus- 
bai dos  Werkes,  a.  B.  durch  Gewitter,  nahezu  unmöglich  gemacht  wird, 
lulreihende  Gewicht  sinkt  im  Innern  der  Säule  herab,  die  8änle  selbst  aber 
Hrt  sich  als  Rohr  von  ungerrihr  derselben  Länge,  wie  die  Sänle,  in  die 
Mft  fort;  dieses  Erdrohr  vergrössert  die  Fallhöhe  für  das  Gewicht  nnd 
Qdct  zugleich  das  Fundament. 

Die  eine  der   ausgestellten  LfiatosäDlen  mit  Wechselstromauslösung 

■thSlt  ausser  einem  ItUtzableiter  noch  eine  neue  Hilfssignaleinrichtung. 

nf  die  Asu  des  Einradläntewerks  sind  nämlich  S  Schliessungsräder  auf- 

«ckt,  welche  an  ihrem  Umfange  mit  verschieden    gestellten,    dem  su 

l^beailen  UilCssignale  entsprechenden  Vorspriingen  und  Einschnitten  ver- 

0  lind.    Der  in  der  Leitung  vorhandene  galvanische  Kuhestrom  ist  ge- 

,  so  lange  der  lungere  Arm  eines  Winkelhebcls  in  einem  der  Elu- 

nitte  liegt,  weil  dann  der  den  Contact  machende  kürzere  Arm  anfseinem 
lufliegt,  von  dem  er  aber  abgehoben  wird,  sobald  der  Ungera 

B  »nf  einen  Vorspmug   aufläuft.      Für  gewöhnlich    ruht   der  längere 

i  auf  einer  SteJIe  der  Axe  neben  den  Schliessungsrüdern  und  bHlt 
•hd  den  Stromkreis  geschlossen.  Mit  den  zu  gehenden  8  Uilfssignalcn 
Bd  6  Schlüssel  bezeichnet,  die  sich  nnr  dadurch  von  einander  unter- 
■>Bldcn,  dass  ihre    Harte    in    verschiedenen    Abständen    vom   Ende    des 

raflea  Hitaeu.  Wird  ein  solcher  Schlüssel  gerade  so  weit  in  das 
'blUoelloch  gestockt,  dass  er  in  diesem  herumgedreht  werden  kann,  so 
t  der  Schaft  anf  einen  Seitenarm  des  Winkclhebels  nnd  dreht  die- 
S  g«ndn  nn  weit  um  eine  horizontale  Axe,  dass  sein  längerer  Arm 
t  ita  «t  dieaem  Schlüssel  gehörige  Schlieasungsrad  ea  liegen  komir' 
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während  beim  Umdrehen  des  Schlüssels  der  Bart  auf  einen  Riegel  wirkt 
und  durch  diesen  das  Triebwerk  ausrückt,  .so  dass  nun  das  Hilfssignal 
von  dieser  Säule  aus  in  die  Leitung  gegeben  und  von  Morse -Apparaten 
auf  den  Stationen  derselben  niedergeschrieben  werden  kann  und  so  lange 
fortgegeben  wird,  bis  der  Schlüssel  wieder  umgedreht  und  herausgezogen 
wird.  Die  Hilfssignale  werden  auf  der  nämlichen  Leitung  gegeben, 
welche  auch  zum  Läuten  benutzt  wird ;  damit  dies  geschehen  kann,  wird 
der  Ruhestrom  beim  Umdrehen  des  Inductors  durch  diesen  selbstthätig 
ausgeschaltet. 

28.  Bei  den  Magnetinductoren  für  Läutewerke  liegt  die 
IndüctionsroUe  (der  bekannte  Cylinderinductor)  zwischen  den  Schenkeln 
von  4,  6,  12  oder  18  Hufeisenmagneten  und  sendet  bei  ihrer  Umdrehung 
entweder  Wechselströme  oder,  bei  Unterdrückung  der  Ströme  der  einen 
Richtung,  gleichgerichtete  Ströme  in  1  bis  4  Leitungen,  und  zwar  durch 
die  Vermittelüng  von  1  bis  4  Drucktasten,  welche  zur  Sicherung 
einer  guten  Körperverbindung  insofern  eine  neue  Einrichtung  zeigen, 
als  die  sehr  massigen,  mit  je  einer  Leitung  verbundenen  Tastenkörper 
sich  an  den  Umfang  eines  stärkeren  isolirten  Cylinders  anlegen  und  im 
Ruhezustande  zugleich  durch  Federwirkung  an  je  einen,  leitend  mit  je 
einem  Apparate  in  Verbindung  stehenden,  schwächeren  Metallcylinder 
oder  eine  Schiene  herangezogen  worden,  wogegen  sie  beim  Niederdrücken 
sich  am  Umfange  des  isolirten  Cylinders  fortwälzen  und  endlich  mit 
ihrem  hinteren  Theile  an  einen  ihnen  allen  gemeinschaftlichen  schwächern 
Metallcylinder  anlegen,  welchem  ein  von  dem  Inductor  kommender  Draht- 
beim  Drehen  des  Inductors  die  Ströme  zuführt  und  von  welchem  sie 
jetzt  durch  den  Tastenkörper  hindurch  in  die  Leitung  eintreten,  während 
sie  auf  der  andern  Seite  des  Inductors  durch  einen  Draht  in  die  Erde 
gelangen. 

H.  Eisenbalm-Blocksignalsystein. 

Die  zu  Anfang  December  1870  in  Berlin  behufs  einer  Berathung 
über  die  Einführung  von  Blocksignalen  tagende  Conferenz  von  Eisen- 
bahntechnikern stellte  gewisse  Normen  für  die  Einführung  dieser  Signale 
auf.  Zugleich  tauchten  manche  begründete  Einwürfe  gegen  die  von 
Siemens  &  Halske  in  einem  im  October  desselben  Jahres  erlassenen 
Circulare  beschriebenen  und  im  Versammlungslocal  der  Conferenz  zur  An- 
sicht und  Prüfung  ausgestellten  Blockapparate  auf.  Infolge  dessen 
Hessen  Siemens  &  Halske  den  mit  vorgeschlagenen  optisch-elektrischen 
selbstthätigen  Blockapparat  fallen  und  entwarfen  auf  Anregung  des'  Ober- 
inspectors Forsch  in  Dresden  Einrichtungen,  welche  dem  Blockwärter 
das  Geben  elektrischer  Signale  erst  ermöglicht,  wenn  derselbe  vorher  das 
hßtraffende  optische  Signal  gegeben  hat.  Dabei  wurde  zugleich  der  elek- 
triscbe  BJocksigDaUppArtit  in  einer  jenen  Ein^vr^it^^n  und  d^n  vif^eatellten 
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If»niiiin  Rechimng  tragenden  Weiee  umgeBtaltet,     Von   dieeen  UmänJer- 

Qn^n  WRchteu    SiemenG    &    Halske     in    einem    Rundauhreibnn    vom 

1.  Mira  1S71   Mittlieilung.      Seitrlem    vervollkommneten    aie    iliro    Block- 

ligntte  noch  nach  zwei  Eiulitiingen  hin:  1.  brachten  aie  die  Somaphoien- 

H'indtrD  anstnlt  in  elektrische  (mitti'lB  Ooutacten  erzielte),  in  mccha- 

I  uiicli«  Abhängigkeit  von  der  Stellung  des  Tahleaa  im  Blockapparat,  so 

B  der  Biuckwiirter    mit    dem    Deljlockiren    der   hinter    ihm    gelegenen 

J  BlTecke  stell  sein  eben  gegebenes  optisches  Haltsignal  abanlut  feststellt ; 

l-^  Terner  ermöglichten  sie  auf  deraelbcn  Leitung,    welche  schon  für  die 

I BlDckaignale  hentitzt  wird,    ein  Vorwärtswecken,    d.  h.  eine  Änmcl- 

Vtttig  des  kommenden  Zugs  auf  der  in  der  Richtung  des  Zuges    nächst- 

'fclgcnden    Station    durch     Klingelsignale,    welche    mit    gleichgerichteten 

'O'iuctorströmen  gegeben  werden  und  die  Blocksignale  ganz  unverändert 

ind  unberahrl  lassen,  da  für  diese  Wechselströme  benntzt  werden. 

29.     Von  den  in  Wien  ausgestellten,  eine  zasammenhäDgende  Linie 

bildenden  5  Blocksigualapparaten  für  eine  Czweigeleisige)  Eisenbahn 

'ind  die  beiden  ausaersten  als  Balinhofsapparate  anznsebcn,  die  Ubrigeii 

^«■ei    sind    mit    (imitirten)    Semaphoren    versehen    und    mit   Semaphorcn- 

«nretiiung  ausgerüstet;  der  mittelste  gilt  als  Zwischapstatiou ,   die  heideu 

»»»^cren    als    Bahnhofsdeckungsapparate.      In    der    inneren    Ginrichtung 

St-iiuiiiHU  die    5    Apparate,   deren  jeder   in    einen    eisernen  Schutzkasten 

ein  gesell  lussen    ist,    überein,  ,nur   dass    bei    den   Bahnhofsapparaten    die 

<l»»rch  die  Semaphoren  bedingten  Einrichtungen    fehlen.      Jeder  Kasten 

^xttliätt  zwei   Apparatsätze,    den  einen  fiir  die  nach  der  einen  Hiclitung 

C*-*il' dem  einen  Geleise),    den  andern  für  die  nach  der  andern  Richtung 

C^ifdera  andern  Geleise)  verkehrenden  Zöge,     Die  elektrischen  Ströme 

fHi  die  Blockaignale    werden  von  jeder  Blockstation  nach  der  in  Bezug 

■>ti/  die  Zogricbtung  vorhergebenden  oder  rückwärts  gelegenen  Nacbbar- 

***lion  gesendet;  infolge  dessen  wird  das  elektrische  Haltsignal,  welches 

**'ie  mit  „Halt"  beschriebene  rotho  Scheibe  vor  einem  Fenster  des  Kas- 

*eng   sichtbar    werden    lässt,    anf  jeder  Blockatation    durch  die  Wechsol- 

•*fiiiuc  erieagt,   welche  nach  der  vorhergehenden  Station  gesendet  wer- 

***&,  um  daselbst  das  dort  noch  stehende  Haltsignal  zu  beseitigen,  d.  h. 

^^'"«Ua  der  rothen  Scheibe  eine  weisse,  mit  „Frei"  beschriebene  erscbei- 

-*1  ta  lassen;  deshalb  müssen  in  jedem  Elektromagnet  zwei  verschiedei 

^Cg«  für  diese  beiden  durch  ihn  gehenden  Ströme  Vorhandensein,  was 

"cht   dadurch   zu    erreichen    Ist,    dass   entweder   der  eine  Schenkel   des 

■'ektromagnetes  in  den  einen,  der  andere  In  den  andern  Stromweg  ein- 

4elialtet  wird,  oder  dass  man  jeden  Schenkel  mit  einer  doppelton  Um- 

'^Ckelung  versieht,  von  denen  die  eine  dem  einen,  die  andere  dem  au- 

.   Strnmwego    angehört.      Die    ruthe   nnd   weisse   Scheibe   bilden    das 

kktwe   und    obere  Feld    eines    tim    eine  horizontale  Axe  drehbaren  See- 

welcher  sieh    durch    sein   eigenes    Gewicht  von    oben    nach    untODj 
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dareli   ein   nDter  gewiaeen    Uinst£u<]«ii    auf  densdben   aicli   aufvetcvoilM 
Ue  berge  wicht   (oder   in    den    iieaer<>u    Apparateu   durch   eiu    das    Ueh«r — ^ 
gewicht  ersetacodea  Kästchen  mit  einer  Feder)  von  nnten  nach  oben  i^^ 
drehen  strebt,  dies  aber  nur  kann,  wenn  der  als  Echappcmetit  filr  Jn--  ^ 
Seotor    dienende    polarisirte    Anker    des    Elektromagneles    durch    «frr.--, 
längere  Reihenfolge  von  VVecb  sei  strömen  hin  oud  her  bewegt  wird,  w    ,^_ 
bei    er    ungleich   einen    Ktoppel    abwechselnd   an    2  Glocken    «nRcblag« 
lässt.     Dadarcli  ist  zugleich  (wie  bei  27.)  da«  nnhcabDicbltgte  Umstell  ^ 
der   Blocksignaie  z.  B.  bei  Gewittern    nahezu  unmüglicb    gemacht. 
Kurbel  des  Induclors  stcLt  etwa  in  der  Mitte  der  einen  KaBtenwand  Ik^ 
aus;  die  Knrbcln  der  beiden  Semapborenwinden,    mittels  di>reD  die  I 
Jen  Semaphorenflägel,  deren  joder  au  je  einer  Zugrichlnng  gehört,  d.« 
Haltsignale   entsprechend    in  die  hnriEontnle  Lage  oder  dem  Freisigtad 
entsprechend    Hchräg   nach    oben   geneigt   eingestellt   werdrn,    stoben 
beiden  Seiten  aus  dem  nntereii  Theil  des  Ksstens  vor.     Anf  jedt  Vfn 
denaxe  ist  eine  Scheibe  aufgesteckt,  welche  an  der  bei  gegebenem  HstN 
sigiialo    nach  oben  gekehrten  Stelle  mit  einem  Ausschnitte  vorseben 
Soll  ein  elcktrisclics  Signal  zum  Ueblockiren  der  vorhergehenden  Statin 
gegeben  werden,    so    mnss   durch   einen    Knopf  auf  der   Obersejt« 
Kastens    eine   Stange   niedergedrückt   werden,    nm  im    Ii 
tens   einen  Contacthcbel  umzulegen,  welcher  bisher  die  in  der  der  Zofl 
richtnng  cntgegengeaelzlcn   Kichliing   von    der    ßlocketatiim    auslnnreno 
Leitung    durch    den    nach    derselben   Seite   bin  gelegenen  EIeklr(>iiiagn4 
hindurch  mit  der  Krde  verband,  jetzt  aber  dieselbe  Leitung  durch   do 
nach   der   Zngricbtung    hin    gelegenen    Elektromagnet  und  den  Indnct"* 
hindurch   mit  der  Erde    verbinden    soll,    damit   auf  der  eigenen  Siatto" 
das   elektrische  Haltsignal,    auf  der  vorhergehenden   Station  das  Fn^i^^G' 
nal    erscheint.      Nun    legt   sich    aber    der   Coutacthebet   auf  «iDc    iweite 
Stange,    welche   mit    ihiem   untern    Ende  anf  einen   durch  eine  krllft»F 
Feder    nach   oben    gedrückten    Sperrkegel  wirkt;    dieser  Spenkegd  ****  , 
stemmt   sich    gegen    die    auf  der  Windenaxc  sitKeilde  8cheibo  ond  k»**J 
nur  dann  dem  durch  den  Knopf  auf  den  Contacthehcl  ausgeählen  DrO*"*! 
nachgehen,    wenn    der   AuHschnitt    der   Scheibe  nach    oben    liegt,    <!• 
wenn    daa     optisch -mechanische   Haltsignal    (der    Semaphoronllueri) 
zogen   ist.      Somit  kann  jede  Blockst alion ,  wenn  sie   einen  Zug  lut 
vorüberfahren    lässt,    die   vorhergehende  nicht  eher  deblocktren,   faitf 
sich    selbst   biockirt    hat.      Wird    aber   der   in   der  Zugrichtung    gelP^"^'*^ 
Knopf  niedergedrückt,    so  legt  sich  ein  lose  an  seiner  Stauge  aitso** 
und  bisher  auf  einem  Stifte  der  Stange  ruhendes  Uebergewichl  auf  f*  "^^ 
Stift  an    einem    Fortsätze    des    in    seiner    unteren    Stellung    befindli*^ 
Sectora  und  letzterer  geht  beim  Umdrehen  des  Inductors  scbriltwei^^ 
die   Höhe,    es    erscheint    also    auch   das    elektrisch-optischo   tlaltnig 
Dabei  schnappt   zugleich    bei  Be^nn    der  Stromsendong    daieh   Fo 
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Wirkung  ein  Hebel  sperrend  über  einer  Schulter  an  der  nntem  Stange 
ein  und  hält  durch  diese  Stange  auch  den  Sperrkegel  in  der  Winden- 
scheibe fest,  so  dass  der  Blockwärter  das  Semaphoren  -  Haltsignal  jetzt 
nicht  wieder  abstellen  kann.  Jener  Sperrhebel  ging  ferner  an  der  halb 
ausgeschnittenen  Axe  des  Sectors  vorüber  und  wird  dann  seinerseits  bei 
der  weiteren  Drehung  desselben  von  der  Axe  hinter  derselben  fest- 
gehalten. Der  Contacthebel  dagegen  wird  beim  Loslassen  des  Knopfes 
nach  Vollendung  des  elektrischen  Haltsignals  von  einer  kräftigen*  Feder 
an  den  ersten  Contact  zurückgeführt  und  nimmt  dabei  die  obere  Stange 
und  durch  diese  auch  das  Uebergewicht  wieder  mit  in  die  Hö^he.  Ist 
endlich  der  Zug  auf  der  nächsten  Station  angelangt,  so  gehen  die  von  dieser 
Station  gesendeten  Deblockiruugsströme  (wie  schon  erwähnt,  auf  einem 
andern  Wege  als  die  Blockirungsströme)  durch  den  Elektromagnet  des 
noch  auf  „Halt^^  stehenden  Sectors,  lassen  das  Echappement  spielen 
und  der  Sector  geht^  da  das  Uebergewicht  nicht  mehr  auf  ihm  lastet, 
durch  sein  eigenes  Gewicht  nieder;  infolge  dessen  zieht  eine  Feder  den 
Sperrhebel  an  der  dazu  jetzt  wieder  in  die  richtige  Stellung  gelangten 
halbausgeschnittenen  Axe  vorbei  in  die  Ruhelage  zurück,  die  untere 
Stange  kann  daher  in  die  Höhe  gehen,  die  kräftige  Feder  am  Sperr- 
kegel hebt  diesen  aus  der  Scheibe  aus  und  der  Block wärter  kann  jetzt 
auch  seinen  Semaphorenfiügel  mittels  der  Winde  in  die  schräge  Frei- 
stellung drehen. 

Ausser  der  auf  der  Inductoraxe  aufschleifenden  und  die  Wechsel- 
ströme aufnehmenden  Feder  schleift  auf  dieser  Axe,  und  zwar  an  einer 
Stelle ,  wo  die  halbe  Axe  aus  einem  isolirenden  Material  hergestellt  ist, 
noch  eine  zweite  Feder  auf,  mittels  deren  also  nur  gleichgerichtete 
Ströme,  entweder  positive  oder  negative,  von  dem  Inductor  entsendet 
werden  können.  Dies  geschieht ,  sobald  der  eine  oder  der  andere  Lei- 
tungszweig an  der  Stelle,  wo  er  in  die  Blockstation  eintritt,  durch  Nie- 
derdrücken des  einen  (und  zwar  des  nach  ihm  hin  gelegenen),  von  zwei 
Knöpfen  von  dem  nach  dem  Contacthebel  führenden  Drahte  gelöst  und  dafür 
unmittelbar  mit  einem  nach  jener  zweiten  Schleiffeder  laufenden  Drahte 
verbunden  wird.  Diese  gleichgerichteten  Ströme  lassen  dann  auf  der 
vorwärtsliegenden  Station  nur  einen  Wecker  ertönen  und  melden  so 
in  dieser  Station  im  Voraus  einen  nach  ihr  von  der  telegraphirenden 
Station   abgehenden  Zug  an,   worin   eben   das   Vorwärtswecken  besteht. 

Selbstverständlich  dürfen  auf  einer  und  derselben  zwischen  2  Block- 
stationen enthaltenen  Leitungsstrecke  nicht  gleichzeitig  in  beiden  Bich- 
tungen  Ströme  gesendet  werden. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  das  Telegraphiren  zwischen  dem  Bahn- 
hofsapparate und  dem  -zugehörigen  Bahnhofsdeckungsapparate.     Zwi«cheii 
diesen  beiden    Apparaten  ist  eine  doppelte  LellTLii^  \g^^«mL\^   \^r\ft\M^ 
den  Signale  in   der  Ausfahrtsricbtung   B\ud  Ät  fjjCTi^VsEiüiMäBL  -«^aiik^  ^ 
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beiden  in  der  Einfabrtsrichtang  rotb,  der  Bahnhof  also  für  einfahrende 
Züge  gesperrt,  damit  er  znm  Kangiren  der  Züge  u.  s.  w.  zu  freier  Ver- 
fügung steht.  Beim  Ausfahren  drückt  der  Bahnhofsinspector  nach  dem 
Vorläuten  auf  der  2.  Leitung  den  in  der  Ausfahttsrichtung  gelegenen  Knopf, 
dreht  den  jetzt  mit  der  ersten  Leitung  verbundenen  Inductor;  dadurch 
wird  sein  Ausfahrtssignal  roth,  der  Zug  fährt  bis  zum  Deckungsapparate, 
hier  zieht  der  Wärter  das  Semaphorensignal ,  drückt  den  in  der  Fahrtrich- 
tung gelegenen  Knopf  dreht,  den  auf  die  zweite  Leitung  eingeschalteten 
Inductor;  dadurch  wird  sein  Signal  roth,  sein  Flügel  festgestellt  und 
das  Signal  im  Bahnhofsapparate  wieder  weiss.  Beim  Einfahren  findet 
der  Zug  im  Bahnhofsdeckungs-  und  im  Bahnhofsapparate  die  Signale 
roth  und  bei  ersterem  den  Flügel  auf  „Halt"  festgestellt;  der  Deckungs- 
signalwärter muss  daher,  bevor  er  dem  Zuge  das  Einfahren  in  den  Bahn- 
hof gestatten  kann,  einen  zur  zweiten  Leitung  gehörigen  Knopf  drücken, 
den  Inductor  drehen  und  so  beim  Bahnhofsinspector  läuten;  will  der 
Inspector  den  Zug  in  den  Bahnhof  einfahren  lassen,  so  drückt  er  den 
in  der  Zugrichtung  gelegenen  Knopf  und  dreht  den  jetzt  mit  der  zwei- 
ten Leitung  verbundenen  Inductor;  dadurch  werden  die  beiden  rothen 
Signale  in  weisse  umgewandelt  und  der  Flügel  der  Deckungsstation  wird 
beweglich;  der  Deckungssignal wärter  giebt  das  Flügelsignal  „Frei",  der 
Zug  fährt  ein ;  darauf  stellt  dieser  Wärter  den  Flügel  wieder  auf  „Ilalt^  \ 
drückt  seinen  in  der  Einfahrtsrichtung  gelegenen  Knopf  und  dreht  den 
Inductor,  wodurch  er  durch  die  jetzt  in  die  erste  Leitung  gesendeten 
Ströme  auf  der  vorhergehenden  Blockstation  das  rothe  Signal  wieder 
weiss,  sein  und  das  Bahnhofssignal  dagegen  wieder  roth  macht,  woraus  der 

.Inspector   zugleich  ersieht,  dass  der  Flügel  des  Deckungssignals  wieder 
auf  „Halt"  feststeht. 

Um  auch  ein  Ueberholen  des  einen  Zuges  durch  einen  zweiten  in 
einer  Blockstation  nicnt  auszuschliessen ,  ist  an  dem  Signalkasten  für 
Jede  Richtung  eine  verschlossene  Klappe  vorhanden,  mittels  deren  der 
Blockstations-  (Bahnhofs-)  Vorstand  die  elektrischen  Signale  mechanisch 
umwandeln  kann.  Ist  z.  B.  der  erste  Zug  in  der  Station  eingetroffen, 
Bo  blockirt  sich  dieselbe  und  deblockirt  die  vorhergehende;  der  erste 
Zug  bleibt  in  der  Station  liegen,  der  zweite  fährt  ein;  der  Vorstand 
verwandelt  sein  ,,Ualt"  in  „Frei";  lässt  den  zweiten  Zug  fahren,  blockirt 
sich  wieder  und  deblockirt  die  vorhergehende  Station;  hat  der  zweite 
Zug  die  nächste  Station  erreicht,  so  deblockirt  diese  diejenige,  in  wel- 
cher der  erste  Zug  noch  hält;  dieses  „Frei" -Signal  verwandelt  der  Vor- 
stand wieder  in  „Halt"  und  lässt  den  ersten  Zug  abfahren. 

30.  Mittels  des  vollständigen  Weicben-Centralapparates  mit 
Weichen-Blockapparat,  mit  Blocksignal-Apparaten  mit  imi- 
tjjien   Semaphoren,    endlich    mit  Weichenriegeln    und   Weichen- 
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wie  bei  den  einfachen  Blocksignalapparaten,  durch  einander  ergänzende 
elektrische  und  mechanische  Wirkungen  und  Sperrungen  von  einer 
Centralstelle  aus  die  verschiedenen  Semaphoren-  und  elektrischen  Sig- 
nale und  die  Weichen  eines  Bahnhofs  eingestellt  und  in  ihrer  Stellung 
festgemacht;  es  ist  zugleich  aber  auch  dafür  gesorgt,  dass  nach  Einstel- 
lung eines  Signals  oder  einer  Weiche  keine  anderen  Signale  und  Wei- 
chen gestellt  werden  können,  welche  den  schon  gestellten  widersprechen 
und  dadurch  Anlass  zu  einem  Unfall  geben  könnten.  Mit  der  Ver- 
wickelung und  Verallgemeinerung  der  Aufgabe  wird  natürlich  auch  der 
Apparat,  durch  welchen  si^  gelöst  werden  soll;  umfänglicher  und  ver- 
wickelter, und  obgleich  der  Grundgedanke  und  der  zu  seiner  Durch- 
führung benutzte  Mechanismus  eine  Anwendung  für  alle  möglichen, 
irgendwo  wirklich  vorkommenden  Fälle  und  Anforderungen  des  Betrie- 
bes gestattet,  so  muss  doch  jeder  einzelne  Apparat  dem  besonderen  Falle, 
für  welchen  er  bestimmt  ist,  besonders  angepasst  und  den  eben  vorlie- 
genden Bedürfnissen  entsprechend  eingerichtet  werden.  Der  ziemlich 
grosse  ausgestellte  Apparat  soll  folgenden  Bedingungen  genügen:  1.  stehen 
die  ausserhalb  des  Bahnhofs  gelegenen  (Einfahrts-)  Signale  auf  „Halt'S 
dann  sollen  die  im  Innern  des  Bahnhofs  liegenden  Signale  dem  Bahn- 
hofsvorstand zur  freien  Verfügung  stehen  (z.  B.  zum  Rangiren  der  Züge), 
jedoch  soll  dabei  ebenfalls  ein  Zusammenstoss  zweier  Züge  und  derglei- 
chen unmöglich  gemacht  sein;  2.  bevor  ein  äusseres  Signal  auf  „Frei** 
gestellt  werden  kann,  müssen  vorher  alle  den  einfahrenden  Zug  mög- 
licherweise gefährdenden  Signale  und  Weichen  im  Bahnhof  nicht  nur 
richtig  eingestellt,  sondern  auch  in  ihrer  richtigen  Stellung  festgestellt 
werden,  während  alle  anderen  Weichen  und  Signale  dem  Vorstand  zu 
freier  Verfügung  bleiben;  3.  nach  Einziehung  des  äusseren  ,, Frei" -Sig- 
nals und  der  Feststellung  desselben  auf  „Halt**  kann  die  Lösung  der 
innerhalb  des  Bahnhofs  liegenden  Signale  und  Weichen  von  -der  Cen- 
tralstelle jederzeit  erfolgen.  Die  äusseren  Signale-  sind  dabei  als  gewöhn- 
liche Blocksignalapparate  mit  Semaphorenarretirung  vorausgesetzt;  die 
inneren  können  vom  Centralapparate  aus  unmittelbar  gezogen  werden. 
Die  Weichen  bedingen  eine  mechanische  Verbindung  mit  einem  neben 
dem  Weichenbebel  aufgestellten  elektrischen  Signalkästclien  einerseits 
für  elektrische  Lösung  des  „Halt"  -  Signals  und  andererseits  behufs  der 
mechanischen  Lösung  desselben  vom  Centralapparate  aus  die  Verbin- 
dung mit  einer  einfachen  Kettentrommel. 

31.     Der  ausgestellte  elektrische  Weichenblockapparat  mit 
in  der  Blockleitung  zum  Einfahrtssignale  liegenden  Unterbrechungs- 
contacten  findet  bei  mehreren  hinter  einander  liegenden,  aber  zoBammen- 
gehörigen    Weichen    (einer    WeichenBtraase)    Venrom^* 
den  Weichen   einer  solchen  Weicheii8tc«M%  > 
nar  die  letzte  einea  die  Einfahit.  gmtittff^ 
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(wie  68  in  30.  erwSbnt  wurde);  die  anderen  Weichen  dagegen  werdi 
mit  Unterbroibung^coDtactcD  iu  der  Wniso  Tersohon,  das«  our  bei  ricl 
tigei'  Stetlnng  und  Feütstellung  der  sKmniClichen  Wf^ichen  eine  unanm 
bfocbene  elektrische  Leitnug  vom  Cenlralap parate  nacli  der  £itifaliTt 
weiche  hergestellt  Ut  und  also  aucb  nur  in  diesem  l'alle  daa  elektriKl 
Signal   von  -dieser   Weiche   nach    dem    Ceotralap parate   gegeben    werdt 

32.  Der  ansgeetellto  volle  tändige  Bahn  ho  fadockungsapparai 
bestehend  ans  einem  Blncksignalapparat  mit  Wechsel  arrotirtiH 
drr  Kemnpbtirenwindeii  nnd  einem  Blocksignalapparat  mi 
Arre  tirungsscbieber  als  Bah nhofsap parat  (System  F  ri scheu),  ist  11 
den  Füll  berechnet,  dass  2  Geleise  I  und  11  in  ein  drittes  III  sich  Toreinigei 
Der  Arretirangsscbieber  gestattet  dabei  hei  der  ersten  Stellung  nnr  die  B 
tbeilung  des  Einfahrtssignals  an  einen  aus  dem  Geleise  1  kommendl 
Zug,  bei  seiner  zweiten  Stellung  nnr  ao  einen  ans  dem  Geleise  II  ko^ 
menden  Zng;  der  Schieber  wird  zugleich  in  beiden  Fällen  nach  AI 
Sendung  dea  Signals  festgehalten,  bis  der  Zng  auf  dem  GeleU«  UI  j 
den  Bahnhof  gelangt  ist.  Durch  die  Wecbselarretirung  der  Semapbuiaa 
winden  aber  wird  es  dem  Weichen-  und  Signalwärter  zugleich  «1 
möglich  gemacht,  doss  er  den  zweiten  Flügel  »um  Signal  ,,Frei"  Biet! 
so  lange  der  erste  noch  anf  ..Frei"  steht,  nnd  umgekehrt;  diBse  Am 
tirung  wird  einfach  durch  einen  Stift  vollzogen,  welcher  durdi  eine  Schi 
beim  Drehen  der  Knrbel  der  einen  Semaphorouwinde  bewegt  wird  tu 
sich  infolge  dessen  sperrend  in  die  andere  Kurbel  einlegt, 

I.  Dynamoelektrisolie  Hasohinen  und  elsktrlaobe  BeleQchtaa^ 
eiDrlcbtungen. 

33.  Die  mit  einem  paiabolischen  Spiegel  nuf  einem  KngeUtatJi 
versehene,  sich  selbst  regulirendc  elektrische  Lampa  f1 
Wechspistrftme  steht  auf  einem  Dreil'usso.  I>io  Wech^cUtifimc  M 
eine  besonders  für  die  Erzeugung  elektrischen  Lichts  gebaute  oiagnct 
elektrische  Maschine  liefern.  Durch  die  Anwendung  ven  WeckselstrGmi 
gestaltet  sieb  die  Verbrennung  der  Kohlenspitzen  sehr  günstig.  Die  Lmib] 
enthält  kein  ItÄderwcrk,  sondern  nur  ein  Kad  fl  mit  feinen  re«bleckigi 
Zähnen;  anf  seine  Axe  sind  die  beiden  KohlenspitKenträger  aufgrachranll 
von  denen  jedoch  der  eine  die  Mutter  fitr  eine  rechtsgängige,  der  andi 
für  eine  linksgängige  Schranbenspindel  enthält,  so  daas  sieb  die  beidi 
Träger  bei  der  Umdrehung  der  Axe  auf  dieser  entweder  einattdet  ei 
gegen  oder  von  einander  weg  schrauben.  In  ilns  Kad  R  kitanen  m 
nun  «wci  Sperrklinken  einlegen,  welche  jede  anf  eine  Axe  mm  En> 
eines  als  pnUrisirter  Anker  für  je  einen  Klektromagnet  £,  oder  j 
diea«aden  tilabl-  oder  Eiseustäbcheits  aufgesteckt  sind  und  g^en  den 
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Rückseite  Bich  eine  Feder  anlegt.     Magnetisirt  werden  die  beiden  Stäb- 
ehen   darch   2   kräftige  Stahlmagnete.     Durch  je  eine  auf  dasselbe  wir- 
kende Spiralfeder  wird  jedes   Stäbchen   an   die  eine  der  beiden   Stell- 
ichranben  herangezogen,    welche   seine   Schwingungen  begrenzen,    und 
kann    daher  überhaupt   durch   die  Wechselströme   nur  zu  Schwingungen 
Bwischen  den  Elektromagnetpolen  veranlasst  werden ,  wenn  Hieso  Ströme 
eine    so    grosse  Stärke  erreicht  haben,   dass  die  durch  sie  auf  die  Stäb- 
chen  ausgeübte  Anziehung   die  Federspannung  zu  überwinden  vermag. 
Nun  sind  die  Umwindungen  desjenigen  Elektromagnets  E^ ,  welcher  durch 
die    Ton   ihm  bewegte  Sperrklinke   das  Rad  M  so   dreht,    dass   sich  die 
Kohlenspitsen   von   einander   entfernen,   unmittelbar   in    den  Stromkreis 
eingeschaltet,   in  welchem  der  Lichtbogen   enthalten   ist,   und   bestehen 
aas    wenigen    Lagen    dicken   Drahtes.     Die    aus    vielen   Lagen    dünnen 
Drahtes  gebildeten  Umwindungen  des  die  Kohlenspitzen  einander  nähern- 
den Elektromagnetes  Ey^  dagegen  sind  in  einen  Nebenschluss  dos  Licht- 
bogens eingeschaltet,  welcher  einen  viel  grössern  Widerstand  bietet,  als 
jener  Stromkreis  des  Lichtbogens  selbst.     Wenn   sich   nun   die  Kohlen- 
spitaen  einander  nähern  oder  von  einander  entfernen ,  so  wird  der  Wider- 
stand in  dem  letztem  Stromkreise  kleiner  oder  grösser,   der  Widerstand 
in  der  Nebenschliessung  dagegen  bleibt  unverändert  und  es  wird  daher 
^Mchzeitig  der  durch  jenen  Stromkreis  gehende  Zweigstrom  stärker  oder 
lekwicher,  und.  der  Zweigsjrom  in  der  Nebenschliessung  schwächer  oder 
■Urker.     Wenn  also  die  Entfernung  der  Kohlenspitzen  über  ein  gewisses, 
durch  die  Federspannung  der  polarisirtcn  Anker  regnlirbares  Mass  hinaus 
ändert,  so   muss   der  eine  oder  der  andere  Elektromagnet  zur  Wirkung 
kommen ,  und  zwar  immer  derjenige ,  welcher  die  aufgetretene  Unrichtig- 
keit in  der  Entfernung  der  Kohlenspitzen  wieder  beseitigt  und  dieselben 
'^öder    auf    die    ursprüngliche    Entfernung    von    einander    zurückführt. 
l^ttut  die   ruhende  Sperrklinke   nicht   etwa   die   arbeitende   in  der  Um- 
vnlang  des  Hades  R  hindere,    wird  jede  Sperrklinke,   sobald   sich  ihr 
^kor  der  Ruhelage  nähert,  dadurch  aus  den  Zähnen  des  Hades  H  aus- 
fi^oben,    dass    sie    mit    einer    schiefen    Fläche    auf    einen     am   Gestell 
*««nden  Stift  aufläuft. 

34.  Eine  zweite,  nach  den  Angaben  von  Uefner-Altcneck's  con- 
*^irte,  selbstthätige  elektrische  Lampe  für  gleichgerichtete 
'■d  für  Wechselströme  ist  noch  einfacher.  Bei  ihr  sind  die  beiden 
^Wenspitzen  auf  2  Halteni  angebracht,  welche  auf  den  einander  zu- 
^I^Hndten  Seiten  ihrer  verticalen  Schenkel  mit  Zahnstangen  versehen 
^Q  und  mit  diesen  auf  entgegengesetzten  Seiten  in  zwei  kleine,  auf 
Treibe  Axe  fest  aufgesteckte  Kader  eingreifen,  also  durch  die  Kader 
^  Entgegengesetztem  Sinne  bewegt  werden.  Dabei  ist  das  eine  Kädchen, 
'^d  Bwar  dasjenige,  welches  beim  Arbeiten  mit  gleichgerichteten  Strömen 
^>l   mit  dem  positiven  Pole  verbundenen   (obern)   Kohlenspitzenhalter 
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aufnehmen  soll,  etwa  doppelt  so  gross  als  das  andere,  weil  bei  diesen 
Strömen  die  mit  dem  positiven  Pole  verbundene  Spitze  ungefähr  doppelt 
so  rasch  abbrennt,  als  die  mit  dem  negativen  Pole  verbundene;  beim 
Arbeiten  mit  •  Wechselströmen  dagegen  brennen  beide  Spitzen  gleich 
rasch  ab  und  werden  daher  mit  einem  und  demselben  Rädchen  zum 
Eingriff  gelrracht;  dadurch  behält  der  elektrische  Lichtbogen  seine  Lage 
im  'Räume  unverändert  bei.  Das  Uebergewicht  der  obern  Spitze  und 
ihres  Halters  über  die  untere  veranlasst  die  Spitzen  beständig,  sich 
einander  mit  einer  durch  einen  Windflügel  regulirten  Geschwindigkeit 
zu  nähern;  kommen  sie  aber  einander  zu  nahe,  so  wird  der  Strom  so 
kräftig,  dass  ein  in  den  Lichtbogenstromkreis  eingeschalteter  Elektro- 
magnet seinen,  von  einer  Spiralfeder  gegen  die  Rulie  -  Stellschraube  ge- 
zogenen Anker  anzuziehen  vermag,  wobei  eine  am  obern  Ende  des 
Ankerhebels  angebrachte  Sperrklinke  in  ein  Sperrrad  eingreift,  dasselbe 
um  einen  Zahn  umdreht,  dann  aber  sogleich  wieder  zurückgeht,  da  der 
Ankerhebel  inzwischen  einen  den  Elektromagnet  umgehenden  kurzen 
Stromschluss  hergestellt  hat.  Beim  Zurückgehen  wird  die  Sperrklinke 
durch  einen  am  Gestell  befestigten  Stift,  an  dem  sie  mit  einer  schiefen 
Fläche  aufläuft,  aus  den  Zähnen  des  Sperrrades  ausgehoben.  Das  Sperr- 
rad überträgt  seine  Drehung  durch  ein  Zwischenräderpaar  auf  die  in 
die  erwähnten  Zahnstangen  eingreifenden  Räder  und  entfernt  durch 
diese  die  Spitzen  ein  wenig  von  einander.  Nach  dem  Rückgange  des 
Ankerhebels  in  die  Ruhelage  nimmt  der  Strom  seinen  Weg  wieder  durch 
den  Elektromagnet  und  das  Spiel  wiederholt  sich,  bis  endlich  der  Strom 
zu  schwach  wird,  weil  die  Spitzen  wieder  in  die  richtige  Entfernung  von 
einander  gebracht  sind.  Damit  der  Elektromagnet  nicht  auch  den  Wind- 
flügcl  in  einer  seiner  gewöhnlichen  Bewegung  entgegengesetzten  Richtung 
umdrehen  muss,  ist  dessen  Treibrad  nur  lose  auf  die  Axe  des  Sperr- 
rades aufgesteckt  und  wird  mit  dem  Sperrrado  nur  für  die  Bewegung 
in  dem  einen  Sinne  durch  einen  sich  in  dieses  einlegenden  Sperrkegel  ge- 
kuppelt. Beim  Arbeiten  mit  Wechselströmen  bewirken  diese  schon  den 
Hin-  und  Rückgang  des  Ankers,  wäre  also  der  kurze  Schluss  zu  ent- 
behren. Diese  Lampe  (wie  auch  die  vorhergehend  erwähnte)  regulirt 
trotz  ihrer  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit  den  Abstand  der  Kohlen- 
spit^^en  sehr  genau,  was  namentlich  mit  daher  rührt,  dass  der  Anker 
nicht  zwei  Ruhelagen  (der  Anziehung  und  des  Abfallens)  und  zwei 
diesen  entsprechend  verschiedene  Stromstärken  und  Lichtbogenlängen 
hat,  letztere  vielmehr  blos  durch  das  Anziehen  des  Ankers  bedingt  sind, 
welchem  unmittelbar  von  selbst  das  Abfallen  folgt.  Auch  ist  keine 
Feder  in  dem  Apparate  vorhanden^  welche  während  der  Benutzung  der 
Lampe  von  Zeit  zu  Zeit  aufgezogen  werden  müsste.  Der  dafür  an- 
gewendete Contact  aber  braucht  nicht  gereinigt  zu  werden,  da  an  ihm 
keine  oder  nur  sehr  schwache  Funken  überspringen. 
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35.  Difc  zweite  der  vorstehend  beschriebenen  Lampen  wird  täglich 
in  der  Maschinenhalle  bei  der  Entwickelung  elektrischen  Lichtes  mittels 
einer  djnamoelektrischen  Maschine  znr  Erzeugung  starker 
gleichgerichteter  Ströme  (System  vonHefner-Alteneck)  be- 
nutzt. Diesen  neuen  Inductor  kann  man  sich  aus  dem  Grarame'schen 
entstehend  denken,  wenn  man  bei  letzterem  den  ringförmigen  Anker  in 
der  Richtung  seiner  Drehaxe  fiächenartig  sich  erweitern  lasst  und  dann 
die  Umwindungen  des  Korns  nicht  mehr  in  die  innere  Oeffnung  des 
Ringes  hinein  und  durch  dieselbe  hindurch  führt,  vielmehr  die  Oeffnung 
selbst  mit  der  Masse  des  Ankers  ausfüllt,  den  ringförmigen  Anker  also' 
durch  einen  massiven  Cylinder  ersetzt  und  die  Windungen  nun  über 
diesen  Cylinder  hinweggehen  lässt;  dabei  muss  man  den  erregenden 
Elektromagnet  ebenfalls  in  der  Axenrichtung  erweitern  und  verdoppelt 
ihn  dabei  zugleich.  Auf  diese  Weise  ist  der  an  sich  unwirksame  innere 
Theil  der  Drahtwindungen  in  Wegfall  gebracht  und  dadurch  das  Ganze 
wesentlich  verkleinert  worden ;  man  kann  dabei  ferner  zugleich  auch  den 
Anker  und  die  ihn  umgebenden  Windungen  auf  besondere  Axen  stecken, 
indem  man  die  massive  Ankeraxe  durch  die  hohle  Axe  der  Windungen 
hin  durchsteckt.  Der  letztere  Vorzug  der  neuen  Maschine  vor  der  von 
Gramme  föllt  besonders  bei  grösseren  Maschinen  sehr  ins  Gewicht, 
weil  man  bei  diesen  die  für  ihren  Betrieb  erforderliche  bedeutende 
mechanische  Leistung  wesentlich  vermindert,  wenn  man  die  zu  be- 
wegende Masse  dadurch,  dass  man  den  Anker  selbst  stillstehen  lässt 
und  nur  die  Windungen  allein  um  ihn  herum  bewegt,  auf  die  denkbar 
kleinste  Grösse  herabdrückt.  Demnach  sind  über  den  massiven  cylin- 
drischen  Kern  oder  Anker  des  von  Hefn  er -Alte  neckischen  Indnc- 
tors  eine  Anzahl  von  Systemen  von  Drahtwindungen,  und  zwar  der 
Länge  nach  (in  Meridionalebenen,  nicht  in  Ebenen,  welche  auf  der  Axe 
senkrecht  stehen)  gewickelt,  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  dem  Siemens- 
schen  Cylinderinductor  mit  I-förmigem  Kern;  dabei  ist  aber  jedes 
System  mit  den  beiden  benachbarten,  um  einen  kleinen  Winkel  gegen 
das  erstere  geneigten  Systemen  leitend  verbunden,  so  dass  die  ganze 
Umhüllung  eine  einzige  geschlossene  Leitung  bildet.  Von  den  Grenz- 
stellen  zwischen  jedem  Paar  der  Windungssysteme  laufen  Kupferstreifen 
aus  und  sind  auf  der  cylindrischen  Axe  des  Ankers  als  Meridiane  an- 
geordnet; auf  den  Kupferstreifen  aber  schleifen  zwei  sich  diametral 
gegenüberstehende  Contacte  P^  und  Pj,  welche  demnach  beständig  mit 
einigen  der  Systeme  in  Berührung  stehen.  Der  Anker  mit  seinen  Win- 
dungen liegt  innerhalb  eines  plattenförmigen  Doppelelektromagnetes, 
dessen  Pole  mit  hohlcylindrischen  Flächen  dem  Anker  und  seinen  Win- 
dungen ebenfalls  in  einem  (aber  unter  etwa  90^  gegen  den  Durchmesser 
der  Contacte  verstellten)  Dr«*  Dieser  Doppel- 

magnet wird  indeas  nieht  laufen- 
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den  Batteriesirom  magnetisch  erregt ,  sondern  dnrch  den  von  ihm  selbst 
vermöge  seines  remanenten  Magnetismus  ursprünglich  inducirten  Strom, 
wie  dies  auch  früher  schon  bei  dem  Siemens^schen  dynamoelektrischen 
Inductor  geschah  und  noch  geschieht,  welchen  Siemens  nnter  Anderem 
zur  Minenzündung  verwendet,  wobei  der  Strom  nach  einer  zweimaligen 
Umdrehung  der  Inductorkurbel  in  die  Leitung  durch  die  hintereinander  in  die 
Leitung  eingeschalteten  3  bis  4  Patronen  derselben  Mine  gesendet  wird, 
um  dieselbe  entweder  durch  einen  überspringenden  Funken  oder  dnrch 
Erglühen  eines  Drahtes  zu  entzünden.  Wird  nun  der  Anker  sammt 
seiner  Drahthülle  oder  auch  nur  die  letztere  allein  um  die  beiden  ge- 
meinschaftliche Axe  gedreht,  so  sucht  nach  den  Gesetzen  der  Induc- 
tion  der  äussere  Elektromagnet  in  der  Drahtumhüllung  zwei  entgegen- 
gesetzte Ströme  zu  induciren,  die  sich  immer  an  den  Stellen  begegnen, 
an  welchen  (eben  aus  diesem  Grunde)  die  beiden  Contacte  P^  und  Pg 
angebracht  wurden.  Werden  also  an  diesen  ^teilen  die  Drahtwindungen 
durch  die  Kupferstreifen  und  die  Contacte  P^  und  Pj  an  eine  die  beiden 
Contacte  P^  und  P^  mit  einander  verbindende  Leitung  gelegt,  so  wird 
diese  Leitung  von  einem  aus  der  Vereinigung  der  sich  bei  P^  und  P^ 
begegnenden  Ströme  entstehenden  continuirlichen  Strome  durchlaufen, 
dessen  Richtung  mit  der  ümdrehungsrichtung  der  Drahthüllc  wechselt, 
wenn  die  Polarität  des  erregenden  Magnetes  die  nämliche  bleibt. 

Ausser  dieser  grössern  Maschine  in  der  Maschinenhalle  stehen  zwei  klei- 
nere derartige  Maschinen  in  dem  eigentlichen  Industriepalaste.  Zwei  com- 
binirte  dynamoelektrische  Lichtmaschinen  aber,  welche  auf  einer  Loco- 
mobile  montirt  und  feldmässig  ausgerüstet  sind,  wurden  wiederholt  zur  Be- 
leuchtung der  Kuppel  des  Centralbaues  verwendet.  Bei  dieser  Doppel- 
maschine macht  der  Anker  der  kleinern  Maschine  etwa  1600,  der  Anker 
der  grossem  etwa  800  Umdrehungen  in  einer  Minute ;  die  Durchmesser  der 
Riemenscheiben  sind  beziehungsweise  10  und  21,5 '^"*'.  Die  kleinere 
Maschine  magnetisirt  den  Elektromagnet  der  grössern  Maschine.  Diese 
wenig  Raum  einnehmende  Maschine  liefert  ein  Licht  von  2500  bis  3000 
Normalkerzen,  während  die  viel  grössere  magnetoelektrische  Maschine 
der  AUiance-Compagnio  in  Paris  nur  ein  Licht  von  500  Kerzen  liefert 
und  mittels  eines  galvanischen  Stroms  von  60  Bunsen^schen  P^lementen 
nur  eine  Lichtstärke  von  300  Kerzen  erzielt  wurde. 


E.  Die  drei  neuedten  Telegraphen. 

Die  drei  neuesten  der  ausgestellten  Telegraphen  verfolgen  ein  und 
dasselbe  Ziel:  die  Herstellung  einer  automatischen  Schnellschrift, 
und  lassen  die  Weiterentwickelung  des  nämlichen  Grundgedankens  er- 
Alle  drei  entziehen  die  Zeichengebung  der  Hand  des  Tele- 
ihtea    aod    flbertragen   sie  eineT  Maa^YÄii^)  ^v^^lche  nicht  wie  die 
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Hand,  bald   mit  mehr,   bald   mit  weniger   Geschicklichkeit  begabt  nnd 

aBMerdaa    der   Ermüdung    ausgesetzt    ist,    vielmehr    mit    stets    gleicher 

SegelfflSMigkeit    die   Zeichen   absendet  und   mit   einer   Geschwindigkeit, 

wekhe  nar    durch    die    Fähigkeit    der    Linie,    elektrische   Qtrömo    auf- 

naelimeii,  einer  Beschränkung  unterworfen  ist.     Alle  drei  Apparate  sind 

Uer  mit    einer   Claviatur  ausgestattet,    auf  welcher   der  Telegraphist 

nr  immer  die  mit  dem  zu   telegraphironden   Buchstaben  oder  sonstigen 

Zfikhen  beschriebene  Taste  mit  dem  Finger  niederzudrücken  hat.     Bei 

je»  bisherigen  automatischen  Telegraphen  wurde  das  abzutelegraphirende 

Telegramm    entweder  in   einem   Papierstreifen   ausgestanzt,    was   zuerst 

Bain  1846  venucbte,  und  später  Siemens  (1853)  und  Wheatstone 

ii  weit  Yollkommenerer  Weise   mechanisch  ermöglichten,   oder  aus  ein- 

Hhen  Typen   zusammengesetzt,    wie   es   zuerst  Morse   1832   und    mit 

knerem  Erfolge  Siemens  (1863)  zu  thun  sich  bemühten.    Dabei  ist  also 

riitB  auBser    dem    eigentlichen,    das   Telegramm    wirklich    absendenden 

Sdiriftgeber    noch    ein    Vorbereitungsapparat  nöthig,   und   gerade   diese 

Torbereitung    des  Telegramms  ist  weit  umständlicher  und  aufliältlichor, 

ib  die   eigentliche   Beförderung   desselben.     Daher   ist  es   ein   wesent- 

Uier  Vorzug  der  3  neuesten  von  Siemens  &  Halske  gebauten  auto- 

Htlichen    Telegraphen,   dass   sie  die  Vorbereitung  und  Absendung  in 

Qmittelbarer  Folge  in  eibem  und  demselben  Apparate  gestatten.     Dabei 

■k  jedoch   der  gebetide  Theil   des  Apparates  ohne  Zusammenhang  mit 

fai  Torbereitenden ;   der  Telegraphist  kann   zwischen   dem  Greifen   der 

ttiaelnen   Tasten   längere   oder  kürzere   Zeit  verstreichen   lassen,    ohne 

bekricht   auf  die  Länge   der   einzelnen   telegraphischcu  Zeichen;   denn 

^  Apparat  bereitet  jedes  Zeichen  in  der  nämlichen  Zeit  vor  und  lässt 

Mch  den  vorgeschriebenen  Zwischenraum  zwischen  den  einzelnen  Zeichen 

a  itets  gleicher  Grösse   erscheinen,    während    die    grösseren   Zwischen- 

4iiDe   am   Ende    eines   Wortes    durch   Niederdrücken    einer    besondern 

*Men  Taste  erzeugt  werden;  der  Telegraphist  kann  eine  gewisse  An- 

■•U  von  Tasten   in  Vorrath   niederdrücken,    welche   der  Apparat   dann 

**di  und   nach   abtelographirt ,    nur   darf  die   mittlere   Geschwindigkeit, 

■it  welcher   die  Tasten    gegriffen   werden,    die   Telegraphirgeschwindig- 

Wl  nicht  tiberschreiten,  auf  welche  der  Apparat  eben  eingestellt  ist.     Da 

«•Brner  die  Geschwindigkeit  des  Tclegraphirens ,  namentlich  auf  üntersee- 

"oicn,  bei  Verwendung  von  lauter  kurzen  Strömen  wesentlich  grösser  ist  als 

"^m Telegraph iren  mit  Strömen  von  verschiedener  Länge,  so  musste  darnach 

Wrtcbtet  werden,  dass  zur  Schriftbildung  blos  Ströme  von  gleicher  Länge 

*^iit»t  werden  könnten.   Um  endlich  ein  Uebersetzen  dos  Telegramms  aus 

^«r  Chifferschrift  in  die  gewöhnliche  Buchstabenschrift  und  ein  dadurch 

"•^ingtes  Um-  nnd  Abschreiben  desselben  unnöthig  zu  machen,  war  die  Auf- 

l^be  dahin  zu  erweitern,  dass  der  P^mpfangsapparat  das  Telegramm  selbst 

^  gewöhnlicher   Druckschrift  auf  einen  Papierstreifen  aufdruckte.     Die 
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letztere  Aufgabe  löst  Siemens  mit  seinem  neuesten  Schnelldrucker, 
welcher  erst  Anfang  August  fertig  wurde  und  auf  der  Ausstellung  erschien. 

36.  Den  Dosenschnellschriftgebcr  für  Morseschrift  hat  von 
Hefner-Alte  neck  entworfen.  Die  Tastatur  enthält  49  Tasten  in  7 
treppenformig  über  einander  liegenden  Heihen,  und  zwar  sind  die  Buch- 
staben auf  die  Tasten  so  vertheilt,  dass  bei  ungezwungener  Lage  der 
beiden  Hände  die  am  häufigsten  vorkommenden  Buchstaben  am  bequem- 
sten zu  greifen  sind.  Der  ganze  Apparat  (ohne  Lesepult)  ist  nur  21*™- 
breit,  33^"*  lang  und  29*^°**  hoch,  die  Tastatur  je  20°°»- lang  und  breit. 
Er  lässt  sich  ebensowohl  für  gleichgerichtete  Ströme,  wie  für  Wechsel- 
ströme, mit  oder  ohne  Entladung  der  Leitung  zur  Erde,  einrichten,  je 
nachdem  die  Beschaffenheit  der  Linie ;  für  welche  er  bestimmt  ist,  das 
Eine  oder  das  Andere  wünschen  lässt.  Tm  erstem  Falle  ist  als  Empfangs- 
apparat ein  gutör  Farbschreiber  verwendbar  und  könnte  der  Dosen- 
Schriftgeber  in  einer  damit  besetzten  Linie  ohne  Weiteres  an  Stelle  des 
Morsetasters  eingeschaltet  werden. 

Den  Haupttheil  des  Apparates  bildet  eine  auf  eine  horizontale  Axe 
aufgesteckte  cylindrische  Dose;  diese  ist  an  ihrem  ganzen  Umfange  mit 
dicht  neben  einander  liegenden  Stiften  besetzt,  welche  sich  mit  einiger 
Reibung  in  ihrer  Längsrichtung,  d.  h.  parallel  zur  Dosenaxe  ein  wenig 
verschieben  lassen.  Aus  diesen  Stiften  werdeft  die  zu  der  automatischen 
Beförderung  nötbigen  Typen  dadurch  gebildet,  dass  eine  bestimmte 
Anzahl  derselben  und  in  der  entsprechenden  Weise  gruppirt  beim  Nieder- 
drücken irgend  einer  Taste  verschoben  werden ;  beim  Telegraph iren  mit 
gleichgerichteten  Strömen  (wofür  der  ausgestellte  Schrift geber  bestimmt 
war)  stehen  dann  die  Stifte  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Dose  vor, 
und  zwar  liefert  1  verschobener  Stift  (zwischen  2  nicht  verschobenen) 
einen  Morsepunkt,  3  verschobene  (zwischen  2  nicht  verschobenen)  einen 
Morsestrich;  die  un verschobenen  dagegen  geben  die  Zwischenräume 
zwischen  den  einzelnen  Punkten  und  Strichen  und  den  ganzen  Buch- 
staben oder  Worten;  so  sind  z.  B.  die  einzelnen  Punkte  und  Striche 
durch  je  einem  Stifte  entsprechende  Zwischenräume  von  einander  getrennt. 
Das  Verstössen  der  Stifte  besorgen  19  Stösser,  welche  mit  den  Tasten 
nach  dem  zuerst  von  Siemens  bei  sein  emTastenschriftlocher  zum  Vorlochen 
der  Papierstreifen  verwertheten  Grundgedanken  verbunden  sind.  Es 
steht  nämlich  jede  der  Tasten  mit  je  einem  von  49  verticalen,  dicht 
nebeneinander  stehenden  Blechstreifen  der  Art  in  Verbindung,  dass 
letzterer  beim  Niederdrücken  der  Taste  mit  der  einen  verticalen  Kante 
voran  ein  Stück  vorgeschoben  wird.  Quer  vor  den  vorangehenden  Kanten 
dieser  49  Blechstreifen  liegen  19  dünne  horizontale  Bleche,  deren  jedes, 
wenn  es  von  einem  der  verticalen  Bleche  vorwärts  geschoben  wird,  auf 
den  einen  Arm  eines  verticalen  Hebels  wirkt,  dessen  zweiter  Arm  dann 
MnJttelß  des  an  ihm  befestigten  StöBsers  den  geithde  vor  diesem  liegenden 
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Stift  der  Dose  ein  Stück  aus  dieser  heraustreten  macht.  Damit  nun 
die  verticalcn  Bleche  nicht  stets  alle  horizontalen  vorwärtsschieben,  sind 
in  den  erstercn  an  der  den  letzteren  zugewandten  Kante  verschieden 
lange  und  verschieden  vertheilte  Lücken  eingefeilt,  so  dass  die  zwischen 
den  Lücken  stehen  gebliebenen  Zahne  gerade  nur  diejenigen  horizontalen 
Bleche  trefien  und  vorwärtsschieben ,  deren  Verschiebung  zur  Bildung  des 
auf  der  eben  niedergedrückten  Taste  geschriebenen  Schriftzeichens  erfor- 
derlich ist. 

Beim  Vorstossen  der  Stifte  trifft  ferner  der  erste  derselben  gegen 
die  geneigte  Fläche  eines  kleinen  Sperrkegels,  welcher  sich  in  seiner 
Iluholage  in  einen  an  der  Dose  befestigten  Zahnkranz  mit  schrägen 
Zähnen  einlegt  und  so  die  Dose  hindert,  sich,  dem  Zuge  eines  durch 
ein  Räderwerk  auf  die  Dose  wirkenden  Gewichtes  (oder  einer  Feder) 
folgend,  umzudrehen;  wenn  dagegen  ein  vortretender  Stift  den  Sperr- 
kegel aus  den  %hnen  des  Zahnkranzes  aushebt,  so  wird  die  Dose  frei, 
dreht  sich  sprungweise  gerade  um  die  Länge  des  eben  mittels  der 
Stifte  vorbereiteten  Schriftzeichens  nebst  dem  hinter  demselben  nöthigen 
Zwischenräume  und  bringt  da^lurch  zugleich  wieder  frische,  noch  unverscho- 
))ene  Stifte  vor  dieStösser.  Zu  diesem  Zwecke  istdieerwähnte  geneigte  Fläche 
des  SpciTkegels  breiter,  als  die  innerhalb  eines  Schriftzeichens  vorkom- 
menden, an  der  Dose  durch  nicht  verschobene  Stifte  wiedergegebenen 
Zwischenräume;  der  Sperrkegel  kann  daher  der  Wirkung  der  ihn  gegen 
«len  Zahnkranz  drückenden  kleinen  Feder  nicht  früher  nachgeben  und 
sich  wieder  in  die  Zähne  einlegen,  als  bis  sämmtliche  verschobene 
Stifte,  d.  h.  das  ganze  eben  vorbereitete  Schriftzeichen  an  seiner  geneig- 
ton Fläche  vorübergegangen  sind.  Eine  weitere  Verbreiterung  dieser 
Fläche  sorgt  endlich  noch  für  die  Zugabe  des  vorgeschriebenen  Zwischen- 
raums hinter  dem  Schriftzeichen.  Hält  der  Telegraphist  die  Taste  nie- 
dergedrückt, so  hindern  die  zur  Verschiebung  der  Stifte  in  die  Dose 
hineingetretenen  Stifte  die  Umdrehung  ""er  Dose  doch  nicht,  weil  sie 
etwas  beweglich  gemacht  und  an  ihrem  vordem  Ende  so  geführt  sipd, 
dass  sie  schräg  seitlich  etwas  ausweichen  können. 

Beim  Niederdrücken  der  weissen  Taste,  welche,  da  sie  blos  einen 
Zwischenraum  erzeugen  soll,  keine  Stifte  verschieben  darf,-  wird  die 
Drehung  der  Dose  auf  andere,  rein  mechanische  Weise  durch  die  Taste 
hervorgebracht. 

Zum  Abtelegraphiren  der  vorbereiteten  Schriftzeichen  dient  ein 
zwischen  zwei  Contactschrauben  hin-  und  hergehender,  dem  gewöjiulichen 
Morsc-Tastor  ganz  entsprechender  zweiarmiger  Contacthebel,  welcher  durch 
eine  Spannfeder  mit  dem  einen,'  federnden  Arme  an  die  Ruhecontact- 
sch raube  herangedrückt  wird.  Zu  diesem  Zwecke  läuft  vor  der  Dose 
an  der  Seite  derselben,  auf  welcher  die  Stifte^  -votäV^Av^tl ^  wi  Kx\si  <ärx 
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ten  Spitze  die  verschobenen  Stifte  an  ihrer  nach  innen  liegenden  Run- 
dung überstreicht,  dabei  in  radialer  Richtung  hin-  und  hergeht  und  diese 
Schwingungen  auf  einen  kleinen  (in  der  auf  ein  und  dieselbe  Axe 
mit  der  Dose  aufgesteckten  Nabe  des  Zeigers  befestigten)  Winkelhebel 
tiberträgt,  welcher  seinerseits  durch  einen  in  der  hohlen  Zeiger-  und  Dosen- 
axe  liegenden  Stift  auf  den  vor  dem  Ende  dieser  Axe  liegenden  Arm  des 
Contacthebels  wirkt  und  letzteren  zwischen  der  Ruhe-  und  Arbeitscon- 
tactschraube  hin-  und  herbewegt.  Jeder  einzelne  vorgeschobene  Stift 
lässt  also  einen  kurzen,  je  drei  hintereinander  liegende  Stifte  lassen 
einen  langen  Strom  in  die  Leitung  senden;  durch  ersteren  schreibt  der 
Empfangsapparat  einen  Punkt,  durch  letzteren  einen  Strich. 

Dazu  ist  aber  noch  nöthig,  dass  der  Zeiger  über  die  Stiftenreihe, 
welche  sich  ja  beim  Niederdrücken  der  Tasten  selbst  sprungweise  be- 
wegt, mit  relativ  gleicher  Geschwindigkeit  hinlauft.  Deshalb  ist  die 
Dose  nebst  dem  an  ihr  befestigten,  sie  treibenden  Bade  nur  lose  auf 
ihre  im  Gestell  gelagerte  Axe  aufgesteckt,  während  der  Zeiger,  ein  inner- 
halb der  Dose  gelegenes  Zahnrad  (welches  durch  mehrere  in  den  Sei- 
tenwänden der  Dose  gelagerte  Räder  und  Triebe  mit  einem  ebenfalls 
fest  an  der  Dose  gelagerten  Windflügel  in  Eingriff  steht)  und  das  eine 
Ende  einer  genügend  gespannten  Feder  fest  mit  der  Axe  verbun- 
den sind.  In  der  Ruhelage  hält  diese  Feder,  deren  anderes  Ende  am 
Gestell  befestigt  ist,  den  Zeiger  gegen  einen  Anschlag  fest,  welcher 
dicht  hinter  der  Stelle  liegt,  wo  die  Verschiebung  der  Stifte  durch  die 
Tasten  bewirkt  wird.  Die  sprungweise  Drehung  der  Dose  entfernt  den 
Zeiger  von  diesem  Anschlage  und  spannt  so  die  Feder,  welche  dann 
in  vcrhältnissmässig  langsamer,  gleichförmiger  Bewegung  den  Zeiger 
an  den  vorgeschobenen  Stiften  vorbei  gegen  den  Anschlag  zurückführt, 
wobei  sie  durch  jenes  auf  der  Axe  festsitzende  Zahnrad  den  Windflügel 
in  Umdrehung  versetzt;  die  Geschwindigkeit  der  Zurückführung  wird 
durch  die  Stellung  des  Windflügels  bedingt  und  regulirt.  Kurz  bevor 
die  verschobenen  Stifte  der  Dose  bei  deren  fortgesetzter  sprungweiser 
Drehung  wieder  an  die  Stelle  konMuen,  wo  sie  den  Stössern  gegenüber- 
stehen ,  streifen  sie  an  eine  schräge  Fläche  des  Gestells  an  und  werden 
durch  diese  in  ihre  Ruhelage  zurückgeführt.  Ist  der  durch  ein  sehr 
rasches  Greifen  der  Tasten  erzielte  Vorrath  an  vorbereiteten  Schrift- 
zeichen so  gross,  dass  er  fast  die  ganze  Dose  erfüllt  und  der  Zeiger 
sich  der  zuletzt  erwähnten  schrägen  Fläche  nähert,  so  mahnt  eine  er- 
tönende Warnglocke  den  Telegraphist,  eine  Pause  zu  machen. 

Ein  geübter  Telegraphist  wird  leicht  5  Tasten  in  der  Sccunde  grei- 
fen können;  dies  gäbe  boi  entsprechender  Einstellung  des  gebenden 
Apparates  und  unter  Einrechnung  der  erforderlichen  Zwischenräume 
300  Zeichen  in  1  Minute.  Wären  nun  zur  vollständigen  Erledigung 
eines   Telegramms   durchschnittlich  200  Hnchstahon  (33  W 
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LieitUDg  hin  und  her  zu  befördern ,  so  könnte  man  in  der  Stunde  90  Tele- 
gnunme  befördern,   d.  h    etwa  das  Doppelte  der  mittleren  Leistung  des 
Telegraphen  von  Hughes.     Als  grösste,  mittels  automatischer  Telegra- 
phen erreichte  Oeschwindigkeit  nennt  man  74  Alphabete  in  der  Sccunde. 
37.     Der  etwas  früher  als  der  Dosenschriftgeber  entstandene  Ketten  - 
i       lehnellschriftgeber  enthält  anstatt  der  Dose  eine  Gliederkette  ohne 
Ende  mit  180  Oliedem  von  2,5°*'"*  Länge  und  in  jedem  derselben    einen 
netallenen    Stift,    welcher  sich   seiner   Länge   nach   in   dem   Gliede   mit 
einiger    Reibung    nach    links    oder    rechts    verschieben    lässt,   weil    der 
Kettenschriftgeber  zur  Erzeugung  von  Punkten  in  2  Zeilen  (S  t  e  i  n  h  e  i  1  - 
scher  Schrift)  bestimmt  ist.     Die  Verschiebung  der  Stifte  wird  übrigens 
beim  Niederdrücken    der  Tasten   in   ganz    ähnlicher   Weise    durch    eine 
[     Art  von  Scheeren  bewirkt  und  natürlich  sind  2  Contacthebel  vorhanden, 
Ton- denen   der   eine  durch  die   rechts  vorstehenden  Stifte  positive,  der 
andere  dnrch  die  links  vorstehenden  Stifte  negative  Ströme  in  die  Lei- 
tung sendet.      Diese    Ströme   von   verschiedener   Richtung   schreiben    in 
einem    polarisirten    Doppelschreiber    die   Zeichen    des    Stein heiTschen 
Alphabetes.     Die   Vorbereitung   der   abzutelegraphirendcn  Schriftzeichen 
erfolgt  an   einer   Stelle,    wo    die  Kette  über  ein  Rad  läuft,  das  Abtele- 
gnphiren  an  einer  andern    Stelle,   wo    die   Kette  über  ein  zweites,  mit 
einem  Windflügel   verbundenes   Rad    läuft;    gleich    hinter   dieser   Stelle 
Verden   die   abtelegraphirten   Stifte   durch   2    an   den  beiden  Seiten  der 
Kette   anstreifende    Rollen    wieder    in    ihre    Ruhelage     zurückversetzt. 
i         Dieter  Kettenschriftgeber   wird   weder   durch    ein    Gewicht,    noch   durch 
[        che  Feder  getrieben,  sondern  es  wird    beim  Niederdrücken  einer  Taste 
l        »gleich  der  erforderliche  Anstoss  zur  Bewegung  übertragen. 
I  38.     Der  Schnelldrucker  ist  ein   Typendrucktelegraph,    welcher 

^  auf  einer  Claviatur  abgespielte  und  dadurch  auf  einer  Dose  mittels 
'wka   nnd    rechts    aus    derselben    hervorgestossener    Stifte    vorbereitete 
^elngramm  automatisch   abtelegraphirt.     Das  Einstellen  des  Typen rades 
^^d   durch    positive   und    negative  Ströme  von  gleicher  Länge   bewirkt, 
^^^  denen  die  einen  durch  die  rechts  aus  der  Dose    vorstehenden,    die 
**^deron  durch  die  links  vorstehenden  Stifte  in  die  Leitung  gesandt  wer- 
^^^.     Dabei  ist  aber  ein  doppeltes  Echappemcnt  an  dem  Typenrade  an- 
S'^^racht,  und  zwar  dreht  das  durch  die  Ströme  der  einen  Richtung  bewegte 
'^happement  das  Typenrad  sprungweise  um  je  vi(*r  Buchstaben  auf  eiu- 
*^1    fort,    das    durch    die    entgegengesetzt   gericliteten   Ströme   bewegte 
^bappement   dagegen   lässt   es   nur   Schritte   von  je    einem  Buchstaben 
''^^^hen.     Da  nun  die  Ziflern  und  sonstigen  Zeichen  gar  nicht  mit  in  die 
^*^viatur   nnd    auf  das   Typenrad   aufgenommen    worden    sind,  sondern 
^^»ch  Buchstaben    ausgedrückt   werden  sollen,  welche  in  ein  im  Voraus 
^atimmtes  Zeichen  eingeschlossen  werden,  ist  es  möglich  geworden,  das 
^ypenrad  durch    höchst ons  8  Ströme  auf  jedes  Schriftzeicben  ninznstol- 
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len.  Dabei  musste  aber  das  27.  Feld  des  Typen rades  leer  bleiben, 
weil  in  der  gewählten  Weise  27  Schritte  durch  8  Ströme  nicht 
gemacht  werden  können,  sondern  erst  durch  9  (6  Schritte  zu  je 
4  und  -3  Schritte  zu  1  Buchstaben).  Es  bleiben  demnach  31  Fel- 
der des  Typenrades  zum  Geben  von  29  Buchstaben  und  Zeichen  ver- 
fügbar ,  weil  das  30.  Feld  für  das  Einschlusszeichen  der  Ziffern  und  das 
31.  Feld  für  den  durch  die  weisse  Taste  zu  telegraphirenden  Zwischen- 
raum aufgespart  werden  niuss.  Dadurch ,  dass  das  Typenrad  nach  jedem 
Abdruck  auf  den  Ausgangs-  oder  Nullpunkt  zurückgeführt  wird,  ist  zugleich 
verhütet,  dass  durch  ein  sich  einschleichendes  falsches  Zeichen  die  noch  nach- 
folgenden ebenfalls  falsch  gemacht  werden.  Die  Leisti^ngsfähigkeit  dieses 
Schnelldruckers  ist  eine  bedeutende,  weil  bei  zweckmässiger  Vertheilung  der 
Punktgruppen  unter  die  Buchstaben  im  Durchschnitt  zur  Einstellung  des 
Typenrades  nur  3  bis  4  kurze  Ströme  erforderlich  sind*  und  das 
Drucken  und  die  Zurückführung  dos  Typenrades  auf  den  Nullpunkt  fast 
augenblicklich  erfolgt. 

*  Uuter  den  Typendruckte legrapheii  ist  mir  keiner  bekannt,  der  mit  ebenso 
wenig  Strömen  die  Einstellung  bewerkstelligt;  für  den  Hughes'schen  rechnet 
man  uei  einem  im  Fingersatz  geübten  Telegraphist  im  Mittel  17  bis  18  Schritte  zur 
Ehistellung.    Noch  weniger  Ströme  zwar  (nämlich  höchstens  4},  aber  nicht  weniger 


2  durch  Elektromagnet e  beeinflusster  Uhrwerke  bewegter  Kurbeln  durch  positive 
Ströme  in  verticaler,  durch  negative  in  horizontaler  Richtung  verschoben  wird, 
und  zwar  um  einen  Schritt  bei  der  Stromgebung  und  einen  Schritt  bei  der  Strom- 
unterbrechung. Eine  ungerade  Schrittzanl  in  der  einen  oder  andern  Richtung 
kann  dabei  nur  durch  eine  längere  Dauer  des  letzten  Stromes  erzielt  werden,  also 
nicht  in  beiden  Richtungen  zugleich  ausgeführt  werden.  Ein  drittes  Uhrwerk 
führt  den  Zeiger  schliessKch  nach  jedem  Zeichen  wieder  in  die  Ruhelage  zurück. 


Verzeichnlss  der  Abbildungen  auf  Taf.  VI,  Fig.  1  —  7. 

Figg.  1  und  2  gehören  zum  Universalwiderstundskasten  (Nr.  3);  Fig.  1 
irtt  eine  Skizze  der  Einschaltung  für  die  Messung  von  Battoriewiderständen  und 
Fig.  2  zeigt  die  Anordnung  der  einzelnen  Theile  des  Universalwiderstandskastens 
und  dessen  Verwendung  zur  Messung  eines  Batteriewiderstandes  r. 

Fig.  3  macht  die  Einschaltung  des  Submarin-Relais  (Nr.  10)  in  den  Strom- 
kreis der  Localbatlerie  B\Ji^  anscnaulich;  der  Draht  lih  führt  durch  den  Schreib- 
ap^iarat  S  nach  dem  Draht  a  und  dem  Bügel  der  Spule;  letztere  schliesst  die  ßat- 
tenehälfte -Bi  oder -ß,  durch  c  oder  r/,  wenn  sich  ihr  Contactstift  «  an  den  Contiict 
s,  oder  %%  anlegt. 

Fig.  4  erläutert  die  Einschaltung  des  Abkürzungsrelais  (Nr.  11)  und  der 
nsitt4»rien  h\  und  1/j  zwischen  Erde  lind  Kabel. 

Fig.  5  zeigt  die  Verbindung  des  Wecker- Elektromagnete«  3f  im  Zug-Sig- 
nalapparate  (Nr.  22)  mit  dem  (UnterbrechungsO  Taster  T  und  der  Batterie  B. 
Dabcii  ist  gaTbcMde  der  Ruhestromkreis,  gfscmde  der  Weckerstromkreis  mit 
Seil  »stunterbrechung. 

In  Fig.  6  ist  die  Einschaltung  eines  Weckers  mit  Selbstunterbrechung 
und  SelbstauBschallung  (Nr.  25)  skizzirt. 

Fig.  7  zeigt  die  wesentlichsten  Theile  des  Doaens chue Ilse hrift gebore 
(Nr.  3C),  nämlich  die  Dose  7)  mit  den  Stiften  ä  und  dem  Arme  t  mit  dem  auf  den 
Contsu'tlu^bcl  0  wirkenden  Hebel  O,  femer  einen  StOsser  n  am  Hebel  H.  die  19  hori- 
zonüUen  Bleche  Q^  einen  der  49  vertioalen  Blecbstreifen  S  und  eine  Taste  T, 
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O-rondzüge  einer  neuen  Holeculartheorie  unter  Voraus 
Setzung  Einer  Materie  und  Eines  Kraftprincipes.     . 

Von 

O.    SiMONY, 

8tud.  pliil.  in  Wien. 


(Hierzu  Tat'.  VI,  Fig.  K  — 10.) 


§1. 

Die  tbeoreiiscbe  Erklärung  der  an  der  Materie  aut'tfetcndou  cbeuiisclieu 
ISncheinaDgen  nöthigt  zu  der  Annahme,  dass  diese  aus  discrcteu,  media- 
niaefa  und  chemisch  untheilbaren  Elementen  von  endlicher  Grösse,  aub 
Atomen  bestehe.  Dieselbe  Voraussetzung  liegt  der  dynamischen  Gastheorie 
«md  der  Undalationstheorie  zu  Grunde;  sie  kann,  abgesehen  von  ihrer 
pbilosophischeu  Begründung,  auch  als  physikalisch  berechtigt  angesehen 
Serien. 

Sind  die  Atome  mechanisch  und  chemisch  untheilbare  Körper,  so  müs- 

^^   sie  ein  constantes  Volumen  und  eine  unveränderliche  Gestalt  bcsitz*en. 

'^^tku  die  Variabilität   eines   oder   beider  genannten  Attribute   würde  die 

*^8^*chkeit  einer  Volumvergrösserung  oder  Verkleinerung  involvircn,  welche 

''^r  durch  die  weitere  Annahme  erklärt  werden  könnte,  dass  auch  das  Atom 

*^^   discreten  Theilchen  bestehe,  welche  im  ersten  Falle  von  einander  eiit- 

^•"tat,  im  zweiten  einander  genähert  würden,  und  so  zu  einem  regressus  in 

"^^^tum  führen. 

Ans  der  Unveränderlichkeit  des  Volumens  und  der  Gestalt  eines  ge- 

»^Vicnen  Atoms  folgt  weiter,  dass  der  von  der  letzteren  begrenzte  Kaum 

^Tch  dessen  Substanz  continuirlich  ausgefüllt  wird.    Denn  beständen  inner - 

^1b  des  Atoms  leere  Räume,  so  nuissteu  hinlänglich  grosse  äussere  Kräfte 

^  beiden  genannten  Eigenschaften  desselben  Veränderungen  hervorrufen. 

^  Bezüglich  des  die  einzelnen  Atome  Bildenden  können  also  keine  qua- 

*%«tiTen  Unterschiede  oxistircn,  insofern  jode  (]ualitative  Verschiedenheit 
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zwcipr  nialerieller  Snbslanzen  als  saldier  in  letiler  Linie  lediglich  ddroj 
eiiJO  verschied etie  rüumllclie  Gestaltniig  und  Vertliciloiig  ilirpf  Ktera«nt« 
bedingt  wird;  —  nlle  Atome  bestellen  (Ulier  aus  ders^Hicn  Sabüiana. 

Aber  die  AnDalimo  von  Atomen  bd  and  für  sich  genügt  uicLt, 
aati  ilirer  ExiBlenz  Erftcli einungen  reGuItireu  xolleii;  zur  Erklärung  der  leti- 
toren  miies  ko  dieser  ersten  Hypotiiese  noch  die  aweite  hinzngenigt  werden, 
daag  die  Atome  das  Vermügen  besitzen,  auf  eiiiHnder  einzuwirken,  d.  h. 
ilnsB  iiinen  von  der  Zeit  unahlifingige  KrSfte  innewohnen,  aas  deren 
Wocbsel Wirkung  scliliesidicb  die  Totalität  der  pbytiikaliacben  uod  cbemi- 
Bchen  KfEcbeiunugeu  hervorgebt. 

Um  uns  über  deren  mathematiscben  Aufdruck  im  Allgem 
Uilbeil  iu  bilden,  bcriickaichtigeu  wir  zunäcbxt,  dnus  swischen  irgend  x 
gegiil.oneu  Atümconiplexen  voll  deu  Massen  M,,  W,,  deren  H assen mittel • 
|iunkle  üich  in  der  ^uirernung  A  von  einander  befinden,  eine  anaiebcndl 
r  Grösse 


Kraft  V 

0 


R' 


int.  Diese  Furmel  gilt, 
iie  Ä,  welche  im  Vergle 
sehr  gross  sind;  denn 
stimmutig  stattfindet,  wr 


:b  au  d( 


BrrHlirungcii  zur<itge, 
u  Uimensionen  der  wtrkettn 
iiiüchcu  Bewegungen,  fllr. 
:h  die  Annahme  dereelbeoi' 


wirkKAra  ersc 
nigRtena  für  .1 
den  Uomplox 
welche  diese 
genau  beKtimi 

l>ie  Krrabriing  lehrt  Teruer,  dass  die  Btenieute  jedes  Testen  Atomco» 
plexeH  ihre  einmal  angeuominenen  Lagen  verschiebenden  Krhften  gegen»; 
über  zu  behauplen  «ucheu,  indem  »ie  Versuchen,  ibre  gegenseitigen  L'iitti 
zen  zu  vergi'össerii  oder  au  verkleinern,  einen  Wideraland  enlgeg^n^eiM 
Bei  binlünglicher  Grösse  der  verschiebendeu  Kraft  ist  es  übrigens  tnfiglicbj 
durch  eine  bleibende  Voluinvergrüsaernug  oder  Verkleinerung  die  Eletnvot« 
des  ge-ebcneu  Oompleies  in  neue  Lagen  Ciberauführen 
einer  weitergehenden  Verschiebung  (in  positivem  oder  negativem  Sinn«) 
gegenüber  in  analoger  Weise  zu  behaupten  suchen,  derselben  i 
Falle  einen  schwächeren  (iui  Vergleiche  zu  ihren  frUberen  Kuckwirkiingen)^ 
im  zweiten  oineu  stärkeren  Widersland  entgegensetzend.  Aber  beide  Pr»- 
cessc  haben  ihre  Grenze;  kein  fester  Körper  knun  unter  ein  bestimmtes 
Volumen  Bn*ammeii|^edriicki  oder,  ohne  seinen  Aggregalzustand  »u  iJnderDf 
über  ein  bestimmten  Volumen  ausgedehnt  werden.  Hie  Riösso  des  Inier- 
«alles  beider  Ui-euxzniitünde  hüngt  von  seiner  chemischen  i^usannunnsetZ" 
ung,  also  schlies-lich  von  den  Uimensioneu  der  ihn  bildenden  Atuuie  ab. 

Da  das  allgemeine  (iravitHtinnsgesetz  bezüglich  der  absoluten  tirOsSf 
der  wirkenden  Massen  keine  beschrünkonden  Voranssetznngen  mach) 
uiuss  CS  auch  ftir  irgend  xwei  gegebene  Atome  gelten,  vorausgeaetat , 
die  Entfeinnng  ihrer  Massenmitteljiunkte  im  Vergleiuho  zu  ibrnn  rXumlicbea 
Limansioneu    sehr  gross  ist.     Nach  nnsereu  früheren  Schlüssen  nnd  «11« 
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Atome  homogene  Körper  von  gleicher  Dicbtc,  ihre  Massenmittelpunkte  sind 
äUo  durch  die  Bestimmungsstücke   ihrer  geometrischen  Gestalt  eindeutig 
determinirt.   Nehmen  wir  ferner  die  irgend  ein  Atom  bildende  Quantität  der 
-Materie  als  Masseneinheit  an,   so  erscheint  auch  die  Masse  jedes  andern 
Atomes  in  Bezug  auf  jenes  Einheitsatom  als  Quotient  ihrer  Volumina  voll- 
ständig bestimmt.    Bezeichnen  wir  also  in  diesem  Sinne  mit  7/1, ,  m,  die  Mas- 
sen irgend  zweier  gegebenen  Atome  und  die  Entfernung  ihrer  Massenmit- 
telpmikte  mit  r,   so  können  wir  für  relativ  sehr  grosse  Werthe  von  r  die 
iwisehen  den  Atomen  thätige  Kraft 

setteD,  wo  e  ein  vor  der  Hand  noch  unbestimmter  Proportionalitätsfactor  ist. 

Lassen  wir  jedoch  diese  beschränkende  Voraussetzung  bezüglich  r  fal- 
leu,  so  mnss  diese  Formel  durch  jene  zweite  Reihe  von  Thatsachen  eine 
'Wesentliche  Erweiterung  erfahren.  Den  erwähnten  Erfahrungen  zufolge 
erscheint  nämlich  die  zwischen  zwei  Atomen  thätige  Kraft  anziehend  oder 
abstossend,  je  nachdem  wir  eine  durch  frühere  Wechselwirkung  derselben 
gewonnene  Gleichgewichtsdistanz  vergrössern  oder  verkleinern.  Die  Anzahl 
dieser  Distanzen  ist  endlich  und  steht  in  unmittelbarem  Zusammenhange  mit 
u^D  Atomdimensionen.  Je  kleiner  für  irgend  zwei  gegebene  Atome  eine 
dieser  Distanzen  ist,  desto  intensiver  erscheint  die  Kraftwirkuug  für  Nach- 
Wwerthe  von  r.    Hierausfolgt: 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  K  besteht  aus  zwei  Factoren;  der  erste 

Mt  den  Werth  — ^r— *,  der  zweite  ist  gleichfalls  eine  Function  von  r,  hängt 

•bcr  zugleich  von  den  Dimensionen  der  wirkenden  Atome  ab.  Er  besitzt 
«omitdie  allgemeine  Form  (p  (r,  a).  Diese  Function  charakterisirt  sich  durch 
folgende  Eigenschaften : 

1.  Sie  ist  eine  innerhalb  der  Werthreihe,  welche  r  überhaupt  durch- 

«nfeü  kann,   continuirliche  Function  dieser  Variabelen:  denn  eine  otwaia:e 

fr  .  . 

*^'«continuität  derselben  wäre  mit  der  Stetigkeit  jeder  materiellen  Bewegung 

"^^ereinbar. 

2.  Bezeichnet  r^  denWcrth  irgend  einer  der  erwähnten  Gleichgewichts- 
'•^anzen,  h  eine  der  Bedingung 

0<A<rit— rjt+i 

^*^Öge  leistende  Grösse,'  so  muss  g>  (ri^-^-h,  a)  positiv,  q>  (rf.^h^  et)  negativ 

**^»    Da  jedoch  der  Ueberfi;;ang  vom  Negativen  in  das  Positive  für  eine 

**^tinuirliche  Function  der  das  Intervall  von  ri^—h  bis  ric-\-h  stetig  durch- 

^^fenden  Variabelen  r  nur  mittels  des  Durchganges  durch  den  Werth  Null 

^glicb  ist,  60  muss  für  ein  endliches  ganzzahliges  Werthsystem  von  k  die 

^^^emeine  Relation 

V  {^k  ,«)=■-  0 

^^tehen.    Die  Function  (p  (r,  «)  ist  also  eine  periodische. 


3.    Für  relativ  selir  grosso  Wertbe  von  r  inusu  üicli  ip  (r,  a) 
licliuii  FoUler  ilnrcli  die  Kinlieit  crBetzcn  lasscu,  alnu  ancL  das  Argi 
(lieser  Function  sicli  gleichzeitig  einer  Ooustanieo  nähoru,  welcbor  Beding 
uug  die  «llgcmHne  Annahme 


j>{r,a): 


-C°) 


genügt. 

D«  im  Allge|Deiaen  unter  einer  Reihe  gleichwerlliiger  Hypulbeenn  ili( 
L'iofHcliBte  <lio  gcosste  Wnhrscbeinlichkeit  besiUt,  so  isl  der  walirachoiH' 
liclisto  Worth  van  w  die  Einheit,  mit  gleichzeitiger  Berllcksiclitignng  «llei 
drei  Eigenschaften  somit  der  definitive  Wortli  von  ip 


3) 


V  ('-. «)  = 


Ehe  wir  eleu  allgemeinen  Ausdruck  Tür  A' disciitiren  küuneti,  siud  xum 
Abschlüsse  unserer  Vnrbemerkungen  noch  drei  Fragen  zu  erörtern ,  welcbi 
die  Gestalt  der  Atome,  die  Bedeutung  der  Grössen  o,  f  und  die  Ableituni 
des  Gravitationsgesetzes  als  einer  noth wendigen  Folge  der  Atomwirkungei 
betreffen. 

Dm  über  die  ertte  Frage  einen  Aufschlnss  zu  eibnlten,  beriicksicbtiget 
tvir,  dass  die  chemiscbe  Zerlegung  gleicher  VuIuniinB  desselben  cbcmtecl 
EUsanimengesetzten  Körpers  bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Temporaln 
errahrtiugsgcmüss  stets  dieselbe  Trennungsaiboit  erfordert.  Ist  der  nntor 
suchte  Körper  speclell  eine  hitjüre  Verbindung  erster  Ordnung,  so  beslcti 
irgeud  ein  MolekUl  desselben  ans  zwei  Atomen  der  sie  bildoiideo  Eloment« 
welche  nn  irgendwelchen  UberlJäclientheilen  an  einander  haften;  aber  auel 
alle  übrigen  Moleküle  des  gegebenen  Complexes  zeigen  dieselbe  t 
meuactzung,  so  dass  lediglich  die  jedesmalige  Lage  der  Bcriihrungsstelleu^ 
verglichen  mit  Jonen  au  dem  zaerbt  betrachteten  Moleküle,  in  der  iDKiiDiol» 
Inllig^ten  Weise  variircu  kann.  Ist  nun  die  eur  Auflösung  gleicher  M<nlgt^^ 
diusor  Moleküle  nütbige  Trennungsnrbeil  constant,  so  mnas  die  zur  Trvn 
uung  irgoud  zweier  ein  .Molekül  bildenden  Alume  uöibigc  Kraft  vuo  d 
Lage  ihrer  lierllhrnugsstcUeD  unabhüugig,  ihre  Wechselwirkung  dabor  f 
alle  Berühruugsstelleu  dieselbe  sein.  Beseichnen  demnach  Ö,  g,  fi  filr  irgttoi 
ein  uweiatoraiges  Molekül  den  Abstand  ihrer  Massenmittelpunkte  und  di( 
Distanzen  eines  iu  deren  Verbindungslinie  liegenden  BerUhruiigspunkta 
vuu  jenem  des  ersten  und  zwuilcu  Atowes,  fürner  i',  9,  ß"  dio  aualpgai 
Grössuu  für  donselbeu  ObotHHuhcnpunkL  des  ersten  uud  niuon  bnliobiifai 
andern  liborflüchenpunkt  des  zweiten  Älomcs,  so  ist  der  anat^tiicliu  Ana 
druck  jener  Eigpuscbaft  ■ 


allge. 


=  h-   oder 


d^  6'  oder  p'=p' 


Von  0.  SiMONY.  467 


folgt.  Alle  Atome  beuitzen  also  eiuc  kugelföruügc  Glcstalt,  »o  dasb  die  Greu- 
sen  für  r,  wenn  p,  p' die  Radien  der  wirkenden  Atome  repräsentircn,  iin 

Allgemeinen 

Q  +  q'=  d  nnd  or 

sind. 

Die  nächste,  die  Bedeutung  von  a  und  b  betreifende  Frage  löst  sich  in 
sehr  einfacher  Weise.  Nehmen  wir  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Massen- 
mittelpunkte einen  fixen  Punkt  0  h\b  Anfangspunkt  der  Zählung  an,  be- 
seichnoD  die  Abstände  des  ersten  und  zweiten  Atoms  von  demselben  zu 
irgend  einer  Zeit  t  mit  r^  und  r, ,  die  Oonstanten  der  KraftHusserung  dob 
ersten  Atoms  auf  das  zweite  mit  1x1,2 1  €1/2 1  ^^^-^^  zweiten  auf  das  erste  mit 
>ti9  «2,1 9  so  bestehen  die  Gleichungen 

<^r,  ei^inttm^  «2,1 

M«   ~-r  =         -r-^ Ti  cos 


'dt*  (r,-r,)«       r,-r,' 

mm         .    —  —  7 r  ■  CU»  —    . 

Hieraus  folgt 

altfo ,  da  aus  der  Wechselwirkung  der  Bestandtlieile  eines  materiellen 
Systeme  keine  beschleunigende  Kraft  für  seineu  Schwerpunkt  rcsultiren 
kann: 

«2,1  «1,2 

62  1  C{}S      -  ' £1  2  <'«*•  — ■ —  =  <* 

r^  —  r^  '  r,  — r, 

oder 

(f2, 1  -  ^1,2)  + ^r7- r,)'   -  +  •  •  • 

für  alle  zwischen  ^  und  cjr>  liogonden  Wcrthe  von  i\  —  /,. 

Diese  Gleichung  wird  nur  dann  identisch  erfüllt,  wenn  «j  ;.,  «;.j,  ti^j, 
£2,1  einem  der  Bediugungssysteme 

A)    j  "1,2  =  «2,1^         ß)     )  «1,2  =  —  «21 
Ml, 2  =•  f2J  *  )fl.2  —       «2.1 

Genüge  leisten. 

Da  ferner  r  eine  positive  Ötrecke  vorstellt,  und  nach  allgemeinen  Uo- 
inogGuitatsgcsetzen  Zähler  und  Nenner  des  Argumentes  von  ro.v—  gleich- 
artig und  von  gleicher  Üimension  hoin  müssen,  su  kunneii  nur  die  Dediiig- 
angeu  A)  erfüllt  werden.  Hieraus  folgt ,  wenn  wir  das  zwei  Atomen  zu- 
gehörige a  kurz  deren  Charakteristik  nennen: 

Die  Charakteristik  zweier  Atome  iht  eine  positive,  symmetrische  Func- 
tion ihrer  Radien  von  der  Dimension  1. 


>  Grundzüge  eioer  neuen  Molecolartlteori«  eto.  ^^| 

Um  die  allgemeino  Bedentang  von  f  kennen  zu  lernen,  berOcksiGhtij 
,  diiss,  wenn  r  das  Intervall  (roD  0  bis  od  stetig  üurcliUofl ,  fOr  eü 
Bclioii  liieseii  Greiiaeii  Hegenden  Wevtli  desselben,  r, ,  die  Olcicliang 


arfilllt  werden  wird.    Setit  man- 

äo  kann  a*  aus  der  oinfacberen  Gleichung 

iu  jedem  speciellea  Falle  duicb  Anwendung  bokanutLT  Nitherungsmoibot 
iiereclmet  werden.    Seine  allgemeine  form  i»t 

x  =  2/cn ±  I.      Ü<|<-  , 
und  der  ihr  eutsprecbende  Wortb  von  r, 

5) 


2k7t 


:l 


Ist  fi  so  klein,  ilass  wir  seine  dritte  und  Lölicru  Foteiiaeii  obiir  ine: 
liehen  Fehler  vornachläsKigen  dürfen,  so  können  wir,  mit  Zubitf«unhnie  i 
durcb  Ruversion  der  Keibe 

für  .V  erhaltenen  allgemeinen  Formel 

die  Gleichang  ü)  darcb  den  Näherungswertb 

ersctsen.  —  äubstiluiren  wir  nun  r,  Hir  r  in  dem  allgemeinen  Ausdrucks: 
Ä',  so  wird  ^ 

d.  b.:  f  ist  di<<  Kraft,  welche  beide  Atome  aufeinander  ausüben  ifiird< 
wenn  sich  ihre  Mitssenmittelpunkle  in  der  Entfernung  r,  hefäuden. 
Bedeutung  ist  eine  concrete,  wenn  r,  zwischen  ä  und  an  liegt;  fdrr,  < 
erscheint  e  iu  Shnlicher  Weise  als  eine  abstracte  GröSEe,  wie  x.  B.  A 
Elaslieilätsmodul  für  die  meisten  elastischen  Körper. 

Alles  Gisherige  kurz  siusammcnfassend,  können  wir  also  als  einfaclisti 
Uypothese  über  die  Conslitutiou  der  tuNlerielleu  Körperwclt  und  die  tn  da 
selben  auftretenden  chemi-<chen  und  physikalischen  ErscheinUDgen  dia  f« 
geudo  aufstellen: 

Es  giebt   nur  Eine   durch  unverXndcrli  che  Atome  tinVAT" 
Sndetlich    existirende    Ualerie,     welche    das    Sabglrnt    alltl 


a  Rang  nimmt  in  dicaur  llintichl  lila  Am 
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r^-^.^^*.^^-.^.^^  w'  ^  ^    ^  -^-^  -^  ^  -*^^    ^■^^^•^^^   *■  ^-^  ^   ^  ^ 


chemischen  und  physikalischen  Erscbeinangen  bildet.  Atome 
sind  chemitfch  and  mechanisch  untboilbaro  Kugeln  von  un- 
rerfinderlicher  Gestalt  and  constantem  Volumen,  deren  Sub- 
stanz den  durch  die  erstere  begrenzten  Raum  continuirlich 
ausfüllt.  Es  existiren  daher  so  viele  chemische  Grundstoffe, 
als  Atome  von  verschiedenen  Radien. 

Zwischen  irgend  zwei  Atomen  von  den  Massen  m,  ni  und 
den  Radien  ^,  p',  deren  Centren  sich  in  der  Distanz  r  befin- 
den, ist  eine  Kraft  von  der  Form 

7)  K= — T-cos  — 

virksam.  Insofern  a  lediglich  Function  von  p,  q  ist,  hat 
jedes  gegebene  Atom  bezüglich  desselben  Einheitsatomes 
seine   specifische  Wirkungsweise. 

Untersuchen  wir  nun  noch  schliesslich  die  Wechselwirkung,  welche 
der  Formel  7)  zufolge  zwei  Atomcompleze  in  einer  relativ  sehr  grossen 
Entfarnang  ihrer  Massenmittelpunkte  auf  einander  äussern.  Es  ist  sofort 
klar,  dass,  wenn  wir  allgemein  in 

tmm       €r  Bfnm 

alle  Glieder,  welche  die  vierte  und  höhere  Potenzen  von  r  im  Nenner  ent- 
halten,  ▼emachlässigen  könueo,  in  dem  übrig  bleibenden  Ausdrucke 

Bfntn 

aach  M  ▼OD  a  nnabbäogig  wird  und  dann  seiner  Bedeutung  nach  mit  Ar  in  1) 
snaainnieDnillt. 

Wir  setzen  ferner  voraus,  dass  der  erste  Complex  a  Atome  von  den 
Massen  m | ,  m,  . . .  m« ,  der  zweite  deren  //  von  den  Massen  m\,  m\  ...  m\ 
enthalte,  and  dass  die  Abstände  der  einzelnen  Atomcentren  des  ersten  von 
allen  Atomcenlren  des  zweiten  Complexes  durch  das  Werthitystem 

''1,1.    ''1,2  -     -  fi,kf 
''2.1»   ^"2,2  •--  ''2,* 


''•.I.  ''«,2     •      '■*,♦ 

reprftsentirt  seien.  Endlich  seien  beide  Complexc  auf  «mh  fixe»,  dr^riaxige» 
Coordinateosystem  bezogen,  die  Coordtnaten  der  Atomrnittelpunkte  für  den 
ersten  Complex        -->••* 

und  jene  für  den  sweiten: 

*|tjf|.   *   \\    ^»'lVii   »tt   ••'  ^  kt  fit   »i- 

Wir  erhalten  dann  für  die  ComponeDten  der  Beachleunj^ang^n  aller  \\ttxn- 
mittelponkte  des  ersten  Complexe.^  infolge  ri^r  Kraftvirkrin^en  aller  Ele 
menta  des  iweiten  die  drei  61eicfaangMy«teme : 


41d  i.  Gtuudeüge  oiuiT  neuen  Muleculnrlliuorit)  utc.  ^^M 

— '-~:  .    ^ 

"'  l,!  1.1  1.4 

-    tP«.      km,m,  ,  ,  ,    ,    knum^  ,  .  .    ,  ,   k  m.m't  ,  . 

"*  1,1  Li  "i.» 

(fj,      fcM.iK'|,  ,         .  ,  k»tw»,,,         .  ,         ,  An.«'«,,    .      . 
"•«"^j^^^-^s— *t«'-»i)+-;r-^(«f-«i)+'.+— T— ^(*^»-»i)t 

"•^        1,1  T.«  1.» 

Kupiüiieulirt  rorucc  r^d  deu  kleiuuteu,  r,_f  den  gröwten  Werlb  vou 
tiii-  iiusüfO  awui  Coiujilexo,  so  köuuon  wir 


uamiltulbnv  diiri;li  irgmid  einen  zwisclictii  r^^d  '""i  ''r,^  licgendea  Werth  r 
urKclseu  ;  douu  Cur  irgend  ein  einem  der  ilrui  Cileidiuugsiiy steine  euluun 
lueuüB  Glied 


folgt  au»  den  Oluietiungci 


•■l,   {•■„±f.,„r    r^„^ 


M        SlUtLf,, 


unltir  uuüeier  ursprünglichen  Voiauiiaelisun^  über  jcdeu  r  die  Näfaernngi 
formel 

M         M 


Die  Auwuuduug  vuu  b)  aui'  dab  ertite  S^ütcui  liefert  die  Kelationeo 
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//r         r**  r* 


jr,---^  =  — ^-(iii,a:,  +m,a:,+..  +m^a'6) r. —  (m  ,  +»»,  +  ...+  //»*), 

M  MI 

iiu  deren  Addition  die  Formel  • 

m 

\         m'i  +  w't  + . . .  +  w'^  m,  +  m,  +  . . .  +  ;;ia        / 

?rvorgeht.  Führen  wir  nach  Vollendung  der  aHah)gcn  Rechnungen  für  das 
reito  nnd  dritte  System  in  den  Resultaten  die  Bezeichnungen  ^/, ,  M^  für 
,e  Gesammtmassen  des  ersten  und  zweiten  Coniph^xes  und  die  Coordinaten 
Ter  Massenmittelpunkte  §,??,{;,  |',  iy',  ^  ein,  so  gehen  sie  in  die  Formeln 

m 


m 

iber.  Die  zweite  Wurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  dieser  Gleichungen 
iftfort  rechta  einen  dem  Abstände  beider  Massenmittelpunkte  R  Hquiva- 
enten  Factor,  links  das  Product  ans  der  Masse  des  ersten  Complexes  und 
1er  Beschlennigang  ihres  Schwerpunktes  in  der  Richtung  von  R,  d.  h.  die 
mns  der  Wirkung  des  zweiten  auf  den  ersten  Complex  rcsultirende  Kraft  h'. 

Dieselbe  besitzt,  da  nach  8)  — j  durch  -^  ersetzt  werden  kann,   demnach 

m 

einen  mit  I)  real  nnd  formal  übereinstimmenden  Werth,  womit  das  Gjjavi- 
tationsgesetz  bewiesen  ist. 

Die  Aafstellnng   der  ^rei  Gleichungssysteme  schliesst  allerdings  die 
Voraussetzung  in  sich ,  dass  die  Abstände  der  Atome  eines  und  desselben 
Complexes  anverändert  bleiben,  dasu  also  dessen  Elemente  keine  beschleu- 
nigende Wirkung  aufeinander  ausüben.     Aber  auch  wenn  diese  beschrän- 
keDde  Annahme  nicht  gilt,  bleiben  die  Schlussformeln  vollkommen  giltig. 
Denn  da  diese  Beschleunigungen  nur  aus  Kräften  von  der  allgemeinen  Form 
■  ')  bervorgehen  können,  so  heben  sich  deren  Oomponenten  bei  einer  über 
*He  Elemente  des  betreifenden  Com[)lexes  ausgedehnten  Summirung  ihrer 
B^wegnngtgleichnngen  für  jede  der  drei  Coordinatenaxen  paarweise  auf. 
Oeheo  wir  nnn  znr  Betrachtung  des  allgemeinen  Ausdruckes  für  A"  über. 


GruadiiÜge  e 


I  Moluculnittioorio  etc. 


(f «,  _  *IW,»'|  . 


^(«,-jr,)  +  ...  +  " 


d»fl!,      *^m^     , 


(e',-a^)  + 


küifm'f 


(<b\-x,)  +  ...+ 


l"i;m'i 


i(ac-,-*,) 


^ 


«Pv.      kaum', ,  ,  '      im.m'. 


(»■.-».)  +  .  .+  '^U'.r, 
1» 


.!Üi_'"iii.(,-,_,.,+i5fi.(.-._^,+.,.+t5k!(.-,_o 


(',-«.)  H 


-(=•.-!.)• 


Uepräueulii't  luruer  rc,j  deu  kleiutiteu,  r,y  dcu  grössten  Werlb  von  r 
1-  uuscrc  zwei  Couiplexc,  tio  köuuoii  wir 


untnitU-lbnr  durdi  irguud  eiucii  awisclieii  r^^j  uiiii  r^^f  lii-genOeD  Werth  »■_ 
ursuUcu;  iluuu  für  irgeud  cm  einem  der  drui  (>leicliuugsi>y steine  euluom- 
tuQueij  G)ic(l 


'l,    ('-±c,,,)" 


uulur  utitiuritr  ui'itpriiugliclicii  VoiautiüClzuiig  über  jcdeb  r  di«  Nühernng«- 


L>ic  Auwuuduug  vuu  »)  auf  das  orslu  tjybtcm  üufuit  die  KeUtiooeu 
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I,    — -  =  -^  [m  ,  .r  ,  +  iw  jo: ,  + ...  +  w  ä^  ä) ^:ir~  ('"  i  +  '^  2  +  ••  + '"  6)» 


m 


^^^  yj  V-I-^I  I  -X-Z  I        ••  I         -U'-Ot  ^JJ 


7» 


AXLA  deren  Addition  die  Formel 


^ 


(iWlJCi  +»'t^l+»"+^a'^^4»)_^(y^t+>^<t  +   -  + Wg)  (^'1  +w'g  +  >  >+^''6) 


\         m'i +m', +  ...  +  m'ft  w,  +  iw,  +  . . .  +  i/i«        / 

hervorgeht.  Führen  wir  nach  Vollendung  der  analogen  Rechnungen  für  das 
xweitn  nnci  dritte  System  in  den  Resultaten  die  Bezeichnungen  M^ ,  M^  für 
die  Gesammtmassen  des  ersten  und  zweiten  Com{dexeR  und  die  Coordinaten 
ihrer  Mas«pnmittelpiinkte  g,  iy,  J,  |',  iy',  Jf  ein,  so  gehen  sie  in  die  F»»rnioln 

ftber.  Die  zweite  Wurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  dieser  Gleichungen 
liefert  rechts  einen  dem  Abstände  beider  Massenmittelpunkte  R  äquiva- 
lenten Factor,  links  das  Product  ans  der  Masse  des  ersten  Oomplexes  und 
der  Boschlonnigang  ihres  Schwerpunktes  in  der  Richtung  von  A,  d.  h.  die 
ans  der  Wirkung  des  zweiten  auf  den  ersten  Complex  resultirende  Kraft  A', 

Dieselbe  besitzt,  da  nach  8)  —^  durch  -zrr-  ersetzt  werden  kann,   demnach 

m 

einen  mit  I)  real  und  formal  übereinstimmenden  Werth,  womit  das  Gpivi- 
tationsgesetz  bewiesen  ist. 

Die  Aufstellung  der  jrei  Gleichungssysteme  schliesst  allerdings  die 
Voraussetzung  in  sich ,  dass  die  Abstände  der  Atome  eines  und  desselben 
Complexes  unverändert  bleiben,  dass  also  dessen  Elemente  keine  beschleu- 
nigende Wirkung  aufeinander  ausüben.  Aber  auch  wenn  diese  beschrän- 
kende Annahme  nicht  gilt,  bleiben  die  Schlussformeln  vollkommen  giltig. 
Denn  da  diese  Beschleunigungen  nur  aus  Kräften  von  der  allgemeinen  Form 
.7)  hervorgehen  können,  so  heben  sich  deren  Componenton  bei  einer  über 
alle  Elemente  des  betreffenden  Complexes  ausgedehnten  Suinmirung  ihrer 
Bewegnngsgleichungcn  für  jede  der  drei  Coordinatenaxen  paarweise  auf. 

■Gehen  wir  nun  zur  Betrachtung  des  allgemeinen  Ausdruckes  für  A' über. 


Grandslfge  einer  nrafla  Mol«culartbeor!e  atc. 


Dft  für  ein  und  dnsselbe  Atompaar  nnr  r  vanirt,  so  genügt 
kUren  Einsicht  in  die  «Dgemoine  Wirkungsweise  dieser  Krnn, 
das  Intervall  von  od  bis  zn  seinem  kloinsKin  möglichen  Werthe  5=p  +  ^ 
continnirlich    dnrchlaafen    lassen    nn^    gleichzeitig    die    correspondirende 
,Werthreiho  von  S  nntersnchen,  welche  durch  die  Formel  7)  gelipferl  wird. 

Für  alle  r,  welche  zwisiAien   oe  und  ~  liegen,  findet  eine  ansiehendtt 


Wirkung  statt;  für  beide  Grenswerthe  wird  ^=0,  woH  im  ersten  Falie 
erste,  im  Kweiion  der  zweite  Factor  von  K  verschwindet.    Weil  ferner 

abnehmendem  r    ■    ,  ■    stetig  wXchst,  coi—  stetig  abnimmt,  mnas  flir  einan 

ttwiscben  oe  nnd  —   liegenden  Wertb  von  r   ^  die  Atlraclion    sn    etoem 

Maximum   werden.    Zur  Anffindung   desselben  bilden,  wir  den  ersten  bbi] 
zweiten  Bifferentialquotienten  von  K  nach  r: 

dK      smm'f«    .   u       _        a\ 

(PK     tmm  (         u      .«,«     **       •\ 

-rx= — 1-1  «CO« «  — «m tCM— L 

dr*  r*    \  r  r        r       t*        r/ 

Für  r^pg  mnsB  —  verschwinden,  d.  h.  die  Gleichnng 
—  /f,  —  =  2 

Po     e« 

oder  nach  der  Substitution  ^  =  t, 

Po 

Wstehen,  aus  welcher  sich  ^  alfi  eine  zwischen  0  und  —  liegende  Irralio- 
baUahl  ergiebl.    Der  ihr  entsprechende  Werth  von  r:  ' 

verwHDileU  deo  zweiten  Differentinlquotienten  von  K  in 


1 

um  I 

'i 


Po       V  Po' 


ist  also,  da  ros  —  =  cas^  positiv  ist,  das  gesuchte  Maximum. 
Pü 

Für  das  nächste  Intervall  von  —  bis  ~—  ist  K  negativ;  seioe  beiden 

Pactoren  nehmen  numerisch  anfänglich  gleichzeitig  an,  ao  dasa  nriscfaen 

—  und  —    kein  Minimum   von  H  liegt.     Nimnii  jedoch  r  unter  ~  ab.  *o 
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wird  der  absointe  Werth  von  cos—  bei  stetiger  Grössenznnahme  von  — r- 

r  r 

wieder  kleiner:  swiscben  —  und  —  existirt  also  ein  Werth  von  r,  (», ,  wel- 

n  Zn 


eher  sich  nach  Aaflösang  der  Gleichung 


(^  +  f,)'^&  =  2,      0<f,<| 


in  der  Form 

a 

^1  = 


darstellt  und,  da  durch  seine  Substitution  in  -r-j  co5(7r  +  ^t)  negativ  wird, 

ein  erstes  Minimum  von  Ky  d.  h.  einen  Punkt  grösster  Abstossung  zwischen 

—    and  —  markirt.    Im  Abstände  —    wird   K  dann    zum   dritten   Male 

gleich  Null. 

Befinden  sich  also  allgemein  die  Massenmittelpunkte  beider  Atome  in 

den  Oistanzen  oo,  — ,  — ,  so  Üben  sie  aufeinander  keine  beschleunigende 

Wirkung  aus.    Der  erste  Fall  kann ,  streng  genommen ,  in  der  Wirklichkeit 

2a 
nie  eintreten;  wir  müssen  also  die  der  Entfernung  —  entsprechende  Lage 

der  Atomcentren  als  erste  und  zwar  als  stabile  Gleichgewichtslage  bezeich- 
nen ,  weil  einerseits  jede  innerhalb  der  Grenzen  —  und  oo  liegende  Ver- 

grössernng,  andererseits  jede  zwischen  —  und  —  mögliche  Verkleinerung 

ihres  Abstandes  eine  Rückkehr  in  dieselbe  zur  Folge  hat.    Erhält  ferner  r 

2a 

den  Werth  —  ,  so  entspricht  dieser  Distanz  gleichfalls  eine  Gleichgewichts- 

läge,  aber  jede  auch  noch  so  geringe  Verschiebung  bewirkt  sofort  eine 
bleibende  Ortsveränderung  dos  Atoms;  wir  können  sie  kurz  als  erste  labile 
Gleichgewichtslage  bezeichnen. 

Der  weitere  Gang  dieser  Untersuchung  ist  nunmehr  völlig  klar  und 
liefert  iu  algebraischer  Fassung  folgendes  Schema: 

r  =  oo,     Ar=0; 

cx)>r]>---,     Afpos.  zun.; 
So 

/ 

r=9o=  — ,     /r= — 2-Jo^'>5Jo  (I.Max.); 
bo  « 

2  a 

?ü^''w>  —  »     Ä'  pos.  ahn.; 
it 

2« 

r=:=/'o=  —  ,      Ä':^  0    1 1.  stah.  Gleichgcw.). 
n 


•174 

1 

'■„>'■>    XF  •     A' lieg,  zun.; 

1 

r  =  e.=^_J^g^,     A-=-*-'J  {n  +  t,yro>C,  (t    MIu.); 

1 

r  =  r,=|^,     ^=0  (1.  «t»h.  Gleiehgew.). 


e,>r>^.    JPnBg.  Hbn.; 
,  =  rj  =  —  ,     A'  =  0  (2.  Inb.  Gleiche^w.) 


'■2t- 

-'>'>«-,-+«.•    *''" 

,..  an,,.; 

■ikn  +  h 

-\     *-  =  '^"  {2i„  +  i;,,)V. 

"h,   [(«  +  !)'- M 

P^J 

•>'>(4r+-,)„'   "f"" 

.  ahn.; 

-«=(« 

^-„■„.    *  =  o  [(*  +  ')"■> 

ti»b.  Glficligpw.]. 

!■«>< 

'  >  (2F+  1) ",  +  u+i ',    *' 

QPg.  zun.; 

"                                  v„         """^     ff-W,    ]     II-     1     ^.           1» 

(SJ  +  II 

.+!..+  ,■    "          .-    "' 

[(i+iy-Mi. 

en- 

^'>'>(7<+»l»'    "■"•«"''»•i 

'■"+'"( 

iri^-  '.="[('+.)■•• 
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Irgend  ein  diesem  Werthsysteme  angehöriges  ^,  ^„  wird  durch  die  Gleichung 

eindeutig  bestimmt. 

Eine  einfache  Rechnung  lehrt,  dass  für  ig^y  fgii"'  ^gtn  mit  genügen- 
der Annäherung  unmittelbar  ^,  £7  •  •  •  £^n  gesetzt  werden  können,  indem  diese 
Grössen,  in  Theilen  des  Radius  1  ausgedrückt,  sämmtlicli  kleiner  als  0,12217 
sind,  and  ^(0,12217)  =  0,12278  erst  in  der  vierten  Decimale  von  ihrem  Ar- 
gomente  differirt.    Für  7i>5  liefert  somit  die  erste  Wurzel  der  Gleichung 

£*n  +  W7rf„  =  2, 


bereits  einen  brauchbaren  Näherungswerth  für  fn- 

Die  den  Anfangswerthen  von  n  entsprechenden  i  sind  unmittelbar  aus 
ihren  transcendenten  Bestimmungsgleichungen  zu  rechnen  und  besitzen  die 

Wertbe  6j=l,0769... ,  fj  =  0,2048 ... , 

fj  =  0,5021...,  £4=0,1560..., 

{^  =  0^2  . . . ,  fg  =  0,1257  .... 

Ans  dem  obigen  Schema  folgt  ausserdem  für  die  successiven  Distan- 
men  der  ersten  stabilen  Gleichgewichtslage  von  der  zweiten,  df,  der  zweiten 
Ton  der  dritten,  af'**«  ^^^  ersten  labilen  Gleichgewichtslage  von  der  zwei- 
ten 9  ^1 ,  der  zweiten  von  der  dritten  ,  6, . . .,  das  Gleichungssystem 

8a  .  8a 

ö,  =  — —  ,  ^i  = 


5«  '  ^        21jt  ' 

8a  8a 


80  ,  8a 


.    •    V  •    • 


8a  .  4a 


(4k  +  l){4k  +  b)n  ""^^       (4/f  +  3)(4A-  +  7)jc 


femer  für    die  LHngen  der  einzelnen  Attractiousstrecken  /|,  /f*^ifr+2  ••• 
und  der  ihnen  entsprechenden  Repulsivstrecken  Aj ,  A2 . . .  A^^.]  . . . 

/,  =  (»,  A,  =  —  - , 


4« 

'•~63« 

.        _               "« 

• 

+  6)jr 

> 

(1  f.  MMbeoulik  o.  Physik,  XVIII, 

S 

A,= 


A,= 


Ajt  +  2  = 


3» 
4a 

357f' 
4a 

09  TS 

8a 


(4^  +  5)  (4^+7)  n 

> 

32 
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endlich  bezüglich  der  relativen  Verhältnisse  der  aufeinander  folgenden  ^ 
r,  n,  A,  /,  A: 

-•  —  ••-••.=  So  •  (^  +fi)  :  (27r+ g,)  . . .  , 
^0   Qi    Qi 

1      i     1 

_  • • —  I  •  ^  •  *^ 

•      •      •  •  •  ~~~  I  ttß»%ßttt^ 


'0 

M 

'2 

«I 

:a2 ; 

:  ^3 . . . 

]  : 

i: 

6 
ITT- 

» 

^ 

:b^', 

;  &j    .. 

— 

1  : 

A 

•  Ä  •  • 

•  1 

fi 

:h 

I  «3  .  .  . 

00 

.    1 

•   16 

•  äV  • 

» •  1 

^^ 

•  Aa  < 

1  As  •  •  • 

1  : 

iV 

:  A  •  • 

' » 

Bereits  unsere  einleiteudeu  Betrachtungen  haben  gezeigt,  dass  die 
Elemente,  durch  welche  die  Materie 'für  uns  existirt,  an  sich  .betrachtet, 
nur  Grössenunterschiede  zeigen,  durch  diese  jedoch  nothwendig  ihre  ver- 
schiedene Wirkungsweise  demselben  Einheitsatome  gegenüber  begründet 
wird.  Lassen  wir  nun ,  die  Existenz  einer  endlichen  Anzahl  chemischer 
Grundstoffe  —  jeden  derselben  aus  einer  endlichen  Menge  congrnenter 
Atome  bestehend  gedacht  —  voraussetzend,  ihre  Elemente  nach  diesem 
Kraftgesetzc  aufeinander  einwirken,  so  entwickelt  sich  einerseits  eine  Fülle 
verschiedener  Complexe,  andererseits  eine  Mannichfaltigkeit  von  lediglich 
durch  die  ursprünglichen  räumlichen  Positionen  ihrer  Elemente  bedingten 
Bewegungen. 

Das  erste  Moment  führt  zu  der  Frage  nach  den  Bedingungen,  unter 
welchen  in  jedem  speciellen  Falle  aus  einer  gegebenen  Anzahl  gleicher 
oder  verschiedener  Atome  sich  derartige  Complexe  bilden  können,  welche 
charakteristischen  Eigenschaften  sie  besitzen  und  von  welchem  Standpunkte 
eine  natürliche  Classification  derselben  möglich  ist.  Dieser  Gesichtspunkt 
wird ,  von  gegebenen  räumlichen  Positionen  der  in  Betracht  gezogenen 
Atome  ausgehend,  vorwaltend  an  statische  Verhältnisse  anknüpfen  und 
schliesslich  zu  einer  Theorie  der  chemischen  Verbindungen  im  weitesten 
Sinne  des  Wortes  führen. 

Der  zweite  mögliche  Gesichtspunkt  ergiebt  sich,  wenn  wir,  die  specielle 
chemische  Beschaffenheit  der  betreffenden  Complexe  erst  in  zweiter  Reihe 
berücksichtigend,  die  ihnen  allen  gemeinsamen  temporären  Erscheinungs- 
formen betrachten ,  d.  h.  ihre  möglichen  Bewegungsweisen  studiren ,  inso  • 
fern  diese  zufolge  unserer  Organisation  entweder  noch  unmittelbar  als  Be- 
wegungen ihrer  discreten  Elemente  oder  ganzer  Gruppen  derselben  oder 
endlich  ihrer  Totalität  erfasst  werden.  Ihm  entspringt,  wie  jenem  ersten 
Gesichtspunkte,  eine  Classification  der  Complexe  nach  ihrer  chemischen 
Beschaffenheit  und  ihren  Gleichgewichtsfiguren,  eine  Classification  ihrer 
Wirkungen  als  einer  Reihe  verschiedener  Bewegungsformen ,  welche ,  ob- 
gleich ans  einem  obersten  Kraftprincipe  ihren  Ursprung  nehmend,  dennoch 
in  sinnlich  getrennten  Wahmebmungsgebieten  ihren  empirischen  Ansdrnck 
finden. 
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^  w^N^^»^^^^»»^^^J)^^^»^>^^^^^^^^^^^»  %^L^.>»»»"^*V 


Die  einfachste  Methode ,  beiden  Gesichtspunkten  gerecht  zu  werden, 
besteht   darin,  mit  der   Untersuchung  des   einfachsten  Complexes,   eines 
Atompaares,  zu  beginnen  und  mit  stetiger  Bezugnahme  auf  die  durch  die 
physikalische  nnd  chemische  Erfahrung  uns  aufgeuöthigten  Begriffe  stufen- 
weise  zn  complicirteren  Complexen  yorzuschreiten ,  bis   sich  schliesslich 
nicht   mehr  begrifflich  neue,    sondern  nur  Verallgemeinerungen 
der   bereits  gefundenen  Beziehungen   ergeben.     Geht  ans  diesen 
Verallgemeinerungen  einerseits  die  Möglichkeit  sämmtlicher  bis  jetzt  be- 
kannter physikalischen  nnd   chemischen  Erscheinungsreihen  hervor,   und 
lassen  sich   andererseits  die  bisher  gefundenen  und  durch  die  Erfahrung 
bealAtigten  Gesetze  derselben  logisch  streng  ableiten,  so  hat  unsere  Hypo- 
these ihren  Zweck  erfüllt.  * 

§  3. 

Die  Untersuchung  der  bezüglich  eines  Atompaares  möglichen  Verhält- 

veranlasst  vor  Allem  die  Frage,   unter  welchen  Bedingungen  zwei 

Atome  sich  im  Gleichgewichte  befinden.    Denken  wir  uns  in  dem  Mittel- 

imkte  des    ersten  Atoms   den  Ursprung  eines  rechtwinkligen  dreiaxigen 

Coordinatensystems  und  bezeichnen  die  Coordinaten  des  zweiten  Atomcen- 

tnuDi  mit  x,  y,  z,  so  lautet  die  allgemeine  Gleichung,  welche  x,  y,  z  im 

FiUe  des  Gleichgewichts  erfüllen  müssen : 

•)  «•  +  y'  +  z'  =  rV 

Constmiren  wir  also  um  den  Coordinatenursprung  ein  System  concen- 
^nicher  Engelflächen  mit  den  llalbmessern  r^,  r, ,  r, . . .  r^ . . . ,  welche  kurz 
■fc erste,  zweite,  dritte ...  (p+l)*®  GleichgewichtssphÄre  bezeichnet  werden 
*%Bn^  80  gilt  mit  Rücksicht  auf  ^'  2  Folgendes : 

Qenügt  der  Quotient  aus  der  Charakteristik  zweier  Atome,  a,  und  der 
feinsten  möglichen  Entfernung  ihrer  Centren,  d,  der  allgemeinen  Relation 

^Ö)  ■^  =  (2P  +  I)f +  <^,     0<a<n, 

^  l^itzen  dieselben  zwischen  r=oo  und  rz=d  p  +  \  Gleichgewichtssphä- 
."'^1  d.  h.  sie  verbleiben  in  Ruhe,  so  oft  der  Mittelpunkt  des  einen  Atoms 
7*  ^>'gend  einem  Oberflächenpunkte  einer  Gleichgewichtssphäre  des  andern 
'•W,  Ihr  Gleichgewicht  ist  stabil  oder  labil,  je  nachdem  der  Index  dieser 
I^^^lre  (bei  einer  jener  in  §2  gleichen  Zählweise)  gerade  oder  ungerade  ist. 
üebrigens  erscheint  die  Stabilität  für  keinen  Werth  von  r  als  eine 
^^^ingte;  denn  befindet  sich  das  Atompaar  allgemein  in  der  (m  +  l)'*'" 
?^*»ilen  Gleichgewichtslage  (r2m>^),  so  darf  —  soll  überhaupt  eine  Rück- 
*^r  in  dieselbe  erfolgen  —  der  Abstand  beider  Mittelpunkte,  r2mi  durch 


*   Das8   dieselbe  jede  lediglich  materialistische  Welinnsclwuning  ausscliliesst, 
^•^  von  dam  Verfasser  in  einer  eigenen  Abhandlung  nachgowiesen  werden. 

23* 


478  OrandsOgp  pin^r  nenen  Molecnliirtheori«  «4e. 

pjno  niß  immer  licrvorgerofenc  Vprschiftliiirig  eines  oder  beider  Ata 
weder  anf  rj»  +  'm+i  vPrgrftsseit,  noch  bis  r-i„  —  Jlm+i  vPrkteioMl  « 

Im  erslon  Falle  bleiben  die  Atome  iu  der  gcwonneoen  ni''",  Jtn  swelt 
in  lier  m  +  l''"'  laltilen  GleicbgewicLtsUge. 

Eine  den  AbslRod  der  Atome  nncli  über  die  »ngerilhrten  GreRceti  \ 
grössernde  oder  verkleinernde  Verscitiebnng  führt  eie  aoalog  io  die  «n"  o 
in-l-ji'  stttbile  Gleicbgewicblslngo  Über. 

Da  mi(  wacbseudeni  m  die  ilim  sugehörigen  /,  X  fortwftlircod  Rbaolitni 
30  veranlassen  gleiche  Verscltiebangen  nni  ao  eher  einen  Wechsel  d 
Gleichgewiclitslagen,  jo  grösser  der  Index  der  letzteren  iai. 

Nnr  nnf  dor  Oberfläche  einer  GlcichgcwichtsspbSre  kann  eia  Au 
ohne  Störung  des  Gleichgetvicbts  und  ohne  Arbeitsleiatnng  nm  jede  I 
tiebige  Strecke  verschoben  werden. 

Es  bietet  nun  keine  Schwierigkeiten  dar,  diese  HrsclieiDUngeu  init  HO 
einiger  empirischer  BegriS'c  kurz  z  usAmmeu  zu  fassen ,  indem  dio  auf  6.  4 
erwühnlon  empirischen  Thalsaclien  dem  eben  Gesagten  xufolgc  bereits  I 
diesen  clemenlaion  Complex  ihre  Giltigkeit  haben.  Wir  crbaltGD  so  d 
Satz: 

Ein  aus  zwei  beliebigen  Atumcn  gebildetes  niNterirltes  System  ksi 
sich  in  einer  endlichen  Anzahl  stabiler  GIcicbgowichtsdistanzen  seiner  11 
btnndtheile  Bewegnngsk ruften  gegenüber,  welche  deren  Abstand  zu  *« 
grossem  oder  zn  verkleinern  suchen,  entweder  vallkommen  elastiai 
oder  dehnbar  oder  zusa  mmcnd  riickbar  verhalten. 

lüsofern  bei  der  Verschiedenheit  vun  r  und  d  für  Tersefaieileije  AtM 
zugleich  die  Znhl  der  jedesmaligen  stabilen  Gleichgewichtsdialanzen  m 
die  zugehörigen  /,  i.  vielfachen  Aendernngen  nnlerliegeu ,  zeigen  verschi 
dene  Oouplexo  in  verschiedenen  Gleichgewichtslagen  denselben  Bowegnoi 
krSften  gegenüber  charakteriatischo  EUsticitÜtsverhSltnisse.  Nur  i 
relativen  Verhältnisse  der  atifeinander  folgenden  p,  r,  n,  6,  /,  Jl  sind  »Uli 
nnabhängig  von  «  nnd  S. 

Alle  bisherigen  Schlüsse  wurden  nnter  der  Voransselsang  abgeleili 

dass  -r  für  kein  Atompaar  kleiner  als   —    wird.     Findet  dieser  Fall  sla 

so  kftnn  nur  für  r^i  ein  Gleichgewichtszustand  einiceten ,  woran  sieh  Ti 
selbst  dio  Frage  knüpft,  welche  Vorhfiltnissa  diesem  Werlbe  im  Allgemi 
nen  entspiechen. 

Besitzt  r  den  Werlh  ü,  ho  sind  nur  vier  FKlle  denkbar: 

1.  K  positiv, 

2.  K  gleich  Null  durch  Uebergang  ans  dem  Positiven, 
:!.  K  negativ, 

4.  A'  gleich  Null  dnrch  Uebergang  ans  dem  Nogaliveo. 
Welcher  derselben  eintritt,  hSngt  von  dem  Argniuente  der  p«riodis 
Function  ah;  im  ersten,  zweiten  und  vierten  Falle  bleiben  die  sifth  I 


Von  O.  SiMONY.  479 

renden  Atome  mit  einander  verbanden  —  sie  bilden  ein  zweiatomiges 
Molekül;  im  dritten  Falle  erfolgt  augenblickliche  Trennung  derselben. 
Diese  Verhältnisse  erlauben  eine  doppelte  Gliederung,  je  nachdem  wir  sie 
aaf  ziwei  congruente  Atome  desselben  Elementes  oder  auf  ein  zwei  ver- 
achiedeneD  Grandstoffen  entnommenes  Atompaar  anwenden,  und  lassen  sich 
in  folgenden  Sätzen  ausdrticken: 

Bin  Atom  ist  in  Bezug  auf  ein  zweitos  Atom  desselben  oder  eines 
«weiten  chemischen  Elementes  chemisch  verwandt  oder  chemisch 
inactiv,  je  nachdem  ihr  charakteristischer  Quotient  die  Form 

11)      *  -^  =  2w7r  +  T,     0<T<4 

0  -  A 

oder 

12).  -J-=(2n  +  i)7t  +  T',     0<r'<;t 

beaiist.  Während  also  die  zweite  Relation  eine  chemische  Verbindung  der- 
selben unmöglich  macht,  begründet  das  Zutreffen  der  ersten  für  zwei  con- 
graente  Atome  eine  allotrope  Modification  erster  Ordnung  des- 
selben Elements,  für  zwei  verschiedene  Atome  eine  binäre  Verbindung 
erster  Ordnung  dieser  heterogenen  Grundstoffe. 

EjIq  80  entstandenes  zweiatomiges  Molekül  ist  dann  stabil  oder  labil, 

je  nachdem  in  11)  t  kleiner  oder  gleich  -;—  ist.     Dasselbe  wird  daher,  wenn 

m0 


nicht  speciell 


a 


U)  y  =  (2«-4)^ 

ist,  jedem  Versuche,  es  zu  zerlegen,  einen  gewissen  Widerstand  entgegen- 
setsen»  indem  alle  Verschiebungen  seiner  Atome  innerhalb  der  Grenzen 
ihrer  leisten  Attractionsstrecke  ihren  ursprünglichen  Zusammenhang  nur 
temporär  aufheben  können.    Hieraus  folgt: 

Die  bleibende  Auflösung  eines  zweiatomigen  Moleküls  erfordert  zur 
Ueberwindung  des  Verbindungswiderstandes  seiner  Bestnndtheile  eine  end- 
liehe Trennungsarbeit ,  deren  Grösse  von  der  jedesmaligen  Lage  ihres  Be- 
rfthrnngspunktes  unabhängig  ist.  Ihr  absoluter  Werth  erscheint,  weil 
sogleich  mit  x  veränderlich ,  für  verschiedene  Verbindungen  verschieden 
and  liefert  somit  ein  Mass  zur  Beurthcilnng  des  Grades  der  chemi- 
schen Affinität  ihrer  Atome. 

Es  erübrigt  jetzt  noch  die  Betrachtung  der  für  ein  Atompaar  mög- 
lichen Bewogangserscheinungen,  welche  ans  gegebenen  räumlichen  Positio- 
nen seiner  Bcstandtheile  hervorgehen  können.  Dieselben  finden  durch  die 
Ldsnng  sweier  Probleme  ihre  Erledigung,  deren  analytische  Untersuchung 
den  Inbslt  der  swei  folgenden  Paragraphen  bildet. 


^T" 


ucliüge 


8<- 

A.  Die  Mittelpunkte  zweier  Alome  von  den  Mause d  m, ,  n,  nod  Aet 
Cliarakleristik  a  befinden  sich  nrepriinglich  in  irgend  einer  stabileu  Gleioh- 
gewiuUlslago ,  io  dass  sie  anranglicli  vnn  einem  üxgn  Punkte  O  ibrcr  vpr- 
längerten  Contrallitiie  die  Abstände  q,,  ^,  besilzeu  nud  deren  UifTereni  die 
ttllgemeine  Uelalion 

betViedigt.  Für  f  =  0  erhält  ihre  Disinns  inTolge  einer  relatiir  sehr  klciuftti 
VnTBcbiebung  O)  des  sweilen  Atomcentruins  \a  derRicbtuog  derC«tilrate  dra 
Werlb  x  +  *,;  welche  Bewegungserscbeinongen  «eigen  beide  Atoi»«  n 
irgend  einer  Zeit  /? 

Besoicbnen  wir  die  dieeem  Zeilpunkte  enlsprecbendeu  varSabeln  Vei- 
schiebungeu  des  ersten  und  zweiten  Atoms  mit  s,  nnd  i,,  so  beatebea  DU 
dieselben  die  Gleiuhnngen 


'  tif 


'  dl'~ 


(*+h~^.y 


dt,    4t^ 


Hieraus  folgt,  da  s, ,  ;,  xu  Beginn  der  Zeit  I  conatant  sind ,  also  - 
für  1=0  verschwinden,  durch  zweimalige  Integration  ihrer  SnmiDo 

Andererseits  liefert  die  Siibtractiou  der  durch  m, ,  m,  dividtrten  Bewegnogs- 
gleiuhuiigen  unter  EinTührung  der  Abkarzungen  i 

17)  s,-*,=ä,     m.  +  „.,  =  .V; 


IS) 


rf** 


tM 


bot  der  Kleinheit  von  ^  kennen  seiuo  zweite  und  bohut 
litsBigt  werden;  wir  dürfen  demnach 


I  l'oteoaeD  vernack- 


(«+»' 


,        .       1        2S 

durch    -; f 


erhalten  dann  die  eitifache  Gleichaog 


i  Iule|;ral  bekanntlich  die  Puru 
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20) 


%  =  Acosui+  B  smut^     u^^ — r— 


betfitst  and  anter  Berücksichtigung  der  Anfangsbedingungen 

S  =  <f,,      ~^  =  0  für  /  =  0 

als  zweite  Bestimmungsgleichung  für  s^ ,  5,  liefert 

21)  5,  —  s,  =  tf,  cos  fi  U 

Die  Anflösnng  der  Gleichungen  16)  und  21)  führt  zu  den  Resultaten 

durch  deren  Differentiation  wir  zugleich  zur  Kenutniss  der  den  Verschio- 
bnng^en  S| ,  5,  entsprechenden  Geschwindigkeiten  v^ ,  v^  gelangen.  So 
ergeben  sich  die  Formeln 

22)  ■   ^ 

Aus  19)  and  22)  lassen  sich  folgende  Conseqnenzen  ziehen : 
Ertheilt  man  einem  Atom  eines  in  Ruhe  befindlichen  Atompaares  eine 
relativ  sehr  kleine  Verschiebung  in  der  Richtung  seiner  Centrallinie,  so  ist 
die  derselben  entgegenwirkende  Kraft  ihrem  absoluten  Werthe  gerade,  der 
▼ierten  Potenz  des  nrsprünglichen  Abstandes  der  Atome  verkehrt  propor- 
tional. 

Da  der  Coefficient  von  £  aus  zwei  Theilen,  einem  von  den  Radien  und 
Massen  der  wirkenden  Atome  abhängigen,  für  dasselbe  System  constanten 
Factor  „  . 


16a« 
and  einer  Function  des  Index  der  betreffenden  stabilen  Gleichgewichtslage 

besteht,  so  erfüllen  die  gleichen  Verschiebungen  $  aus  den  aufeinanderfol- 
genden Tg,  r, ,  r^ . . .  rji  . . .  entsprechenden  Kräfte  A'o,  A', ,  K^.,,  Kik  •  •  •  die 
Proportionen 

2$)  K^\K^\K^..,\Kik^"  =  l:625:e561...:(4A  +  1/.... 

Sich  selbst   überlassen,  vollführen   beide  Atome  Schwingungen   von 
gleicher  Daner  t,  folglich  auch  in  gleicher  Zahl  n  nach  den  Formeln 

In        fA 

f* 

die  Sehwingangsanzahl  wächst  also  mit  x  im  verkehrten  quadratischen  Ver- 
hältnisse. 

Die  ans  den  Gleichungen  22)  für  die  numerischen  3Iaxima  und  Minima 
derGhrdssen  S|,  ff*  ^w  ^\\  *'%t '  i ;  '  ti  '  t «  ^'u^'\  \  ^  t«  ^'\  ableitbaren  Ausdrücke 


482  Grundsiige  eiuev  ueiiou  Moleoalartbeoria  ate. 

_'"if*fft     ■'  _, 


=  0; 


35) 


li;lireii  ferner,  Uass  cÜc  mil  dem  Scliwerpnukle  des  Syst 
86)  S=  "' 


I 


verseil obeiimi  «tabileu  GleictigewiititHlngen  zugleich  die  durch  die  Maiim» 
der  GeB-L'Ijwiiidigkeitcu  f', ,  v^  cbarHktemirteu  SchwiagnngHeeutren  beider 
Atome  und  deren  Amplituden  / ", ,  s",  zu  beiden  Seiten  dieser  Cflatr«ii 
gleicli  siüd.       ' 

Jene  die  allgemeiDen  Beweguugspliasen  derselben  bcstimmeaden  R«- 
lationcn  erlialten  daher  ilire  einfachste  Gestalt,  wenn  wir  die  Scbwingnngeu 
des  ersten  und  zweiten  Atomn  durch  ihro  periodisch  sich  üDderndeD  Gnt- 
feruungen  d, ,  rf,  von  jenen  Schwiugaugsceutren  charakteriGiren  aud  dia 
Zeiten  erst  vod  dem  Momente  an  zühleu,  iu  welchem  das  zweit«  Atom  «et- 
neu  Schwingnogfimittelptinkt  mit  der  positiveu  Genchwiudigkeit  f\  |ia&»irt, 
So  ergeben  sich  die  cndgiliigen  Formehi* 


,*.-f(, 

-o. 

..--', 

.=  ».-?,  r 

ungsphas 

D  des 

zweiten  Atomx  für 

correspoudirenden  des  ersten  finden  hIso  erst  für 


*  Aehuliclie  Keaullale  liefern  ,  wenn  a,,  &i,  rj;  ot,  ^i,  rt  die  ursprüiig liehen  Co- 
ordinaten  der  Atome,  a,,  ßt,  yt  die  Componeoten  der  relativ  sehr  kleinen  Verachie- 
bUDg  Ot  des  zweiten  sintl ,  deren  BewegimgaGrleicbungen 

rfC         "**•    dt*  •     df         '**' 

iu  welchen  «,  4,  c;  £,  ij,  £  die  DifTerenzen  a^-a,,  ft,— *i,  e,-o,i  {,  — g,,  ij,  — »„  ^_(^ 
Torsiellen.     Die  linearen  Schwingungen  beider  Atome  ßnden  in  der  durch  die  Bc- 

c+y,  c+Vi  ' 

•= ''-±^  i'+  *if''i-'-y')-''i<"*f'-gt> 
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statt,   und   ihre  Amplituden   vorhalten  sich  verkehrt  wie  die  Massen  der 
[      wirkenden  Atome,  so  dass  bezüglich  des  ersten  Atoms  einerseits  eine  Ver- 
spätung  der  Schwingungsphasen  um  ;  ,   andererseits   eine   Veränderung 

ihrer  Amplitaden  eintritt. 

Für  w,  >  iw,  findet  eine  Schwächung,  für  mx<im^  eine  VerstHrkung 
derselben  statt  und  nur  bei  cougruenten  Atomen  pfianzeu  sich  die  13o- 
wegUDgsphasen  ungeschwächt  fort. 

Wir  können  aber  nach  den  Gleichungen  27)  denselben  Bewegungs- 
sastand  auch  dadurch  hervorrufen,  dass  wir  für  /'=0  dem  ersten  Atom  die 
Geschwindigkeit  —v\y  dem  zweiten  v\  in  der  Richtung  der  Centrallinie, 
dem  gansen  System  also  die  lebendige  Kraft 

«)  —^"^ ^— =  -fK^     i  +  'w,«   %)  =  C 

ertbeilen.    Den  allgemeinen  \Yerthen  von  f j ,  v^\ 

2n   t,,  2jt  ,  27t   ,,/  27C  , 

Pi  = s    ,  cos  —  / ,     r,  =  —  s   2  Cös  —  t , 

TT  TT 

entspricht  als  gesammte  lebendige  Kraft  des  Systems  zu  derselben  Zeit  t 
der  Werth 

29)  —-  +  —-=—  (m,  s   \  +  7/1,  5   \)  cos^  — / . 

Die  von  ('=  0  bis  /'=  /'  durch  die  periodischen  Verschiebungen  beider 
Atome  geleistete  Arbeit  hat,  da  nach  19)  die  irgend  einer  relativ  sehr  klei- 
nen Verschiebung  d  einer  Masse  m  entgegenwirkende  Kraft  gleich  — m^n^d 
ist,  die  Grösse 


! 


bestimmten  Geraden  statt,  welche  die  Punkte  (f/i,  /v],  c^)  und  {a^+Off  f>t  +  ßf,  c^+Yt) 
mit  einander  verbindet. 

Die  Coordinaton  ihrer  8cl)win{^iii){rs)üeutr<>u  erlmltun  nach  Kintuhruiijr  des  Win- 
kels 1,  welchen  die  VerbindungKlinic  der  Punkte  (äj,  />,,  r,)  und  (t/,,  ^s,  r,)  mit  er,  bil- 
det, die  Werthc  .-  ,.^„,  ^        , 

X  ,  =  fl,  -f  -rj ,     .r  t  =  tfj  +  «t  ~  Ti  - , 

''«^*'  +  iM     -\-     '     *.  =  *«  +  <»«- J/  -V-' 

liegen  aUo  im  Abstände  11  von  einander. 

Endlich  folgen  für  ihre  auf  diese  Punkte  bezogenen  Verrtchiebuugen  die  Formeln 

di^^fHcosl8in  —  it'-r),    d2  =  ^ö^cosXHin—t\ 
M  X  M  X 

deren  Gleichartigkeit  mit  den  AuHdrücken  in  27)  evident  i^t. 


30) 


Gruiidzüge 

0  0 

=  Y  f  "•  ''•'  + '"'  ''•')  =  7*  ^"'' ''"''  +  "*•  *'""'>  *'"'  T  ''• 

Somil  resultirl  aus  28),  20)  iinil  30) 

31)  '~+'^  +  n=^c. 

d.  h.-.  die  bei  der  FürtpflaozuDg  der  SchwiDgnogspbasoD  des  zweiten  Atoi 
üul'  das  erst«  bei  einer  Verscliiedenlicit  ibrcr  Massen  auftretende  SchirScl 
uiig  oder  VerHlärkuiig  ibrer  Aiaplitudeii  erfulgt  stets  uacb  dem  G' 
ErbaltuDg  der  Kral't. 

Was  scLliesHÜcb  die  milllereu  Energien  i , ,  i,  des  ersten  nnd  zweili 
Atomx  wäbrend  einer  Scbwingungsdaner  nubelangt,  so  liefert  die  Anwi 
duug  der  GloicIiuDgeu 


/•'•T--^y' 


co^ u  du  ^  ^, 


für  diexelbeu  die  einfachen  Bea 


:  Alume  verliallec 


bicfa  < 


d.  b. :  die  ScbwingungsinlensitStea 
AmpIitudeD. 

Die  FormelD  ]V)  bis  31)  wurden  unter  der  Annahme  abgeleitet,  dwa 
für  (/,  —  {/,  verschwindet,  und  verlieren  ihre  Giltigkeit,  wenn  x=J  fat  i 
K  einen  positiven  WertU  besitzt.  —  Uic  sur  Bestimmung  von  £  dieu«i 
Uifferentialgleichnng  erbMit  in  diesem  Falle  die  Form 

'n_  __ ^_ 


Da  i,  soll  das  Atouij 
besiteen,  stets  kleiner  als 


■  wenigstens  Eine  stabile  GleicbgcwichteUge 
=  0,e366a  bleiben  mnss,  7 'S  7   «t«""   fU'  »11« 


zwischen  D  nud  0,U2H6a  liegenden  Wortbu  von  6  grösser  «Is  'i  ist,  so  dürfni 
wir  den  CoeFBcienten  von  $  als  eine  wesentlich  positive  Grtisso  betrftcbleD, 
d,  li.  in  der  abgekürzten  Knlation 


33) 


<lf 


eJtt 


»'-in 


C-'^J-O"*? 
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b  als  eine  reelle*  Zahl  voraussetzen.    Die  Integration  derselben  liefert  unter 
Berücksichtigung  der  Anfangsbedingungen  für  /=0 

»Iso  in  Combination  mit  der  Formel  16)  fUr  Si,Vi;Sj,  v^  die  Ausdrücke 

2m./         a'\      .b  bm.f      ,  a*\    .   . 

^  2m,/         a«\       ,b  bm,  /         a*\    .  ^ 

Dieselben  gelten,  weil  |  bei  der  Unveränderlicbkeit  von  d  nie  negativ  wer- 
den kann,  nur  so  lange,  als  t  die  Bedingung 

|t  =  —  arc  cos  — 

erfüllt.  Für  l=^\x  stossen  beide  Atome  in  ihrem  gemeinsamen,  durch  die 
ursprüngliche  Verschiebung  des  zweiten  um  S  verrückten  Schwerpunkte  mit 
den  Geschwindigkeiten  c^  und  — c,: 


35) 


6m,/     ,  a*\    .  bx     fem,-/     /     ,  2a»\ 
86)  {  . . 

ansammen.  Um  ihre  Werthe  V^ ,  F,  am  Ende  des  Stosses  zu  berechnen, 
gehen  wir  auf  die  allgemein  giltigen  Fundamentalgleichungen  15)  zurück. 
Ans  diesen  folgt  durch  einmalige  Integration  ihrer  Summe  zwischen  den 
Grenzen  c, ,  F, ;  —  c,,  F,  zunächst 

37)  m,  F,  +  w,  F,  =  m,  c,  —  iw,c,  =  0 , 

andererseits  mit  Rücksicht  darauf,  dass  in  der  gleichfalls  aus  15)  resultiren- 
den  Gleichung 


^1 


^^  dt  +  mtl    --  -TT  dl 


-ft 


die   dem  Anfange  und  Ende   des  Stosses  entsprechenden  Grenzen  di,  df, 
weil  6  constant  bleibt,  einander  gleich  sind: 


r  neuen  Molecnlartheoria  et«. 


M) 


-j^   , 


alHU 


a  bekanuton  Verrnliri 

r,  =  — t 


1  schliesslich 


1 


derzeit,  t'.  und  tiezicben  ili< 
beider  ÄtoiDuenlreu  auT  dies 
*,''',  8.''';  »/'',  Cj"'  derselben  i 


n  Momenlo  an  gleichseitig  eine  neue  Zäblung 
i  neuen  Elongationen  und  Gescliwlndigkeiteu 
en  ätusspuukt,  so  besteben  für  die  Werlli« 
lach  dem  ersten  SloHse  die  Gleichungen  33)  und 

-  die  erstcu  jedocb  unter  den  geänderteu  ÄnroiiiiHliediiigungen  • 

Hieraus  Mgt  nach  EiufiUiruug  der  Abkürzung 


»)        "  '/'>t{<'.+-f)-^<' 


= TT- 1  c  eox TT  SP«  —  j  »Hl  —  , 

2m,/  *(■      o»       6A       61* 


*  Dieses  allfemeiue  Gesetz  gilt,  unsere  Uefioilion  eines  Atom«  voransgeseUt, 
»uch  für  jede  andere, 'in  Bezug  huF  A'  leügliche  Hypothese;  wollte  man  i.  B.,  aaf  real« 
Gleichgewiclitsziistiüidc  und  eine  analytische  Erklärung  der  clieniischen  AfÜniUlt  ver^ 
zichtend,  die  ersteren  iiiagesammt  als  scheinbare  aLitfasseii,  so  könnte  man  direct 

aunelimen.  Dean  lassen  wir  zwei  ursprünglich  in  einem  Abstände  rg>  J  ruhend  ge- 
dachte Atome  nach  diesem  Gesetze  aufeinander  einwirken,  so  wird  ihre  Cenlralliaig 
stetig  zwisuhen  Tg  und  8  rarÜreu,  und  das  AtotnpHar,  sobald  die  von  1=0  bis  m  dam 
Aagenblicke  t,  wo  r  sum  zweiten  Male  gleich  r,  ist,  verBiesseude  Zeit 

jenseits  der  Grenzen  der  sinnlichen  Wahrnehmung  des  Deobachters  liegt,  auf  diesen 
den  Eindruck  zweier  in  der  Entfernung  r,  scheinbar  ruhender  Atome  machen.  Dann 
aber  müssten  r„,  nii,  m^  zwischen  engere  Grenzen  eingescblossen  werden,  «b  es  der 
allgemeine  Charakter  unserer  Untersnchungen  gestattet. 


_ -  —  —  —  ^--»— .—  —  —  -.  —  —  -  — —  ^ 
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Wächst  ^  anf  .  , , 

1        ,  ft'c 
-arcf^  — =  ir, 

so  verschwinden  »,(*\  o,('^  und  für  t'=  x  stossen  die  Atome  mit  den  Ge- 
schwindigkeiten C|,  — r,  zum  zweiten  Male  zusammen.  Die  weitere  Fortsetz- 
ung dieser  Betrachtungen  liefert  dann  der  Reihe  nach  5,(^,  s^^'^K,,  5,^"\  V^«*« 
nnd  die  zugehörigen  i>i^^\  r,^^...  r,<">,  r,<"^  in  Function  der  Zeiten  (".../^").,., 
and  wir  brauchen ,  um  die  gesuchte  Lösung  des  gestellten  Problems  zu 
finden,  nur  noch  an  die  Stelle  von  i\  i"  ..  Z^''^..  t—\xy  /— ^t. ../—(«  — J)t... 
so  snbstituiren.   So  ergeben  sich  die  allgemeinen  Resultate 


41) 


Ertheilt  man  also  einem  Elemente  eines  zweiatomigen  Moleküls  eine 
relativ  sehr  kleine  centrale  Verschiebung,  so  bewegen  sich  seine  Atome, 
sieh  selbst  überlassen,  ungleichförmig  beschleunigt  gegen  einander  und 
stossen  in  ihrem  gemeinsamen,  um  S  veirschobenen  Schwerpunkte  zusam- 
men; ihre  Geschwindigkeiten  wechseln  dann  ihr  Vorzeichen  und  ihre  Mittel- 
punkte entfernen  sich  bis  auf  die  Distanz 

ffkT  welche  v, ,  9,  gleichzeitig  verschwinden.  Von  diesem  Momente  an  durch- 
läuft das  Atompaar  dieselben  Bewegungsphasen  in  umgekehrter  Reihen- 
folge, so  dass  nach  x  Zeiteinheiten  (vom  ersten  Stosse  an  gerechnet)  ein 
»weiter  Znsammenstoss  in  demselben  Punkte  und  mit  denselben  Geschwin- 
digkeiten erfolgt,  welche  die  Atome  vor  dem  ersten  Stosse  besassen.    Da 
die  totale  lebendige  Kraft  dieses  Systems  durch  keinen  dieser  Zusammen- 
atösse  eine  Aenderung  erfährt  [38)],  so  findet  eine  unaufhörliche  Wieder- 
holoDg  dieser  Phasen  in  gleichen  Intervallen  r  statt. 

Dieselben  können,  weil  sie  der  letzten  Attractivsphäre  zweier  chemisch 
▼crwandten  Atome  eigenthümlich  sind ,  zum  Unterschiede  von  den  früher 
■^oaudelten  intermolecularen  *   intramolecularc  Bewegungen  ge- 

*  Dieser  Ausdruck  ist  insofern  berechtigt,  als  jedes  Atom  nnch  als  einatomiges 
^^kttl  beseichnet  werden  kann. 


Grundstlge  einer  noupii  Mo|pculftrtheon«>  ete. 


nitnnt  worileD;  §ie  clinrnklerisireD  sich  als  periodisctie  Bene^n^n 
dUcontiuuirlicben  GescliwiiidigkeilsänderDOgeD 

Analoge  BetracIitiiugeD  gelten  oatlirlicli  auch  für  den  allgemeinen  Fsl 
in  welchem  zu  Beginn  der  Zeit  t  beide  Atome  relativ  sehr  kleine  Verschii 
biingen  ir, ,  o,  in  ihrer  Centralliaie  erhielten,  der  Schwerpunkt  de*  Sj'^Bteinl 
somit  nm 

m.a, +w,i^ 

verschoben  warde.    Ihre  AusechlSge  %a  irgend  einer  Zeit  I  sind  dann 

in,(ii.— ff.)       a«  '"lio.—  e,)        2;r 

'"~jf   ~cos~l,     rf,=  -— -^^ ^eoj  — /. 

in  welchen  Ausdrücken  r  denselben  Werth  wie  in  24)  besitzt.     Hütte 
nrapriingllch  das  itt^tc  odnr  sweito  Atom  allein  verschoben,  so  wären  dii 
Bnwegangseracheinungen  beider  Atome  durch  die  respectiven  Form«lD 


bestimmt  worden.    L>ie  Werllie  von  '/, ,  (/,  ergeben  hieb  dann  nus  den  e 
fachen  Gleichungen 

42)  </,  =  rf,'"  +  d,(»l,     d,  =  d,i'>  +  </,!«. 

Ertheilt  man  also  stwei  in  irgendwetchün  stabilen  Gleichgewichtslagea 
befindlichen  Atomen  gleichaeitig  relativ  sehr  kleine  centrale  Verse hi ob nogflii 
0,,  0(,  ao  ist  der  hierdurch  hervorgerDfene  Beweg angssastand  eine  Folg) 
der  Interferenz  joner  liuearen  Schwingungen,  welche  die  Ter 
bungeu  ff,,  fl,  für  sich  in  dem  Systeme  hervorgerufen  hätten. 

nie  Amplitude  der  für  jedes  Atom  resultirenden  linearen  and  isa«hre 
nen  Schwingung  ist  dte  algebraische  Samme  seiner  den  Verschiebung«! 
a, ,  0,  (Ur  gleiche  Zeiten  entsprechenden  Amplituden. 

Eutgcgengesetzt  gerichtete  Verschiebungen  verstärken  sich  daber  i 
ihrer  Wirkung,  gleichgerichtete  scliwüchen  einander  und  veraDlassen  t 
gleicher  Grösse  liberbanpt  keine  Bewegung  der  Atome. 


B.  Eine  aweite  Reihe  von  im  Allgomeioeu  bedeutend  complicirlerRQ 
Bewegungserscheinungen  zeigt  das  Atompaar  dann,  wenn  ein  Element  dea- 
selbcn,  ?..  B.  das  zweite  Atom,  zu  Beginn  der  Zeit  l  eine  positive  Oesch' 
digkeil  c,  von  endlicher  Grösse  in  der  Richtung  seiner  Centrallinie  erbilL 

Unter   Voraussetzung    eines  ursprünglichen   stabilen   Gleicbgewicbta- 
sustaudea   und    mit  Beibehaltung   früherer  Bezeichnungen  bestimmen  »ii 
[mit    Rücksicht    anf   15)]    die   Geschwindigkeiten  beider   Atome    aus   di 
Gl  eich  nn  gen 
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m,  ©,  +  m,  v,  =.  m,  c, , 


4S)  *  ^     ^'•-_i^.05« 

dr 
in   welchen  für  x  +  5,— s,  oder  x  +  $  kurz  r  gesetzt  wurde.    Die  mit  2--rf/ 

mnltiplicirte  zweite  Relation  liefert,  links  von  r,  bis  v^—Vi,  rechts  von  x 
bis  r  integrirt: 

Die  FoDCtion  sin—  kann  im  Allgemeinen  alle  zwischen  +1  ^nd  —1  liegen- 

r 

den  Werthe  annehmen ;  dem  ersten  Grenzfalle  entspricht  ein  grösster,  dem 
«weiten  ein  kleinster  Werth  von  («t— v,)*,  und  wir  werden,  je  nachdem  der- 
selbe negativ,  Null  oder  positiv  ist,  drei  Hauptfälle  zu  unterscheiden  haben. 

I.  Hauptfall:  0<c,<2X/— . 

Erfüllt  c,  die^e  Bedingung,  so  wird  {Vf—v^y  entweder  für  positive  oder 

negative  Werthe  von  sin  —  verschwinden ,   so   dass  die  Vereinfachung  der 

Discnssion  anfänglich   eine   Gliederung  dieses  Falles  in  zwei  UnterfHlle 
erfordert.  

Da  «t — V|  für  /=0  gleich  4~^t  <sein  muss,  so  gilt  für  seine  allgemeine  Be- 
itimmuugsgleichuug  

dms  obere  Zeichen  so  lange,  als  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen 
positiv  bleibt.  Demzufolge  wächst  der  Abstand  beider  Atome  unter  steti- 
ger Abnahme  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  bis  auf  ein  Maximum 

»•'i  =  «  +  f  1 , 
f&r  welches  v,— v,  gleich  Null  wird.  Die  zur  Bestimmung  von  j^^  bestehende 
Relation  hat  die  Form 

oder,  nach  Anwendung  der  Formel 


Hieraus  folgt,  wenn  wir 


''''%"(x+{:V)~*"27ii/- 


( 


4!»11  OrumlaügH  einer  nflo«>ii  Mnlpcnlfirthenri«  de. 

stützen  unil  mit  y,  den  in  Tbcilcn  dos  Halboieseers  I  «UBKudrtickGiidi 
seilen  0  iiiid  —  iingRnden  Bogen 

in)  y,  =  irr  cos  (l—a/')  — anrenn/ 

47)  r.=  -?^.     r'.  =  -^^. 

Im  weiteren  Veilanfe  der  Bewegung  wird  ",— ii,  negativ,  weit  der  AI 
stHnd  beider  Atomcentrcu  stelig  abnimmt,  crhSlt  für  r^K  sein  iifigativi 
Mtocimam  — c,  nnd  annitllirt  sich  für  einen  Minimalwertk  thd  r: 

r",  =*-£". 
snm  xweiten  Mnlc.    f", ,  i",  ergeben  sieb  dann  mit  BerSckstchtigiing  A\ 
Pnrnn>l 

auf  ähnliclto  Art.  wie  f, ,  r',  aus  der  Glcichiing 


[ 


Diese  Aasdräcke  besitzen  ihre  einfachste  Gestalt,  wenn   c,   Bpeeiell  At 
Bedingung 

genügt,  indem  sie  für  y=s—  \n  die  Formeln 

''"^2«—*«'      '^'       2*«' 
£".= 


"2«+*»'         '       (2A+1)» 
übergehen.    Um  also  in  dem  zweiten  Unterfalle 


„     /i^<.<./? 


die  Berechnung  der  correspondirenden  y,;  f,,  £",;  r',,  r",  sn  ermögHcbei 
mtiüRen  znnächst  zwei  Uilfagrössen  i}'„  t)"t  ans  den  Gleichungen 


»'(«■+i'.) 
•  (« -1 .) 
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>^*  ^  0t  ^  ^  *  m  ^  ^^  ^w".^^-*  ^  ^  ^  ' 


bestimmt  werden,  welche  im  weiteren  Verlaufe  der  Rechnung  zu  den  Re- 
snltaten 

49)  y,  =  aresin  (2/*— 1)  =  -^ 2  arc cosl^y^ 5 


er  x'  ,  a  x' 


50)  J',  = ,  —  X,      r\  zs= 


a  — y,x  a  — y,x'' 


,,,  ax  .,   __      «X 


y,x  ci  +  Yt^ 

fahren.  —  Ziehen  wir  ferner  in  beiden  Unterfällen  die  Coexistenz  der  Re- 
lationen 43)  und  44)  in  Betracht,  so  erhalten  wir  altj  erste  Darstellnngswoise 
▼oa  9] ,  r,  in  Function  von  r 


Hier  repräsentirt  -4~  die  constante  Geschwindigkeit  c,  welche  der  Schwer- 

pnnkt  des  Systems  infolge  der  dem  zweiten  Atom  verliehenen  Anfangs- 
geschwindigkeit r,  erhielt;  die  zweiten  Glieder  bedeuten  die  relativen  6e 
schwindigkeiten  u^ ,  u^  der  Atomcentreu  in  Bezug  auf  ihre  mit  gleichförmi- 
ger Geschwindigkeit  c  sich  fortbewegenden  stabilen  Gleichgewichtslagen. 
Ebenso  setzen  sich  die  absoluten  Abstände  r, ,  r,  beider  Atome  von  dem 
fixen  Punkte  0  zn  irgend  einer  Zeit  aus  zwei  Hestandtheilen  zusammen, 
den  absoluten  Verschiebungen  5] ,  ^2  ihrer  ursprünglichen  stabilen  Gleich- 
gewichtspunkte  und  den  auf  dieselben  bezüglichen  relativen  Verschiebungen 
ili,  d^   ihrer  Centren.    Für  die  letzteren  liefert  die  zweite  Integralgleichung 

weil  nach  unserer  in  Betreff  des  Schwerpunktes  gemachten  Bemerkung'  die 
Besiebnng 

besteben  muss,  die  einfache  Relation 

M)  ^  m,  cf,  +  mj  d^  =  0. 

Durch  Combination  der  Relation  63)  mit  47),  48),  beziehungsweise  50), 
M),  lassen  sich  somit  ohne  vorläufige  Kenntniss  der  allgemeinen  Werthe 
dg,  d^  die  Maxima  und  Minima  dieser  Elongationen  in  beiden  UnterfAllen 
berechnen.   Ffir  a)  folgt  speciell 

Ij^  ^t  ^'       ^f  '"i «./ 


4'J2  GrnndBflgp  piner  nenfn  MnlecfilHrth»arI«  e 

färb) 

56)  <  /_/"      ' 

'  ''•-f*^'-'   ''■•=-s'f''i  '■     '   "' 

vn'i  in   liPLilpti  Fällen  für  Hie  nnmpriacIiPTi  Mftxima  nnd  Minima  vna  u 

m)  „■■,  =  .•■.  =  «,  „■,  =  ^-c.,   „.»Jr,. 

Hieran  Bchli'east  sicli  ilie  Frage,  binnen  welclion  SCeiten  — ,  —  sicli  r 

■  flinerseits  vnn  h  anf  x  +  f  vergrössprt,  midorpraflits  von  :<  bU  x  —  f  «b- 
nimmt. 

Da  — -^  von  K  +  i'  bis  x  dioselbo  Wertlimlio  >!nrchllinn, 

Ä  bis  «  +  £■,  s(i  crbnh™  ivif  znr  Bcrechnimg  rnn  r'j  vorlHulig  ilas  b<islimm(<i 

»  +  J' 

DüHselbc  gestnttet  im  ersten  ünterfalle  die  Transforria 

r, 

,;  =  !./■ "t-  - 

2 
_4ax'     /•  f/h 

0 
oder,  wenn  der  lediglich  von  A:  abbüngige  Brach 

gesetzt  wird,  die  Pormntirnng 


«A'  /i du     __ 


Da  fit  u  bis  auf  einen  später  zu  betrachtenden  An^uabmerall  sIaIk  kl«-i- 
oer  als  1  ist,  sn  IHsst  sich  der  Bruch 
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diircli  die  convergente  unendliche  Reihe 
ersetzen  ,  also  x^  in  der  Form 


yi  yi, 

2  2 


0  0 

2 


0 
wiedergeben.    In  diesen  bestimmten  Integralen  treffen  wir  die  Substitntion 

$in  u  =  l  sin  g?, 

wodurch   ihre   Grenzen  in  0  und  —   übergehen ,  gleichzeitig  herücksich- 

tigend,   dass  für  alle  zwischen und  —  liegenden  Werthe  von  u  die 

Relation 

.    ,  sxr^u  .   1.3  sir^u  , 

^*     3    ^2.4      5 

besteht,  somit  ti*,  ti*...  den  Reihen 

tt*  =  51«' w  +  \  sin* u  +  ^®y  sin^u  +  . . . ,     m'  =  sin* "  +  f  sin^ m  +  . . . , 

tl*  =  51/1*«  +  I  5IW*M  +  . . .,       M*  =  5l>l*M'+  . . .,       «®  =  5m* W  +  . . .  . 

Sqoivalent  sind.    Die  Grösse  /  bleibt  unserer  Voraussetzung  gemäss  für  a) 
ond  b)  kleiner  als  1,  so  dass  die  Gleichungen 

=  l  +  |/«  stn^fp H r  sm*g>  +  .,. 


yp^sin^u  '    yi-^r-sin^tp  2.4 

immer  giltig  bleiben.  Hierdurch  wird  die  Lösung  des  Problems  auf  Integra- 
tionen von  den  allgemeinen  Formen 


2 


sm^udu= ^ —  ,      /  sm^^-T-^u  du  =r— rz — r— r 

2. 4. ..2«         2       J  3.5...  (2w+!) 

O  0 

snrfiekgefübrt,  deren  Ausführung,  als  definitiven  Werth  von  Xk  liefert 

56)  \ 


Aus  58)  lind  69i)  resnttirt  endlich  für  die  totale  Schwingangsdaner  r« 

80)  n  =  -^^^  t  Ä",,  +  3fiS  i-,  +  5/i  i-^  +  . . .  j, 
nD<l  für  die  Grössendifferenz  zwischen  t't  and  x"i 

81)  t'*-t"i  =  ^^V. +''**'**■. +  3A*'6  +  .-.t. 

Da  die  Factoren  ft*» ,  ft'^ . . .  der  sacceasiven  K,  namentlich  fllr  Gleich- 
gewichlsUgen  von  höherem  Index,  nngemein  raBch  abnehmen,  andererseita 
A'i,  f,...  mit  immer  höheren  Potenzen  des  echten  Braches  l  beginnea,  so 
reichen  die  in  &8)  bis  61)  angerührten  Anrangsglieder  snr  Bereehnong  der 
gfeaehten  Unbekannten  im  Allgemeinen  vollkommen  hin,  nnd  et  ist  laicht 
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rf  ^  .f  ^  ■»  .^^-^-^^^.^^^^^  .^.^•„^^  ^  ^  ^  ^  ^  ^ .'  -**  '-  ^  •*  •  ^  *  ^  ^ 


einBOsehen,  dass  sie  auch  für  den  zweiten  Unterfall  ihre  Giltigkeit  beliaup- 
teil.    Transformiren  wir  nämlich  die  Integrale 

/'  dr  r  dr 

IQ    analoger  Weise,  so  erhalten  wir  für  die  oberen  Grenzen  der  zweiten 
Transformationsformeln 

2x(x-{:"a)  2xx"     "^a        4  "*'2        2  ' 

cj",    _  tt(x'— x)  ,  y«_.^  I  y»— y* 

2x(x+6',)  2xx'  2        4"''2        2' 

also  schliesslich  aach  formal  völlig  übereinstimmende  Ausdrücke.   Nur  dem 
Minimal werthe  von  k,  k=rzO  entsprechen  eigenthümliche  Verhältnisse ,  weil 

für  denselben  sin—  nie  kleiner  als  Null  werden  kann,  somit  v.--v.  für 

r 

Ct         " 


;.  =  j^/ii^   oder    c,>j/^-^ 


iftets  positiv  bleibt,  also  eine  periodische  Bewegung  der  Atome  unmöglich 
macht.  Ihr  Abstand  vergrössert  sich  dann  stetig  bis  ins  Unendliche  und  die 
Endwerthe  ihrer  absoluten  Geschwindigkeiten  sind  entweder 

oder 


Die  Keanltate  44)  bis  61)  begründen  folgende  Sätze: 
£rhält  ein  Atom  eines  in  einem  stabilen  Gleichgewichtszuslande  be- 
findlichen  Atompaares  eine  positive  oder  negative,  innerhalb  der  Grenzen 

0  und  2y  — 
*       ^      a 

gelegene  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  seiner  Centrallinie,  so  entsteht 

eine  Bcbwingende  Bewegung  beider  Atome  um  ihre  ursprünglichen  stabilen 

Gleichgewichtslagen  als  Schwingungsmittelpunkte,  während  diese  wie  der 

Sehwerpankt  des  Systems  sich  gleichzeitig  gleichförmig  in  der  Verlange- 

rang  ihrer  Centrallinie  fortbewegen. 

Beide  Atome  besitzen  dieselbe  Schwingungsdauer  tj^;  ihre  gleichzeiti- 

gen  BloDgalionen  und  die  in  der  Zeit  —  von  ihnen  (bezüglich  der  Schwing- 

aogeeeatren)  dnrchlaafenen  Wege  verhalten  sich  verkehrt  wie  ihre  M 


4Ötl 


Gi'uuzügc  eiuei'  ncueu  MolecularlLeurie  etc. 


Aber  während   den  in  Ä   botiacliteleo   Bewegangfiznetäudeii 
(losilive  lind  negiilit'ci  Am)jlitudeii  catspracheD,  cbnrtikterUirt  sioli  der  vor- 
liegende dadurcli,  dnsa  die  Elongationen  der  Atoma  za  beiden  Seiten 
Schu'ingtingscentrcn  ungleiche  Werthe  beuitzen,  indem  ihre  Ewiscbe 
und  rii,_\  liegenden  Amplituden  die  ihnen  correspondirenden,  dem  Intor 
vallc  rti~r2i,^\  Hngehöi'igen  AuüschlHge  au  Grüsse  übertreffen.     1^  ent> 
fallt  aaeserdem  huI'  die  ersteren  der  grössere  Theil  i'k  von  t*  ,  de  r  mit 
lere  Werth    von  r    während  einer  SchwiugnngsdaiieT  ist  «I 

Dieser  Grössennuterschied  ist  desto  bedoateuder,  je  grösaer  c  nnd  ■ 
sind,    fo  dnüs  eineraeilH  die  gleluhen  c  entitp rechend ea  Äusdo 
desselben  Systema ,  nodererseitti    für    verschiedene  c  der  ^^piel^ftUlIl  jenei 
Mittelwertlies  mit  den  nreprünglivhen  Gleichgewicblsdistanse»  aeiner  Ba> 
ittandtheile  wächst. 

Umgekehrt  muss  eine  Verringerung  der  dem  Abstände  x  enlsprecbeB' 
den  relativen  Geschwindigkeit  eine  Coniraction  des  Systems  aur  Folg« 
haben,  weil  sie  eine  Verkleinerung  dea  mittleren  AbütauJes  der  Atom 
bewirkt. 

Erhalten  für  (c=U  beide  Atome  Geschwindigkeiten  c, ,  c,  in  der  Rieh 
tung  ihrer   Centrnllinie,    ao    hSngen    die   eben    geschilderten   Bew 
»iiatäude  in  aualoger  Weise  von  f,— c,  ab. 

Nachdem  hiermit  die  im  Folgenden  zur  Auwendang  kommendeu  apai 
ciellcn  Conatauten  bestimmt  sind,  geben  wir  anf  die  atlgeffleiue  lutegrat 
gleichnng 


'yv^ 


dr 


H*(— ") 


-iick  und  trausfoimiren  sie  durch  die  SubstilutioD 


in  welcher  Formel  die  weitere  SubsliLuIton 

«4)     .  J'"  "'t  =  I  *»"  tp' 

diu  Uaratellung  beider  Facloren  unter  dem  Integralzeichen  durch  i 
liehe  cunvergeotB,  naeli  steigenden  Potenzen  von  xinip'  entwickelt«  Reih« 
ermöglicht,  nie  an  frin  and  erfolgen  den  Gliedir  ihres  Prodnctes  hnbfla  ilei 
Factor 

tlk  C'tSip  <ltp 


ß 
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miteinander  gemein,  so  dass  nach  Ausführung  vou  lutcgratiouon  von  der 

allgemeinen  Form 

t  * 

sm'"q>  co$q>  dw  =    — .     — 

m  +  1 

die  Gleichung  zwischen  <p'  und  t  die  einfachere  Gestalt 

erhält,  und  ^j ,  Afy  A^. ,.  durch  die  Relationen 

^.  =  *  +  a  +  f*'A)^  ^4  =  U  +  (i  +  f*'A.)/^lfi>t/, 


beBtimint  sind.     Setzen  wir  abkürzend  für  jedes  beliebige  positive  /  und 
irgend  ein  dem  Index  p  entsprechendes  fip  « 

X  2c, 

65)  — ^=mp, 

so  liefert  die  Keversion  dieser  Reihe  für  smq/  die  Gleichung 


11:= 


und  für  B,,  Bf,  B^.,.  die  Ausdrücke 

5,=1,  Bt  =  -(ILkl, 


Diese  Formeln  können  übrigens  nur  innerhalb  des  ersten  Intervalles 
benutzt  werden,  indem  die  Substitution  (53)  lediglich  unter  der  Voraus- 
setaung  ^       . 

brauchbar  ist  und  für 
durch  eine  andere: 


67)  r  = 


"  \  » 


2  (1  +  lüA-  «   )t) 

ersetzt  werden  muss.    Die  Bestiinmungsgleiehung  für  xi' ^  lautet  in  ciesem 
Falle : 


U    k 


und  führt  bei  analoger  Behandlung  auf  die  Relation 


1 

^^^^^^H 

4äS                   GtundsUgo  oiuor  nenen  Moleciilartüeorie  «tc.          ^^^^^| 

Ü8)       .-mT-^^  (71)"-' ß"-:  ('-«'*)"  =  «"KC-^'O.W.'l. 

in  welcher  B,,  B^,  B,  dieselbe  Bedeutung;  wie  in  ßf))  liabeo,  und  qp"  mit  »"^ 

durch  die  Gleicbuug 

sin  u"/t  =  /  sin  ip" 

iUBammenhängt.     Die  zwiucben  0  und  1  oscilürendeu  Tronsceudouleii  *', 

<P"  lassen  sich  für  alle  einerseits  awiscbeu  ü  and  .Ji'*,  uniiererseiU  awiscbca 

0  und  ^i"it  liegcndeu  Wcrthe  iliies  Argumentes  aus  ibreu  Uefiniliousgleich- 

nugeu  tut)  und  68)  hinrcicheud  genau  berechueu,  ohne  die  Koualnisa  von 

y,,  ßg...   zu  benülhigen,  und  ermöglichen  ao  eine  «llgemeiao  Läsong  des 

L 

ersteti  Uanptfalles  durcb  folgendes  Schema: 

1 

(  =  0: 

d  =  0 ,      u  =  C,\ 

■ 

^^^H 

■ 

^^^^^^H                               fi^xflrrsinl'I>'[mil,(n,)] 
^^^^B                                     'TC  Sit,  l «'  [m  tl,H''l' 

■ 

■ 

^^^H 

■ 

^^H 

■ 

■^^H 

m 

^^^^                                  iA<'<W: 

" 

^i.««rr.»W(P'[m^(r'..-0.n.'l 

M  =  -c,{l-(P^[".Ur'*-'}.f**,']|^; 

m 

d  =  0,      «  =  —  <■,;                                                                 1 

_    M»  «rc.iiillll"[»t(l-Ti),  >i,q 

..  =  -  r,|  1-»"'  [mi(l-.'.),  PI,  /]|»; 

'  =  .'»  + 4  A: 
d=d",-rf',  =  — J",     u  =  Oi 

j^_    m».rt..i>i«l)"[»i(,t-l),|.,.l| 

l+(«t'"-cs,n/(II"[mi(ii -(),(*»,/]' 
»  =  c,|l-»"'[mi(.,-0,W,']|»i 


rf  =  0,     u  = 
weJcLes  im  Verein  mit  den  Formeln 
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.•W»^WVW  V  »  .^•^^^-^•^■««-»^^•i/%^v^'^^^^-^^\^%^>xv<-\»-vv."^^,/'^»  •• 


HO)  < 

t 

die  Wertbe  von  d^^  df\  ^a  ^t  ^^^  jeden  Werth  von  /  liefert. 


IL  Hauptfall :   c,  =  2 1/  — . 


Die  diesem  speciellen  Wertbe  von  c,  entsprechenden  Bewegungen 
charakterisiren  sich,  mit  jenen  des  ersten  Hauptfalles  verglichen,  dadurch, 
dmstf  Vf — 9|  erst  für 

verschwindet,  in  welcher  Entfernung  die  Atome  als  in  einer  labilen  Gleich- 
gewichtslage zur  Kühe  gelangen  müssten. 

Die  zur  Erreichung  dieses  Grenzzustandes  erforderliche  Zeit  T  hat 
den  Werth 


2c,  ^   (1  — ftibM)*Cü5M' 


0 

kann  also,  weil  im  Allgemeinen 


^  (1  —  f*Äw)  cosu  ^J  cosu        ^  "^  \4  ^2/ 

(7t         u\  Tt 

-  +  ~)  für  w  =  -  unendlich  wird,   in  Wirklichkeit  nie  ein- 
4       2/  2 

treten. 

Da  ferner  c,  von  x  unabhängig  erscheint,  so  gilt  der  Satz: 
Befinden  sich  zwei  Atome  in  irgend  einem  stabilen  Gleichgewichts- 
zustände, so  ist  (mit  Ausnahme  von  r^)  zu  einer  bleibenden  Aufhebung 
desselben  stets  derselbe  Bewegungsirapuls  erforderlich,  also  die  bei  ihrer 
Versebiebang  aus  der  /r*®"  stabilen  in  die  Ar***  oder  (/r  +  1)**^  labile  Gleich- 
gewichtslage zu  leistende  Arbeit  für  jedes  endliche  k  constant.  Ihre  Grösse 
A  wird  im  Allgemeinen  durch  das  bestimmte  Integral 

—  ^ —  « 
rn-\  2 

tm^m^  i     ^cos  —dr  =  — /cosu  du 

J    '  "^  ""    J 


ausgedrückt,  woraus 


r,k  4Ar-fl 

n 

2 


70)  ^=         *    ^ 

a 


GrnudEÜge  eio«r  neuen  MulecularÜiBoria  etc. 


folgt.  Für  die  erste  stabile  GloicligewiclitsUge  tritt  dcstialb  eine  AasiiaLa 

eiu,  weil  bcIidd  die  6esuliwindi};kcit  y  ^''^^  bleibende  Aonderui 

des  GloicbgowichtEzustandes  veranlnsst,  die  ilir  zngehörigo  Arbeit 

cos  —  dr^ 


aber  nur  balb  so  gross  als  A  ist. 

Ebenso  bositzl  die  zur  AuflüGüDg  eines  sweiatotnigen  Ma|ek(tl«  lu  tiei 

UuatBiiiltlicU«  iiiitbige  Trenn  iiiigs arbeit  ihren  charaktori» tischen  W«rllt 


Kü-i)- 


Die  eigentbümliche  Kraftwirknog  in  der  Nachbarscbaft  der  «iuselu 
Glcicbgewiclitslageu  tritt  erbt  anter  gleichzeitiger  Bi^rucksiclitigang  d 
darcb  A  allgemein  bewirkten  positiven  oder  aegstiven  VerschiebungcD 


T       14A  +  I)(4A  +  3)tni,M«jr 


hervor,  indem  die  QaoÜBDten 

(4t+l)(4A-l)tn.,m, 

welcbe  die  za  einer  VergrÖsseruDg  oder  Verkleioerung  des  Abslandes 
Atome,  rji,  um  die  Längeneinheit  erforderliche  mittlere  Arbeit  reprüi 
liren,  dircct  von  k  abhSngen. 

Die  BerecbnaDg  von  d  aud  u  gescbiebl  fUi'  kleine  Werihe  von  I  tiac 
den  aus  der  vereinlachten  Gleichung 


2CtJ   C03UI     \l-fi^uj 


abgeleiteten  Formeln 


*'  [">( ', 


=  (t5-»''*)w. 


-!5  (''*  +  »'*' 


-(f«-WA  +  A)iu 


'nil>' [nut,  fxt,  1] 


C,|l-*'*[mt(,M*. ']!' 
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'^^^^^■^^  x^^^^^.^^ ^ ^^ ^ ^ ^  ^  ^  *'  -*-*»  ^  '^-^  '■-^ 


<■ — "'  ■    ■ 


Für  grosse  Worthe  von  t  ist  es  zweckmässiger,  f>  iu  der  Form 

a(r2ib_i  — r) 
2rr2ib_i 
also  mit  Hilfe  der  Substitutionen 


''1  —  7TT        7\^  »       '  — 


i  in  der  Gestalt 


(4Ar  — J)7r'  2(1  +  ^1^) 


n 
2 


t 


stnz 


\    dmrzustelleD.    Vernacblässigen   wir  ^k^zsinZy  kx^z^sinz  als  Grössen   von 
der  zweiten  und  dritten  Ordnung  der  Kleinheit,  so  folgt  nach  der  Gleichung 


n 
2 


z 
Vax  z,  c/,  u  das  Gleichungssystem 


/dz 
sim 


logcotg\z 


z  =  2arcige    "'^s 
.  r2k—i 

l  +  2k^arctge    «*»' 
2  e^  «*»* 

i  +  e    «*»' 

welche  Ausdrücke,  wenn  wir  /=  oo  setzen,  wie  anfänglich  gefordert  wurde,  in 

0,  r^-i  —  X,  0 
fibergehen. 


/'■ 


Eine  diese  letzte  mögliche  Bedingung  erfüllende  Anfangsgeschwindig- 
keit bewirkt  eine  bleibende  Aufhebung  des  ursprünglichen  Ruhezustandes. 
Bei  positivem  c,  wächst  der  relative  Abstand  der  Atome  stetig  bis  ins  Un- 
endliche, indem  Vf  —  Vt  für  alle  Wertho  von  r  positiv  bleibt,  in  jeder  auf 
rjk  folgenden  labilen  Gleichgewichtslage  ein  Minimum 


/^. 


c.«- 


AsM 


a 

in  jeder  stabilen  seinen  anfänglichen  Werth  Cf  erreicht  und ,  sobald  r  sich 
über  r,  reigrössert  hat,  der  constanten  endlichen  Grenze 


GrundsUge  einer  neuen  Molecnltirtlieorie  «tc. 

/^7 


2t!H 


utt  wachsendem  '  sich  uneuJlicU  uähpit. 

Die  volUtäsdige  Erledigung  dieses  Falles  erfordert  eioaneils  die  B4 
rccbuuDg  der  zur  Zurücklegang  der  Strecken 

flk-l  —  flk .  '"M-l  —  '■«-1  «'l .  «"i . 

*        '*     _'  "    '        ^    '  nötbigen  Zeilen     *-••'*-' 

''a-ap— I  —  rj*— Ip,   /"M-sp  — 3  — '"ü-Ii.-l  **-pi   «'*— p 

niideierüeils  der  Wertbe  v»u  d  nnd  u  Für  irgend  eine  Zeit  I,  also  fUr  irgend 
aiacB  dieaoi'  Intervalle.  Die  orslgenauulen  Grössen  ersclioinen  sunScLat  d 
au»  der  allgcDieiDeii  Integralgleichung  fUr  /  durcli  Vortauscliung  van  x  nnl: 
mit  r-ii,  riii—W  ''M— n  ''tk—'i--  abloitbaro  Specialisirungen  derselben,  wcleb 
durch  die  Substitutionen 


I 


~2(1-W«'l)' 


<'l)   ' 


2(1 

«1** 

w-. 

"'^ 

2(1 

p 

-.)     1 

2(1- 

-,)■ 

2  (1  +  ,,-,_ill",_,) 
in  die  mit  gleicLea  Grenzen  versebeuen  bestimmten  Integrale 
2  2 

.  _  »A  r ^ ••     .A-i  r       J»  . 

'*         2c,    /    (l-Mi.)'^»   '        '*"      2C,      /    (l+p»_,»)Mii  ' 
0  0 

2  2 

,      ^  «A-l  /" lü_ ..      _   »!■■>-■   /*  ■>'    

*-'  2c-,      /(l-|.._|»)M»'         '-'  2e,     J     (l+w_,l.)Ml. 

ä  2 
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'  ji^^^.^«^ ^.^  --^>»^^^^*^ ^^^  ^ 


fiber^ehen  ,  id  welchen  der  Kürze  wegen 

7S)  7"^*'     /r-^A'5^'M  =  ^M 

geaetst    wurde.     Hieraus   lassen    sich    für  /^-p,  T^ib-p  <li^  allgemeinen 
Formeln 


74) 


+  ?J^P  jZ, +  2^'t_pZ»  +  3A-;.£5  +  ...}, 


.t 


75) 


2 


'  ^        2.4...2W  / 

(I 

mbleiten ,  deren  Specialisirung  znr  Kenntniss  sammtlicher  r  führt.  Bilden 
wir  ferner  die  Snmme  t\«p  +  ^"i-P)  so  wird  sofort  ersichtlich,  dass  die 
Zeit,  welche  die  relative  Geschwindigkeit  zur  Herstellung  ihres  anfäng- 
liehen  Werthes  c,.  von  einer  stabilen  Gleichgewichtslage  zur  nächsten  für 
sieh  in  Anspruch  nimmt,  mit  abnehmendem  Index  von  /ü  sprungweise 
wichst  und  v  für  r=:^r^  zum  letzten  Male  sein  Maximum  r«  erhält,  indem 

das  Integral 

n 
2 


__  «1*0*    p        du 


0 
anendlich  gross  ist. 

Was  die  Lösung  der  zweiten  Frage  betrifft,  so  folgen  aus  den  Gleich- 
ongen 


T 


U 


j=.f 


-P—^/L±^J L \ 


analog  den  früheren  Entwickclungen  für  u\^p,  u\^f  die  Ansdrßcki* 

78)      V't_p  =  o,rs.-» -J  *"[-"i-,,-i(n-p-0.  W-P-i.  j]. 
sn  ilasB  die  Argumente  dieser  cyclomclrischen  Fanctioncn  den  Reiben 

79)  S*i'""[is':,''"'''-'+'']"' 

80)  2'"'''"'  '*.'"'"''  L.'Ir^,'''*-''-')]' 

Äquivalent  sind. 

fl,**— p),  ff,'^— P).  fl,(*-p)  geben  ana  dem  6IeicbungBS}'stem<> 
ß,(*-pl=l,  fl,(*-P>  =  — pt_p, 

Äb"-'''=      (tW-A-p  +  A-p)  +  TB  a-'3A-p)i*+  ,i«4*. 


5,(*-P-'l,    B,(*-P-ll,    ß/»-P-0  ...    ans.  demselbou   Schema   durch  V«r-     , 
tanscbung  von  p  mit  p  +  '  bervor.     So  erhalten  vir  schliessHcb,  auf  d>a 
ursprünglichen  Variabelon  zurückgehend,  die  allgemeinen  Resultate:  | 

d  =  ru-  jj.  —  '"2* .     w  =  ft ; 


=  c,^m_. 


t=T, 


*-»+ 


+  t't- 


=  rM_ip_  I  —  Tu ,     «  =  c,  /!  —  »*; 
ri_,+,  +  ri_p</<7V-p: 


l+fl*— p-l«    t-p 

(=n.p: 
rf  =  rn_ip_j  —  rjt,     M  — r,, 
durch    welche    dss  in   diesem  Parngrapben  gestellte  Problem  seinen  Ab- 
schtiiss  6Ddet. 

Ein  Atompaar  kann  daher  im  Allgemeinen  zwei  BewegungSBUstind«  \ 
ai^igeu : 

A.  Seine  Qesl^indtbeile  uscilliren  um  in  einer  «onstanlen  Enirernna| 
(irgend  einer  alahilen  Gleicligewichttilage)  beharrende  ScbwingUügi<c<>Dlrf 
KO  dasB  der  mittlere  Abstand  der  Atome  während  einer  Scbwingiingüdai 
als  eine  constanle  Orosse  erscheint; 

B,  sie  zeigen  die  Tendens  einer  atetigeu  Vergrüiserang  ihrer  üiatana,  J 
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Welchen  derselben  das  System  annimmt,  hängt  von  dem  Werthe  der 
einer  stabilen  Oleichgewicbtsdistanz  entsprechenden  relativen  Qeschwindig- 
keit  der  Atomcentren  ab.  Durch  eine  endliche  Vergrösserung  derselben 
kann  jedes  Atompaar  aus  dem  Zustande  A  in  B  übergeführt  und  umgekehrt 
dnrch  eine  entsprechende  Verminderung  dieser  Geschwindigkeit  aus  dem 
letzteren  in  den  ersteren  zurückversetzt  werden »  d.  h.: 

Jeder  zweiatomige  Complcx  repräsentirt,  je  nachdem 
sich  seine  Atome  periodisch  oder  nicht' periodisch  bewegen, 
entweder  ein  im  weitesten  Sinne  des  Wortes  festes  oder  ein 
gasförmiges  System. 

Da  c  von  o,  der  Charakteristik   beider  Atome,   abhängt,   so  zeigen   * 
▼erschiedene  ans  denselben  oder  zwei  heterogenen  chemischen  Elementen 
bestehende  zweiatomige  Complexc  bei  gleichen  Geschwindigkeitsänderun- 
gen specifische  Ausdehnungs-  oder  Contractionsverhäitnisse  bei  festem  oder 
gasformigem  Aggregatznstande. 

Dass  hiermit  alle  Verhältnisse  erläutert  worden  sind ,  in  welche  zwei 
Atome  lediglich  infolge  ihrer  ursprünglichen  räumlichen  Positionen  zu  ein- 
ander treten  können,  ist  an  sich  klar;  wir  können  uns  daher  unmittelbar 
aar  Untersuchung  der  möglichen  Beziehungen  zwischen  drei  gegebenen 
Atomen  wenden. 

§6. 

Bezeichnen  ^i,  ^s,  q^  die  Radien,  m^^  m,,  m,  die  Massen,  ai^j,  ofi^s,  02,3 
die  Charakteristiken  dreier  Atome,  ferner  ri^2»  ^i,Si  f2,z  die  Abstände  ihrer 
Mittelpnnkte ,  so  sind  die  zwischen  denselben  thätigen  Kräfte  ihren  nume- 
rischen Werthen  nach: 


Ä2,8  =  Ä3,2  =  -^  2 COS  — ^  , 

^U  ''2,3 

nnd  ihre  kleinsten  möglichen  Abstände : 

82)  di,2  =  ?i  +  ?f »     ^1,3  =  ^1  +  ^3 ,     ^2,3  =  ^«  +  ^8- 

Was  zunächst  die  Aufstellung  der  Gleichgewichtsbedingungen  eines 
derartigen  Complexes  anbelangt,  so  ergiebt  sieh  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
ri,2i  n,j?  ''2,3  innerhalb  der  Grenzen 

^1,2)  00  ;     ^1,3»  00  ;     ^2,3 1  00 

alle  möglichen  Werthe  annehmen  können,  die  Lösung  dieses  ersten  Pro- 
blems in  folgenden  Sätzen: 


I. 

trallinii 
Bysteim 
I) 
") 
III) 
IV) 
V) 
VI) 


Drei  Alomn  Bieben  lailoinnmler  im  GlPichgewiciitp,  wenn  ihr«  ( 
n  innerhalb  der  eben  angefilhrton  Greiisen  einem  der  Bt^liogangt- 


''l,3  +  n.3=  ''1,3 
'■l,I  +  '"l.3  =  ''l,3 

'"I.J  +  '-J.S  ='■1,3 

VII)  r,.s+r,,,=  n,. 
genügen.  Id  den  Fällen 
gemeinen  Werlbe 


■Ä'l.2  =  A'l.3  =  A2.: 

I).  II),  IV),  VI)  mii 


*-,,!=-- A',.,= 

1  =  0; 

1  =  0; 


=  Ä,! 


lalat 


_       2ci,3  _       2CH.1 

(2«,  +  l)«'     ^'■"~(2^i);;'     '"-'"(2-.,+  !)« 
besiUen  Diid,  soll  das  Gleicbgewicht  ein  stabiles  sein,  », ,  ri^,  », 
Zahlen  Sp, ,  2;i,,  2;i,  voratellen;  in  allen  übrigen  FSllen  erscbeinf  ilasseld 
als  ein  Ubilea. 

Ist  spcciell  (i|_j  i=  oi,;,  =  tt)  ,1 .  d.  b.  besteht  der  Complrx  ans  A 
gi.ncnten  Atomen,  sn  verhallen  sich  zufolge  der  Proportionen 


83) 


•■i,i:n.s;'-i,s= 


1 


1 


I 


■4>.,4-l'4p,  +  r4;),  +  l 


Zustande   einng  stabilen   Gleichgewichts   stets   i 


ihre    Centralliuten    i 
rationale  Zahlen. 

Die  Gleichungssystem«  TU).  V),  VII)  drücken  wesentlich  nene  V*r- 
hSItnisse  aus,  insofern  hier  ein  Gleichgcwichtszastand  xwisehen  awni  mo-  J 
ander  anziehenden  oder  abslossenden  Atomen  lediglich  ans  der  Anwesen-  1 
heit  eines  dritten  Atoms  resnltirt.  Derselbe  kann  im  Gegensätze  zu  den« 
früher  nntersnchten  Gleichgonichtsverbällnissen  eineü  Atompnares,  w«lel»d 
allein  aus  der  Wechselwirkung  seiner  Beelandtbeilc  hervorgingen,  <l.  a^ 
innerlich  bedingl  waren,  als  ein  änsserlich  bedingter  bezeichnet  werden.  -^1 
Andererseits  erscheint  ein  innerlich  bedingtes  Gleichgewicht  zwischen  iirifl 
Atomen  dnrcb  das  Hinzutreten  eines  dritten  nnfgeboben,  sobald  keine  Aw^k 
Bedingnngsreihen  I)  bis  VII)  voUstfiodig  erfüllt  wird.  ■ 

II.  Ein  Com|i1ex  ans  einem  zweiatomigen  Molekül  und  einem  Akuv 
gebildet,  befindet  sich  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Centrsllinien  aeineifl 
Elemente  eines  der  Bedingongssysleme  H 

Vm,  IX)  a,.,>  +  (r,.,-r,.,),  ri,,+r,,,>J,.,,  ir,,,20,  «',,,  =  *,.,=riÄ 
X,  XI)        i,..  =  +  (r,,,-ri,),  A-u+iC,.,-»,   iTu  +  iToSOi  ■ 

X;/,.i:m)  <!,.,>  + (ri.i-r,,,-),  r,,,+  r,.,>8,,,,  (C,,S_11.  A-i.i^ft.«»«« 
XIV.XV)  i,,,=  ±(r,,,-r,,,l,  Ki,,+ Ki,,=ll.  K,,,-tK>,^->>s^« 
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-  ^  .*  _^  »^  .  *-.--^  **  .      W-N.   X.    S.'Vi-      •   ■^  ^^     •,*-,.-». 


XVI,XVII)  «2,3>±(ri,2-r,,3),  ri,2+r,,3>tJ2,3,  ^2,32^0,  ÄV2=Ä',,3=0; 

XVIir,XK)J2,8=±(r,,2-ri,3),    iir,,2+Ä'i,3  =  0,    Ä'2,3+  A',,2^0 

erfüllen,  somit  entweder  6\^2  oder  ^1,3  oder  ^2,3  die  Relationen 

^,  3  =  -— ! ,         0  <^  T,  <  —  , 


n 


S2  3  =       "^'^        ;    0<r,<- 

befriedigen.    Für  ein  ßtabiles  Gleichgewicht  müssen  bei  gleichen  Vorans- 
setznngen  Über  «, ,  w,,  w,  in  ri,2>  n,3j  ''2,3  wie  unter  I  ausserdem  die  Fälle 

— .___5l»l__       Ä  «1,3  ;j     __        «2,3 


^^2~7^T — ^TT"  '     ^1     =7n — Wt~'     ^2,3  = 


ansgeschlossen  werden. 

Hier  verdienen  die  Bedingungsreihen  X,XI),  XIV,  XV),  XVIII,  XIX) 
ihrer  merkwürdigen  Conscqneuzen  wegen  eine  besondere  Beachtung;  ihnen 
sufolge  können  nämlich  einerseits 

1.  zwei  chemisch  verwandte  Atome  infolge  der  Gegenwart  eines 
dritten  ein  zweiatomiges  Molekül,  d.  h.  je  nachdem  sie  demselben 
oder  verschiedenen  Grundstoffen  augehören,  eine  allotrope  Modi- 
fication  oder  eine  binäre  Verbindung  erster  Ordnung  bilden; 

andererseits,  falls  keine  der  angeführten  Bedingungsgruppen  ganz  erfüllt 
wird: 

2.  ein  ans  zwei  chemisch  verwandton  Atomen  gebildetes  Molekül 
durch  die  Fernwirkung  eines  dritten  Atoms  in  seine  Bestandtheile 
aufgelöst  werden. 

Es  entwickelt  sich  so  parallel  mit  dem  Begriffe  eines  innerlich  und 
Sasserlich  bedingten  Gleichgewichts  zweier  getrennter  Atome  eine  Uuter- 
icheidung  zwischen  innerlich  und  äusserlich  bedingter  chemischer  Affinität 
»weicr  einander  berührender  Atome.  Treten  diese  Verhältnisse  specioU  für 
drei  congrnente  Atome  ein,  so  ist  klar,  dass  in  einem  so  beschaffenen  Com- 
P'oxe  lediglich  eine  Aenderung  der  Abstände  seiner  Elemente  eine  theil- 
^^ise  allotrope  Modification  derselben  nach  sich  ziehen  kann. 

III.  Drei  Atome  bilden  ein  dreiatomiges  Molekül  in  den  Fällen : 

^^)         »i,2  +  ai,3>r2,3,  ^2,3  =  0,  Ä^,,2,  ^1,3  >0; 

^^^  Äl,2+ai,3  =  r2,3,    ir,,2  +  Ü'2,3>tÖ,    ^^1,3  +  ^2,3  >  0; 

^^H)  «1.2  +  ^2,3>   aSi    Ä",,3  =  0,    Z,,2,    A'2,3^0; 

^^III)  »1.2 +  «2,3  =  ^.3,    A',,2  +  A'i,3>0,    Ä\3  +  A'2,320; 

^^IV)  «|.3  +  »2.3>ri,2,   A'l,2  =  0,    Zi,3,   A^2.3>0; 

5^V)     ai,3  +  a2,3  =  r,,2,  Ä',,2  +  Ä',,3>o,  üri,2+/ira,^>os 


•  '•^Hn  f.  Mmthemutik  n.  t>hynik.  Will.  5.  ^\ 
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T  Denen  MnlecnltirtlieoHe  ete. 


Gleichgewicht! 


tili    daas   boxUglich   eines    slnbilei 
schriin klingen  wie  in  II  gelten. 

Dn  f]  1,  r|_3,  rj^a  innerlinlb  der  Grenien 

liegen,  ntso  in  XX),  XXII),  XXIV)  k\^.  X,]t,  Ä',.j  nnr  für  eine  cn<llicli«'l 
Anzahl  von  AbstSnilen  verschwinden  kiinneo,  so  knnn  ans  drei  Atamen  n 
eine   enillidie  Änxnlil   vomchieden  gestalteter  dreiatomiger  MolekBle  ent- 
stehen. 

Wie  gtiss  diese  AnzAliI  ist  und  welche  Oestniten  dieselben  in  jedem 
gegebenen  SpeciAlfalle  bosiueu,  knnn,  sobald  die  Cbarakteristiken  and  die 
Radien  der  sie  couBtilnirenden  Atume  bekiinnt  sind,  nacb  dem  V «r hergehe B- 
rlen  anf  rein  analytischem  Woge  beslimmt  werden, 

Nehmen  wir  z.  B.  der  Kinrnchheit  halber  drei  congiuente  Alomi-,  dem 
charakteristischer  Quolient 


.  ~2n 


'■.«<'<i 


giebl  sich  zunächst,  dass  —  nur  zwischen 
rIso  innerhalb  dieses  Intervalle!  nttr  fUr 


der  Nnll  gleich  werden  kann.    Ans  XXI),  XXIU).  XXV)  folgt  «Ib  weit«»  ' 
in<i|liche  Gleicbgewiclitsbedingnng,  falls  die  Atomcentren  in  einer  gomlan 
Linie  liegen: 

cos-^  +  ^roi  -j^,    d.h.  rojcr  —  J  cm  — ^ft, 

nnd  biernns  durch  AnflBsung  der  GieieluQg 

filrt: 

r  =  1,31048. 

Da  ferner  die  Bedingungen  XXVI)  gleichfalls 
»lieh  das  einfache  Itesnilal: 

Besteht  für  drei  congrvienle  Atome  die  Gletc 


erfüllbar  sind,  b 
linngM),  so  kfi 


0  <  r  <  I,37C48   oder   1,37048  <  t  <  — 

ist,  entweder  drei  oder  iwci   i-crschieden  gestaltete  dreiatomig«  Malt> 
von  den  Formen  J,  B,  C  (Taf.  VI,  Figg,  8,  n  und  10)  constitoireo. 

Hierbei  muss  übrigens  bemerkt  werden,  dass  an«  der  BsisteuK  eit 
ifreiatomigpii  Afnleici'lls  keineswegs  un\>64'm%^  &%(  «ao  ehemiMhe  i 
«einer  lieBtnnilth»'\W  geschlossen  «cvAcn  äm^  ,  ^wvft  ft\ft  itti'Ctv**'**.^»  « 
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dann  entstehen,  wenn  sich  dieselben  paarweise  cliemisch  inactiv  verhalten. 
Ist  s.  B.  für  drei  congruente  Atome 

X  an,  n 

SO  wird  die  Bildung  eines  dreiatomigen  Moleküls  in  den  Gestalten  A  und  C 
allerdings  unmöglich,  aber  die  zur  Entstehung  von  B  nothwcndige  J3edingnng 


\cos  f H-r  )  —  sinxX^ 


für  alle  Werthe  von  t  giltig,  welche  zwischen 

0  und  0,162555, 
d.  h.  der  positiven  Wurzel  der  Gleichung 

sin^T  +  ^^sinx^^^ 

liegen.    Entsprechend  den  drei  Möglichkeiten : 

können  mithin  drei  Atome  im  Allgemeinen  entweder  eine  allotrope  Modifi- 
eation  oder  eine  binäre  Verbindung  zweiter  Ordnung  oder  eine  ternftre  Ver- 
bindung erster  Ordnung  in  einer  oder  in  mehreren  Formen  eingehen,  welche 
letzteren  zwar  dieselbe  qualitative  und  quantitative  Zusammensetzung  be- 
sitzen, aber  auf  irgend  ein  viertes  Atom  infolge  ihrer  verschiedenen  Gestalt 
▼erschieden  wirken,  d.  h.  es  müssen  Isoroerien  erster,  zweiter ...  fi^®^  Art 
einer  mehratomigen  Verbindung  unterschieden  werden. 

Vergleichen  wir  ferner,  absehend  von  Verschiedenheiten  der  Gestalt, 
die  einzelnen  dreiatomigen  Verbindungen  bezüglich  der  qualitativen  Ver- 
•cbiedenheiten  ihrer  Elemente,  so  wird  irgend  eine  in  Betracht  gezogene 
Gmppe  derselben  entweder  ein  oder  zwei  Atome  gemein  haben  oder  hete- 
rogen zusammengesetzte  Glieder  besitzen. 

Im  ersten  Falle  lässt  sich  das  der  gesammten  Verbindungsgruppe  ge- 
meinsame Atom  als  ein  einfaches  Radical  derselben  auffassen;  im  zweiten, 
wenn  das  der  untersuchten  Molekülrcihe  gemeinsame  Atompaar  in  jedem 
ibrer  Glieder  als  zweiatomiges  Molekül  auftritt,  dieses  als  ihr  zusammen- 
gesetztes, speciell  zweiatomiges  Radical  bezeichnen. 

Ans  dem  letzten  Beispiele  erhellt  der  Satz : 

Zwei  Grundstoffe  können  allgemein  eine  binäre  Verbindung  zweiter 
Ordnung  eingehen,  ohne  dass  für  sie  eine  der  ersten  Ordnung  existirt. 

Wird  keines  der  Bedingungssysteme  XX)  bis  XXVI)  vollständig 
erfttllt,  so  erfolgt  bei  der  Berührung  eines  zweiatomigen  Moleküls  mit 
«inem  neuen  Atom  entweder  gänzliche  Trennung  sämmtlicher  Atome  oder 
Vereinigung  zweier  derselben  unter  gleichzeitiger  Abstossung  des  dritten. 
Im  letzteren  Falle  verhält  sich  dann  das  Atompaar  dem  neu  hinzutretenden 
Elemente  gegenüber  entweder  gesättigt,  oder  e&  qt^cA^V.  ^\w^  Oa^< 
mißche  Vertretung  eines  seiner  Bestandtlieile  dutc\\  4«iä  A\\V\.o.  k\c\\«\. 


1 

^^^^^^H 
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dJitlKP  filier  nenen  Mol^cnlarlbeor 

^                   ^^^^^] 
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XZIV.    Zar  Integpration  partieller  Differentialgleichnngen. 

ZUi  jeder  gegebenen  Gleichung   mit  partiellen  Differentialquotieuteu 

ISsttt  sich  je  nach  Bedarf  eine  Reihe  anderer  Gleichungen  aufstellen,  denen 

die  gesuchte  Abhängige  ebenfalls  genügen  muss.    Es  sind  dies  die  identi- 

sehen  Gleichungen 

dz  dz 

dz  =  —  dx  +  --dtj  +  ,,., 
dx  dy 

d^z  d^z  ^*  • 


a«2 

cP^z^.- —  dx'"  +  .   . 

and  alle ,  welche  sich  aus  diesen  ableiten  lassen. 

Eliminirt  man  man  mit  Hilfe  dieser  die  Differeutialquotienten  aus  der 
gegebenen  Gleichung,  so  erhält  man  gewisse  Beziehungen  zwischen  den 
Grössen  x,  y^  z,.,  und  deren  Differentialen  dx^  dy^  dz,,,,  welche  zu  dem 
allgemeinen  Integrale  führen. 

Z.  B. :   Es  sei  ^  ^ 

dz    ^    .  dz 

dx         dy 

gegeben ,  welche  mit 

dz  dz 

dx^  +dy^  =  dz 
dx  dy 

vergleichbar  ist.    Multiplicirt  man  die  letztere  behufs  Elimination  mit  k  und 

sabtrahirt ,  so  folgt 

dx __dy ^dz ^  \ 

Gleichungen,  welche  mit  den  nach  der  gewöhnlichen  Methode  erhaltenen 
identisch  sind. 

Es  liegt  nahe,  statt  X  den  Factor  --   zu   setzen,   damif  die  Kesul- 

dk 

Ute  homogen    werden;   damit   ist    aber    au   der  Sad\«  Ä^\\i%\.  "^xOvjXä  Nyik- 


^Vi  Kleinpri)  Miltboiliingeu. 

Hnilert,  weau  man  wie  gewölinlicli  verfährt.    Man  kntiti  aber  uun  X,  jr.  z 
(Inrcli  \  darstellen,  indem  mna  sogloicli  iutegrirt,  nnd  crliull  in  UQBarein  FstU 

K  — a  =  öi.     1/ ■—/*  =  *;,     :  — y  =  C*, 
welthe  zUBnminen  eine  ricbirgo  Auflösung  geben. 

Kb  bändelt  sieb  cur  nocb  dnrQcn,  wie  man  die  so  erbxllCDCD  Gl«icb- 
iingpn  za  verbiuden  babo,  nm  alle  moglicben  Aiiflösutigou  za  erbalten. 

Um  dies  genau  zu  übersebcn  und  weil  wir  überbnuptUiffercnlialgleich 
iingcn  aller  Ordnungen  auf  die  Integration  linearer  UiffereDlialglcichutigcn 
erster  Ordnung  KUrückfilbren,  woIIcd  wir  eben  diese  etwas  genauer  be- 
traulilou. 

Um  also  die  GIcicbuug 


aufKuI'isen ,    worin  .1',  i',  Z  gegebene  Fnnctionen    von  X,  y,  =  darstellen, 

linmi  igt  ,  .      ,        1 

Es  miiss  aber  aiicb  m.V+üJ'=Z,  ilaher  1'=  — ^^   sein;  ulsn  ist 


Bringt  man  diese  Gleicbang  auf  die  Form 

rdz-Zdy  =  H{Ydx  —  Xäy) 
und  setzt  für  den  Angenblick  voraus,  dasa 

Ydz  —  Zdy  sowobl,  aV^Ydx^Xdy 
integrabel  seien,  und  zwar 

rdz-Zdy  =  dip,,     ydx-Xdy  =  dq>t, 
so  sieht  man  sofort,  dass  die  Gleichung 

dip,  =,u ,  dipt 
inlegrirbnr  ist ,  weun  m  eine  Function  von  ip^  ist.    Ea  ist  »Iso 

eine  Auflösung  der  gegebenen  Differentialgleichung.    WUrde  mui  u  elitni- 
Olren,  so  erhielte  man 

Xdi-Zdx  =  v(Xdy—rdx)\ 
wenn  wir  also  „  ,        „  .  . 

Xdt  —  Zdx=:dip, 

setzen,  ist  auch  „  ,     , 

Vi  =  ^1  {9») 
eine  Aufläsung,  folglich  auch 

und,  wie  amn  leicht  bemerkt ,  auc\\ 

0  =  /'(,<Pi.<Pi><P»V 
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Sind  DUO  die  gefuDdeneü  Ausdrücke  nicht  ohne  Weiteres  integrahel, 
so  kann  man  sie,  wie  das  Vorhergehende  nachweist,  auch  so  combiniren, 
dass  man  integrable  Ausdrücke  erhält.  Je  drei  derselben  können  dann  die 
drei  ^^^^n  ^9^11  ^^a  ersetzen. 

Nach  unserer  Methode  hätte  man  erhalten 

Tk^^'      di^^'      dk^^' 

Enthftlt  X  nur  x,  F  desgleichen  nur  y  und  Z  nur  z,  so  kann  man  ohne 
Weiteres  integrireu 

In  diesem  Falle  sind  auch  die  dq)^,  dq)^^  d(p^  integrahel  und  das  Resultat 
der  Blimination  von  k  aus  je  zwei  von  den  obigen  Gleichungen  kann  sich 
nnr  durch  eine  Constante  von  q>xi  ^t%  9^8  unterscheiden.  Was  für  Operatio- 
nen aber  auch  gemacht  werden  müssen,  um  aus  den  dq>^^  dq>^^  dqi^  integrir- 

.    bare   Ausdrücke   zu  erhalten,  so  wird  doch  der  Factor  — -   davon  nicht 

dk 

alterirt.    Ist  es  also  vortheilhafter ,  rr,  y,  z  zuerst  durch  k  auszudrücken,  so 

kann  man  nach  der  Integration  ohne  Weiteres  restituiren,  wenn  dies  nur  so 

geschieht,  dass  dabei  alle  k  verschwinden  und  sämmtliehe  Integrationscon- 

stanien  explicite  erscheinen;  denn  das  Letztere  ist  die  wichtigste  Eigen- 

f cbaft  der  Functionen  91 ,  9>, ,  g?,. 

Damit  ist  auch  der  Weg  angegeben,  wie  man  von  den  Gleichungen  2) 

SU  dem  allgemeinen  Integrale  gelaugt. 

(Anm.  Bei  Gleichungen  mit  n  Unabhängigen  bilden       ^    '     Functionen 
9  das  allgemeinste  Integral.) 

Beispiele. 

dz    ,      dz  dx  dy  dz 

•>         'ä^+^ä^=-  ^=-^'  rry^  11='' 

\  y     *     X  / 

dz        d  z 

q>x^=€ty  —  bx^   z  =  ye^^  z^.c^y=^y,  t*».t»-"'  =  y, 
0^f{ay-'bx,  z^.c-"",  z^\e-y)\ 


^ 

^'     "'si^'rr''  »  =  ?^,-,'',^=r»=/»,.", 

-.^^/^v". 

-K^'-¥)■ 

5)     SeUt  inuii ,  um 

d:    dz 

dx'dy      ' 

KU  iiilegtireu, 

^-^^uVz    „üJdaW    ^-i^^. 

öj;         ^                          dtj       H  ' 

so  Ist 

''-             ,      ,    ''V 

«)             ---.-« -/j-  +  — . 

^. 

die  vollxtUiKligH  DÜTtirentiiilglBiclinng  Tür  2  —u,  welches  belieb!»  iüt, 

"'• 

lou  wir  so,  (lasH  diene  Gleichung  intcgrabel  wird,  tl.  h.  dnss 

da       S  (  l\             Bu       1    du 

—  =  —    -  1  Oller 1 =  0. 

, 

By      dAuJ             By^a'di 

J 

Dariiuä  folgt 

J 

''"      (,      ''9_.      ''•^_1 

J 

dk        '    fU         '    dl      u" 

^ 

tmd  nach  lulpgiation 

^B 

Alle  u,  welche  obige  Gleicbnog  integrabel  machen,  sind  also  in  der  Be- 
ziehung 

y-u'x=r{>i)  , 
enihalten  und  können  explicite  nicht  dargestellt  werden.  Gleichwohl  kann 
ein  allgemeines  Integral  der  gegebenen  Gleichung  hergestellt  werden.  Ent- 
wickelt man  nämlich  ans  der  letzten  Gleichung  dy  und  setzt  es  io  a)  ein, 
so  muse  diese  Gleichung  integrabel  sein.  Dann  wird  also  die  Auflösung  der 
gegebenen  Differentialgleichung  durch  zwei  gleichzeitige  Beziehungeii  dar- 
gestellt, aus  welchen  u  ellminirt  werden  muse. 
In  der  That  ist 

dy  =  2uxdu  +  u'dx-{-f{u)dv,      , 
daher 

folglich 

/i  =  Ha: -i- /•(.<),  wenn  y-u-x^ZuF^u)  ^zjF{n)du. 

(Schon  Xagrange  sprach  den  Gede.uk«v\  aas,  die  Variabela  «ta  Func- 
tioaea  einer  fremden  Veränder\icbeü  dB.i;i.'aftVft\\«Ti,\i'Äft\i  t\rt!x\«i\i«aQL\««Äi- 
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•  ^-v^^.  fc'^-^^  .•^»■-'^  ^  ^  -r-  ' 


dic  du    dx 
ongen  -rr»  3^1   ."  •••  »tehen,  ohne  dieselben  zu  integriren.    Hätte* er  die- 
dX   dl    dk 

sen   Gedanken  gefasst,  so   wäre  er  unfehlbar  zu  nachstehender  Methode 
gelangt.) 

Bei  Gleichungen   höherer  Grade  und  beispielsweise  bei  der  nach- 
stehenden : 


^(E)"+^^M+Kli)'-. 


gestaltet  sich  die  Sache  sehr  einfach,  wenn  man  die  Variabein  als  von  zwei 
Veränderlichen  k  und  k'  abhängig  sich  vorstellt.    Man  erhält  infolge  dieser 

Vorstellung 

dz dz    dx     dz  dy      dz  ^dz   dx      dz  dy 

dk^Tx'dk^Vy'Tk'    dY'^'dx'dk'^'d'y'dl:' 
und  wenn  man  mnltiplicirt : 

dk^dk'^Kdx)  'dk'd}:^dx'dy\dk'dk''^d):'dk)'^\dy)  'dk'dk'' 
welche  mit  der  gegebenen  identisch  ist,  wenn 

dz     ^^_p    dx    dx  __  j     dx    dy      dy    dx  ^        dy    dy  __^ 

äi'äT""  '  dk'dk'"   '  dk'dk'^dJ'dV"   '  n'dk''^  ' 


welche  Gleichungen  immer  möglich  sind.   Man  findet  aus  ihnen 
da: 


y      dy  __         dz  _        \ 

_  o       '  o  /SO  <laä8 

aar  __        dy  __         ^^  ^y      I 

Aas  ihnen  folgt 

dx^^,  dk  +  ^d):; 

dy  =zri,dk  +  ti^  dk\ 

rf^=ti  dk+ttdk\ 

Wenn  diese  Gleichungen  gleichzeitig  existiren  sollen,  so  muss  sein 

0=    dy,     fji,    rjt 

was  sofort  eine  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  ist. 

In  der  letzten  Gleichung  ist  nur  eine  von  den  Grössen  Si  •  •  •  t«  beliebig, 
welche  wieder  so  bestimmt  wird,  dass  man  »integriren  kann.  Das  weitere 
Verfahren  ist  dasselbe,  wie  in  Beispiel  5). 

Um  die  Gleichung 

MO  int^rireD,  entwickelt  man  wie  oben 


Wir  ilcakeD  uns  eine  Kugel  (etwa  einen  Himmelskörper),  die  von  dmfl 
näcliBten  Körpern  bedeutende  Kutfernangen  hat  und  durch  Maleno  rou  m  | 
geringer  Dichtigkeit  gelrcDnt  ist ,  dftss  sie  durch  dieselbe  in  ihrer  Bewegung 
uicht  merkbar  gestört  werden  kann.  (Fig.  II.)  ZurZeitf  seider  Mittelpunkt  der 
Kugel  in  c  und  p  sei  ein  beliebiger  Puukt  der  Kngel.  Durch  irgend  eine  Kraft 
bewege  sich  nun  die  Kugel  in  der  Zeit  dt  von  c  bis  c;  der  materielle  l'unkt 
in  p  bewege  sich  infolge  dessen  von  p  bis  p'.  Alstlsun  ist  pp'  =  cc=  dx. 
Die  Kraft  hnt  aufgehört  zu  wirken.  Nun  bewegt  sich  nach  dem  Trägheits- 
gesetze die  löigcl  iu  der  Kicbtung  er'  mit  der  erlangten  Gescbwindigkoit 
beständig  fori.  Wie  Ist  dieses  zu  erklären  ,  wenn  das  BeharrungsverntugeD 
eine  Fulge  der  Ne wton'scheu  Anziehungskraft  sein  soHV 

Wenn  znr  Zeit  (  die  Kugel  iu  Ruhe  ist,  »o  sind  alle  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht. Dieses  gilt  sowohl  von  der  Kugel  im  Ganzen,  als  auch  von  jedem 
materiellen  Punkte  der  Kugel,  wobei  wli'  von  den  Molecularbowogtingso 
absehen,  da  sie  unsere  Folgerungen  nicht  berühren.  Zur  Zeit  /  unn  nntct- 
licgt  der  materielle  Punkt  in  p'  den  anziehenden  Kräften ,  welche  von  der 
Weltmaterie  ausser  Jer  Kugel  ausgehen  uud  die  wira^-  neuueu  wollen,  and 
dOD  Kräften,  die  von  der  Kugel  selbst  ausgeben.  Die  Componenio  voa  «^^ 
parallel  cc  heiäse  u^-,  Ist  die  Dichtigkeit  der  Kugel  ^  und  m  die  Masae  de» 
Punktes  in  />',  so  ist 

die  Kraft,  womit  die  Kugel  den  materiellen  Punkt  aussieht.   Wir  haben  mbwl 
uur  die  Kräfte  zu  berücksichtigen,  welche  parallel  cc  wirken  ,  d«  die  an-    ' 
Jeren  Cuniponenton  dnrch  diejenigen  synimeirisch  gclegeuer  TaDkle  auf- 
gehoben werden.    Mithin  erhalten  wir 

^  .  f,  m  .  (t  •  n.p'c  .  cosat  oder  ^.f.ru.^.n.dr. 
Zur  Zeit  t  uuCerliogt  also  die  Masse  m  im  Punkte  ;/  dem  KrKflesyslBin 

Da  aber  zur  Zeit  I  Gleichgewicht  ist,  so  haben  wir  I 

Der  materielle  Punkt,  welcher  zur  Zeit  i  in  p  war,  kommt  ntr  Z^H 
{t-\-dt)  nach  p.  Zu  derselben  Zeit  ist  e  in  e.  Das  System  der  «niiicb«i^| 
den  Kräfte,  die  jetzt  auf  den  materiellen  Pankt  iu  ;/  wirken,  wofern  «nfl 
von  der  Kugel  seibat  absehen,  wollen  wir  a'p',  ihre  Coupouente  par&Utl4 
cc  dagegen  « ,,■  neunen.  Ist  die  Masse  wiederum  in ,  so  wird  der  mnterieNM 
Punkt  in  p    von  der  Kugel  in  der  ei'  parallelen  Uichtuug  mit  der  Kraft     S 

augezogea.    Zar  Zeit  ((+''')  unterliegt  demnach  die  Masse  m  im  Puaktejfl 
deia  KrMfienyvteai  ^| 
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"-''*-^  ^.^^'^-•■.  ^  ^-V-x 


rf,  ^  i^+lp^.,,+i.y:z^  rfy, 


für  welche  ziemlich  verwickelte  Beziehungen  noch  ^  so  zu  wählen  ist,  dass 
der  Ausdruck  für  dz  integrirbar  wird. 

Wien,  19.  April  1873.  Victor  Sersawy. 


t  • 


.  ZurftckfUirung  des  Beharrungsvermögens  auf  die  Newton'sche 

Anziehungskraft. 

(Hierzu  Taf.  VI,  Fig.  11.) 

Ein  Körper  ist  im  Gleichgewicht,  wenn  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte 

sich   SU  einer  Resultirenden  und  einem  Kräftepaar  zusammensetzen,  die 

beide  gleich  Null  sind.     Man  sieht    es  dabei  aber   als  selbstverständlich 

an ,  dass  von  denjenigen  Kräften  abgesehen  wird ,  deren  Wirksamkeit  auf 

eine  mehr  oder  weniger  grosse  Umgebung  des  betreffenden  Körpers  gleich- 

mlssig  ist.    Allein  deshalb  ist  die  Wirkung  solcher  Kräfte  nicht  weniger 

vorhanden  und  ihre  Bedeutung  nicht  weniger  gross.     Bedenken  wir  nun, 

dass  jeder  materielle  Punkt  von  jedem  materiellen  Punkte  des  Universums 

angezogen  wird,  so  liegt  die  Frage  nahe,  welches  denn  die  Wirkung  dieser 

unendlich  vielen  Kräfte  sei.    Wir  wollen  hier  nur  die  eine  Seite  der  Frage 

ins  Auge  fassen,   nämlich  die  Veränderungen,   die  durch  die  Bewegung 

eines  Körpers  in  seinen  Beziehungen  zum  Universum  eintreten. 

Wenn   wir  einen  Thcil   der   Erdoberfläche   betrachten,  so   sind   alle 
Tbeile  desselben  im  Allgemeinen  als  im  relativen  Gleichgewicht  sich  be- 
findend anzusehen.    Allein  jeder  einzelne  materielle  Punkt  und  damit  auch 
jeder  Körper  ist  es  nur  für  seinen  Ort.    Auch  hier  wird  er  von  allen  Seiten 
angesogen,  indem  die  ganze  Weltmaterie  auf  ihn  wirkt.    Da  aber  die  Re« 
aultirende  des  einen  Körpers  sich  nicht  von  den  Kesultirenden  der  benach- 
barten unterscheidet ,  so  findet  keine  relative  Ortsveränderung  statt.    Nun 
ist    aber   die   Einwirkung   der   gesammtcn  Weltmaterie    in  jedem   andern 
Pankte  anders,  da  ja  die  Beziehung  zum  Universum  für  jeden  Punkt  ver- 
schieden ist.    Daraus  folgt,  dass  ein  Körper,  wenn  er,  ohne  die  geringste 
VerXnderang  zu  erleiden,  von  einem  Orte  an  einen  andern  gebracht  werden 
könnte,  hier  nicht  im  Gleichgewicht  sein  würde. 

Da  wir  aber  die  Veränderungen  in  den  Beziehungen  desselben  Kör- 
pers, weiin  er  sich  bewegt,  zu  dem  gesammten  Universum  fast  gar  nicht 
kennen,  so  wollen  wir  ein -und  denselben  Punkt  betrachten,  in  welchen  aber 
▼erschiedene  Theile  eines  bewegton  Körpers  treten ,  in  welchem  dagegen 
die  Beziehungen  zum  tJniversum  dieselben  bleiben ,  mÄO^^in  mOaX.  ^xxtOa. 
die  Bewegung  des  Körpers  VeriCndcrungen  eingetreten  Bixxd. 
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sehr  klein  ist  und  zur  Erhaltung  der  Bewegung  eines  in  Bewegung  begriffe- 
nen Körpers  nur  verschwindend  wenig  beitragen  kann.  Es  muss  also  ^(a) 
im  Vergleiche  zu  ^.f.ii.n  sehr  gross  sein.  Da  wir  angenommen  haben,  dass 
die  Kugel  von  Materie  umgeben  sei,  deren  Dichtigkeit  so  unbedeutend  ist, 
dass  sie  durch  ihren  Widerstand  die  Bewegung  der  Kugel  nicht  merkbar 
stören  kann,  so  ist  die  Wirkung,  welche  durch  die  veränderten  Beziehungen 
der  Kugel  zu  ihrer  nächsten  Umgebung  hervorgebracht  wird,  gegen  ^,f,ii»n.dx 
jedenfalls  verschwindend  klein.  Soll  nun  dessenungeachtet  q>{a)  im  Ver- 
gleiche  zu  ^.f.fi.n  sehr  gross  sein,  so  muss  die  Welt  entweder  unendlich 
g^oss  sein,  oder  doch  eine  Grösse  haben,  gegen  die  die  uns  bekannten  Ent- 
fernungen etwa  des  Mondes  und  der  Sonne  verschwindend  klein  sind.  Ist 
dieses  aber  der  Fall,  so  wird  auch  für  alle  Punkte  der  Kugel  g}(cK)  gleich  sein. 
Es  ergiebt  sich  daher  für  die  Gesammtheit  der  Kräfte,  die  die  Kugel 
zur  Zeit  (t-j-dt)  in  der  Richtung  cc  ziehen: 

oder,  wenn  M  die  Masse  der  Kugel  bedeutet: 
IV)  M.vdt[q){a)  +  ^f.fi.7il 

Ist  zur  Zeit  t  die  Kugel  nicht  im  Gleichgewicht,  so  bedeutet  auch  dann 
IV)  den  Zuwachs  der  Kraft.  Nimmt  man  nun  IV)  als  Aequivalent  der  in 
der  Zeit  dt  verrichteten  Arbeit,  so  wird  die  treibende  Kraft  und  damit  auch 
die  Bewegung  der  Kugel  dieselbe  bleiben. 

Man  übersehe  nicht  den  Unterschied  zwischen  dem  vorliegenden  Falle 
und  der  beschleunigten  Bewegung  eines  Körpers,  auf  welchen  eine  constante 
Kraft  wirkt. 

Vernachlässigen  wir  in  IV)  das  zweite  Glied ,  so  erhalten  wir 

q>{a)  ,  [i  ,vdtj 
welcher  Ausdruck  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt. 

Da  nach  dem  Obigen  die  Geschwindigkeit  der  folgenden  Bewegung 
unabhängig  ist  von  der  Grösse  und  der  Dichtigkeit  der  Kugel,  so  erhalten 
wir  dasselbe  Resultat,  wenn  wir  «ine  Kugel  mit  noch  so  kleinem  Radius  zu 
Grunde  legen.  Es  gilt  also  das  Obige  auch  von  Atomen ,  mithin  auch  von 
jedem  aus  Atomen  zusammengesetzten  Körper. 

Boppard.  Gilles,  Pro^ymuasiallehrer. 

XZVI.    üeber  bedingt- oonvergirende  Beihen. 

Nach  einem  von  Herrn  Prof.  Scheibner  entwickelten  Satze  besteht 
die  nothwendigo  und  hinreichende  Bedingung  für  die  absolute  Convergenz 
einer  Reihe  darin,  dass  die  Reihe  auch  dann  convergirt,  wenn  statt  der  ein- 
zelnen Glieder  deren  absolute  Werthe,  resp.  deren  Moduli  gesetzt  werden.* 


*  Ueber  naendliche  Beihen  und  deren  ConveTf^^n«.    QrnttiUtionsschrift  von 
rroA  Dr.  8cheibDe r.     Leipsig ,  Hirzel.   18W.     ^\  T .^ 
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Aas  dem  Beweise  des  genannten  Satzes  ersieht  man  gleich ,  dass  jene 
Bedingung  keine  Erleichterung  gestattet,  so  lange  der  Begriff  der  ah- 
soluten  Convergenz  allgemey;i  anfgefasst  und  demnach  jede  heliebige  regel- 
lose Umstellung  der  Reihenglieder  erlaubt  wird;  anders  dagegen  gestaltet 
sich  die  Sache,  wenn  man  die  speciellere  Voraussetzung  macht,  dass  die 
Summe  der  Reihe  ungestört  bleiben  solle ,  sobald  immer  p  positive  und  q 
negative  Glieder  aufeinander  folgen.  Dieser  Forderung  kann,  wie  das  Fol- 
gende zeigt,  gentigt  werden,  auch  wenn  die  Reihe  der  absoluten  Werthe 
nicht  convergirt. 

Bezeichnet  f{x)  eine  bei  wachsendem  x  abnehmende  und  positiv  blei- 
bende Function  von  j?,  deren  asymptotischer  Werth  /'(qd)  =  0  ist,  so  con- 
vergirt bekanntlich  die  Reihe 

ihre  Summe  heisse  s.  Dagegen  soll  unter  S  die  Summe  der  neuen  Reihe 
verstanden  werden,  welche  aus  der  obigen  Reihe  dadurch  hervorgeht,  dass 
man  immer  p  positive  und  q  negative  Glieder  aufeinander  folgemlässt.  Setzt 
man  zur  Abkürzung  f(x)=iUxi  so  ist  s  der  für  m=oo  entstehende  Grenz- 
werfh  von         .     _ ,,       «  _i_ .,       •#  -j_       _l  ., 

und  S  der  für  n  =  oo  zum  Vorschein  kommende  Grenzwerth  von 

^{p-\-q)n'=^0  +W,  +W4'         +---  +  W2JI-2 

—  "l  —  «8  —  "6  —  ..."-W27-I 
+  «2p        +  «2p  +  2  +  W2p+4  +  •  •  •  +  W4p-2 

—  «2^  + 1  —  M2g  +  8  —  ti2q-^b  —  •  •  •  —  W49  - 1 
+  W4p  +  "4^+2  +  "4|i4-4  +  •  •  •  +  W6p-2 
— •  W4g+ 1  —  1/4^4.3  —  ^iq+b  —  ...  —  W6j— 1 


+  W(2n-«2)p        +  W(2n— 2)p  +  2  +  •  •  •  +  «2iip— 2 
—  W(2fi  -  2)9+1  —  W(2n-2)9  +  3  —  •  •  •  —  U2nq^l' 

Für  m=:nq  enthält  52iii  =  *2iig  alle  in  S^p^g)„  vorkommenden  negativen 
Glieder,  daher  ist 

wobei  die  Reihe  n{p  —  q)  Glieder  zählt,   falls  p  mehr  als  q  beträgt,  was 
einstweilen  vorausgesetzt  werden  möge.    Zufolge  der  im  Gebiete  des  Posi- 
tiven stattfindenden  continuirlichen  Abnahme  von  f{x)  gilt  nun  folgende 
bekannte  Ungleichung: 
a+rh 


J' 


a 

a-k-rh 


■    rfix)dx+f{a)-fla  +  rA)i 


wendet  man  sie  für /(a?)  =  Mjp,  a  =  2n^,  ht=^^  r  «=nV,p— q^  wi^  ^>»^^^^^^ 
Seite  von  Nr.  1)  an,  so  erhalt  man 
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r  für  j;  =  ni 
Ip 


■in  q)(|)  pndlicli  nn<l  t>t#tig. 
Ins  |=|J. 


Nach  einem  hpksontcn  .Sat^o  ist  fprnfii-, 
V'CS)  endlich,  sletig  und  positiv  bleibt  von  |: 

maclit  man  von  dieKr  Gleicbnng  Gobrancli  ffii' 
Sil  gelangt  man  zu  folgender  Ungleichung  : 

i^p  ./■("(.)■' (^)  <  s,p+„„  -  s^.  <  l»f. .  rff) .' (^)  +  "1^- "V 

Bei  unendlich  wachsenden  »  convergiten  u^,  und  Htpa  g«gen  die  Nti] 
ferner  wird  nnch  rtfi  nucndlicb  wagen  nn^n.2^;  selzl  niAn  nun  fUr  ittH>ni 
lieh  wachsende  ta  lim  \io  f{a>)\  =  ^ , 

M  erhalt  niftn  aus  der  vorigen  Ungleichung  die  Gleichung 


--(D- 


Zu  demselben  Resnltale  gelangt  man  im  Falle  p<^q,  woDn 
Differens  Sip,  —  Sip+^f„  bihlet  and  nachher  dem  Voiigen  nnnlog  verrührt., 
Wegen  Ä'=jtii»(inu„)  oder  Ä'=iiw(nii„)  gilt  nun  folgender  Siiti: 
Wenn  in  der  convergirenden  Reihe 

*  =  «„-»,+«,-!<,+... 

dieOlicder  so  umgestellt  werden,  dass  immer  /ipositivo  nnä 
?  negative  Termo  aufeinander  folgen,    so  ist  die  S 
nenonReihe:  „         ,  lin>{fiu„) 


S  =  s+' 


t^'O- 


Hieraus  folgen  u.  A.  die  bekannten  Sätze  für  die  h^rniouiEclio  Keiba. 
Im  Falle  £im(nu„)  =:qc,  wie  x.  B.  bei 

,  =  _L_J_+_!__J-  +  .... 

j/i   )/2  /3  yi 

wird  die  neue  Reihe  divergent.  Far  lim{ii  n„}  =0  itbt  die  Umstellnng  dor  Glii 
der  keinen  Einfluss  auf  die  Summe  aus ;  ein  Reispiol  hi<>iBU  bietet  di«  Rcibi 

bei  welchem  das  Scheibner'scW  Ci\\.cniim  V.%\nft  Entschoidang  liefert, 
"■f/7  die  nbaolaten  Wertlie  tler  Tetmö  ema  a.wM©xa\»4**»\Vft>äJA»«, 
äon  lleritVttn   A«i  wn.\V.-V^'S*- 


XVIIL 
Die  geometrische  Verwandtschaft  räumlicher  Systeme. 

'Von 

Dr.    SlLLDORF 
in  Magdeburg. 


Im  VII.  Thcil  von  Grunert^s  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  hat 
Herr  Seydewitz  eine  Darstclhing  der  gooinctri8chon  Verwandtschaft 
ebener  Systeme  gegeben,  aus  welcher  nach  dem  Gesetz  der  Rcciprocit&t 
die  Verwandtschaft  von  Strahleubündeln  abgeleitet  werden  kann. 

Auf  die  wichtigsten  Gesetze,  welchen  die  geometrische  Verwandtschaft 
von  Strahlenbündeln  unterliegt,  gründen  zum  Theil  sich  die  folgenden  Be- 
trAcbtoDgen,  welche  aus  dem  Wunsche  hervorgegangen  sind,  den  Ent- 
wickelangen,  welche  Herr  Seydewitz  für  die  Ebene  giebt,  ähnliche  für 
den  Raum  an  die  Seite  zu  stellen. 

In  einem  r>iumlicheu  System  Z^  seien  drei  Punkte  A^  B^  C  gegeben, 
nnd  AB^  BC^  CA  seien  die  Axen  von  drei  Ebencnbüscheln  erster  Ordnung. 
Durch  jeden  Punkt  des  Systems  Z  gehen  drei  vollkommen  bestimmte  Ebe- 
nen der  drei  Ebenenbüsche],  und  umgekehrt  bobtimmeu  je  drei  Ebenen  der- 
selben einen  Punkt  von  £  auf  eindeutige  Art. 

In  einem  zweiten  räumlichen  Systeme  27|  nehmen  wir  die  drei  Punkte 
^11  ^1)  ^1  &"  °D^  fassen  A^  i9, ,  B^C^^  ^i//,  als  Axen  von  Ebenenbüscheln 
aaf,  von  denen  je  drei  Ebenen  einen  Punkt  eindeutig  bestimmen,  wie  vor- 
her. Nun  seien  die  Ebencnbüschel  A  D,  A^  D^ ;  DC^  B^  C^ ;  CA^  C\  A^  paarwnis 
projectivisch  aufeinander  bezogen,  und  im  Allgemeinen  wird  die  den  drei 
Kbenenbtischeln  gemeinsame  Ebene  ABCy  zu  welchem  der  ßüschel  sie  auch 
gerechnet  worden  möge ,  der  Ebene  Ai  B^  (.\  von  Z^  nicht  entsprechen. 
Entspräche  die  Ebene  ABC  auf  jeden  Fall  der  Ebene  ^|  ß,  Ct ,  so  würden 
die  räumlichen  Systeme  £^  £^  collincar  vorwandt  sein.    Bei  der  Annahme, 


♦  Die  hier  gehrniwhte  Terminolof^ie  iMt  dieai^lbi»  wie  \u  \lft^'  ^^  ^  V><ii\\si«Vt\fe  \«i 
Lägm  (Brnnaorer,  Ifföß  und  18Ö8). 

IwUMkrin  f.a^«thmmmtik  u.  Physik,  XVi/J,  6.  » 
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welche  wir  hier  machen,  wollen  wir  die  Systeme,  geometrisch   ver- 
wandt nennen. 

Rechnen  wir  die  Ebene  JBC  oder  6  zum  Ebenenbüschel  AB^  ho  ent- 
spreche ihr  in  ^i  die  durch  Ay  B^  gehende  Ebene  y^ ;  rechnen  wir  d  zum 

Büschel  BCy  so  entspreche  ihr  a^ ;  rechnen  wir  d  zu  CA^  so  entspreche  ihr  ß^. 
Die  drei  Ebenen  aj ,  /3, ,  y^  sollen  sich  in  Z>,  schneiden.  Dann  entspricht 
jedem  Punkte  von  d  der  einzige  Punkt  2>].  Nennt  man  die  Ebene  A^  B^C, 
auch  dl ,  so  Ifisst  sich  in  ähnlicher  Weise  zeigen ,  dass  jedem  Punkte  von  d, 
nur  der  einzige  Punkt  B  entspricht,  in  welchem  sich  die  der  Ebene  d,  in  den 

drei  Ebenenbüscheln  BC,  CA^AB  entsprechenden  Ebenen  a,  ßy  y  schneiden. 

Die  Ebene  a  geht  durch  die  PttnlTte  By  C,  D.    Ein  Punkt  P  derselben 

wird  durch  zwei  Ebenen  der  Ebenenbüschel  AB  und  AC  bestimmt.  Der 
entsprechende  Punkt  P,  muss  sich,  weil  P  ia  a  liegt,  in  öi  befinden  und 

gleichzeitig  auf  zwei  von  den  Axen  ^j  Bi ,  ^|  C^  ausgehenden  Ebenen  liegen. 
Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  aber  in^, ,  daher  entsprichtjedem 
Punkte  der  Ebene  a  oder  BCD  nur  der  einzige  Punkt  Af, 
Aehnliches  gilt  von  den  Ebenen  ß,  y^  deren  Punkten  nur  j9,  und  C,  allein 
entsprechen,  sowie  von  den  Ebenen  a, ,  ßt^y^  deren  Punkten  einzig  die 
Punkte  Ay  By  C  entsprechen.  Es  ist  klar,  dass  auch  umgekehrt  jeder  Ecke 
eines  der  Tetraeder  ABCB^  A^B^C^D^  sämmtliche  Punkte  der  mit  dem  ent- 
sprechenden griechischen  Buchstaben  bezeichneten  Seitenebene  des  andern 
Tetraeders  entsprechen. 

Ein  Punkt  auf  der  Kante  AD   des  Tetraeders  AB  CD  befindet  sich 
gleichzeitig  in  den  Ebenen  ß  und  y  und  in  einer  Ebene  des  Ebenenbtischels 

BC.    f)er  entsprechende  Punkt  von  Z^  muss  daher  auf  der  Ebene  dj  und 

einer  Ebene  von  B^C^  liegen;  er  kann  jeder  Punkt  der  Geraden  B^C^  sein, 
weil  den  beiden  Ebenen  ß  und  y  nur  die  eine  Ebene  d,  entspricht.  Ebenso 
entspricht  einem  Punkte  von  BD^  CD  resp.  jeder  Punkt  von  C^Ax^  A^B^^ 
und  einem  Punkte  von  A^  />, ,  B^D^^  Ci  />,  entspricht  resp.  jeder  Punkt  von 
BC,  CAy  AB.  Wir  sehen  also ,  dass  jedem  Punkte  einer  Kante  rieft 
Tetraeders  ABCD  jeder  Punkt  der  Kante  des  Tetraeders 
Ai  B^  Ci  Dl  entspricht,  welche  mit  denselben  Buchstaben  be- 
zeichnet ist,  wie  die  der  ersteren  gegenüberliegende  Kante 
von  ABCDy  und  umgekehrt. 

Die  Tetraeder  i^iPCZ)  und  A^B^C^Dx  sollen  Hanpttetraeder,  ihre 
Ecken  Hauptpunkte,  ihre  Seitenebenen  Ilauptebenen  und  ihre  Kan- 
ten Hauptstrahlen  heissen.  Die  mit  gleichen  Buchstaben  bezeichneten 
Hauptpunkte,  Uauptebenen,  Hanptstrahlen  sollen  zugeordnet  genannt 
werden. 

Sei u  ein  gerades  Gebilde  von  2?,  welches  von  AB^  BCy  CA  aus  durch 
drei  projectiviaehe  £beneiibtt6chel  projicitt  witdi.  I>v^m;^  'Ek\^«oA\^^%Oti^\v 
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entsprechen  drei  projectivische  ^,  B^ ,  ^i  ^n  ^i  ^i  i  welclio  auch  untereinan- 
der projectivisch  sein  müssen ,  wie  das  Schema  zeigt ,  in  welchem  das  Zei- 
chen ^  projectivisch  bedeutet: 


ABV^BCT^CA,  also  auch   A^  B^V^  B^C^'^C^A^. 

Geht  nun  u  durch  2>,  welcher  Punkt  durch  dio  Kbeneu  a,  ß^  j^projicirt 
wird,  denen  in  £i  dieselbe  Ebene  d,  entnpricht,  so  sind  die  Ebenenhüschel 

''i^i,  BfCiy  C^Aj  zu  je  zweien  perspectiviech,  weil  je  zwei  eine  Ebene 
entsprechend  gemein  haben.  Je  zwei  erzeugen  daher  einen  Btrahlenbüschcl 
'«■•ter  Ordnung.  Die  Mittelpunkte  dieser  Strahleubüschel  sind  ^, ,  ^,,  (7,. 
Dafi  von  dorn  Ebenenhüschel  erzeugte  Puiiktgebilde  ist  demnach  eine  Ge- 
fÄde  M, ,  weil  es  von  drei  Punkten  aus  durch  drei  verschicdeno  Ebenen 
Projicirt  wird,   u^  mnss  durch  Z>,  gehen,  weil  it  die  Ebene  8  schneidet. 

Geht  eine  Gerade  u  durch  A,  so  werden  alle  ihre  I^ankte  von  AB  und 
^^  ans  nur  durch  je  eine  Ebene  projicirt,  von  BC  aus  aber  durch  einen 
^Oenenbüschel.  Man  ersieht  sofort,  dass  in  2«',  der  Geraden  u  eine  Gerade 
''t  >  welche  durch  A^  geht,  entsprechen  muss.  Ebenso  verhält  es  sich  mit 
Ö«rmden ,  welche  durch  B  oder  C  gehen. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  das  gerade  Gebilde  u  weder  durch  einen 
'^^nptpnnkt  gehe,  noch  einen  Hauptstrahl  von  2^  schneide,  und  projiciren 
f  dasselbe,  wie  vorher,  von  A By  BC^  CA  aus.    Jetzt  können  nicht  mehr 


'■■gend  zwei  der  Ebenenbüschel  /rf,  ^, ,  iß,  C\  ,  6',  ^, ,  welche  das  Pnnktgebilde 
^1    erzengen,  perspectivisch  sein.    Denn  wären  es  z.  B.  die  Ebenenbüschel 

^1^1  un'd  ^t^it  60  wäre  die  Ebene  ö^  beiden  entsprechend  gemein.    Ihr 

^>)taprechen  aber  die  Ebenen  y  und  a  der  Ebenenbüschel  AB  und  BC^ 
^"^Iche  sich  in  BD  schneiden;  ein  Punkt  von  u  müsste  also  auf  BD  sich  be- 
^■iden,  was  gegen  die  gegenwärtige  Annahme  streitet.  Die  Ebenenbüschel 
"^1  Ä,,  ß\Cx%C^A^  erzengen  daher  eine  Kaumcurve  dritter  Ordnung 
"i  »  welche  durch  r/, ,  Äj ,  C,  geht,  von  welcher  also  A^  B^ ,  ^,  (7, ,  C,  A^  drei 
^^^«ntliche  Secanten  sind.  Weil  u  die  Ebene  ö  trifft,  muss  die  Raumcurve 
^Htter  Ordnung  auch  durch  />,  gehen. 

Die  Fälle,  dass  ein  gerades  Gebilde  u  mit  einem  Hauptstrahl  einen 
"^^nkt  oder  mit  zwei  gegenüberliegenden  Hauptstrahlen  je  einen  Punkt 
S^mein  hat,  sollen  später  erledigt  werden.  Für  jetzt  können  wir  das  Re- 
•^Ittt  aussprechen : 

Einer   Geraden,    welche    durch    einen   Hauptpunkt   geht, 
Mitspricht   eine    projectivische    Gerade,    welche    durch    den 
^^geordneten  Hauptpunkt  geht,   und  einer  Geraden,  welche 
^**fcb    keJDßu    Hauptpunkt     geht    und    keAueti    \iÄ.\\'^\.*»\.\w\\\ 
^et,    entspricht  eine   projectiviBc\\e  K.awin<i\iT^^  ^x\V.' 
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JeUt  miigen  die  noch  nicLt  orledigtcn  Fülle  bctraohtet  werden ,  ilai 
niiie  ticiad»  ti  von  £  enlweil<)i  eiueu  oiler  zwei  gugflalibeiliegande  Uaup< 
strahlen  schnniiiul.  Da  kein  Ilnnplstrahl  uach  dem  iiunincliT  Fostgostelht 
eine  bevorKugte  Stelluug  hat,  sn  kouQen  wir  ftuueltmeti,  das  geinde  Gel'Ili: 
ti  liabe  Diit  AB  oltieu  Punkt  gemein,  ohne  jedoch  einen  Punkt  von  CDz 
oiithulten.  Von  AC  und  BC  nna  wird  u  durch  iwei  iicrspectivi^che  Ebea«^ 
hiiäcbel  prnjicirt,  von  AB  aus  jedoch  durch  eine  oiusige  Ebeuu.  Uiui  Eb; 
uenbUBchpln  aC  und  BC  entsprechen  die  projeoliviacfaeo  EbenenhüBcV 
A,C\  QDÜ  B,C,,  welche  nichi  perupcctivisch  Kind;  der  Ebene  von  AB  ^ 
spricht  eine  Ebene  von  A^  B,. 

Die  EhcTienbüscbol  A,  C,  und  B,  C,  zusammen  mit  der  Ebene  von  .■^^ 
erzeugen  einen  Kegelschnitt,  der  linrch  A,  und  B,  geht  und  weloh«^r  v 
('i  J>t  gOHcbnitlen  wird.  Denn  den  Strnbl  C,  B,  eriengcu  die  Gbenea  ß,  a 
«1,  welchen  die  Ebene  S  der  EbcuenbUsehel  AC  uuä  M7  cntuprichl.  Die 
Ebene  aber  projicirt  den  Punkt,  welchen  k  mit  Aß  gemein  bat.  Oisti« 
Punkte  entspricht  mitbin  der  Schnittpunkt  von  C,D^  mit  der  diircb  ^t 
gehenden  Ebene  des  Kegelschnittes.  Also  hat  der  Kegelachnttl  ii,,  welcli 
II  entspricht,  wirklich  einen  Pnnkt  mit  C,D,  gemein. 

Bchneiilet  die  Gerade  u  itwci  Haiiptstrablen ,  welche  keinen  l'us 
gemein  hiihon ,  %.  B.  A  Ü  und  CD,  so  wird  der  «nf  CÜ  liegende  Punkt  v 
den  Axen  AC  uud  BC  aus  durch  die  Ebenen  ß  nnd  a  projicirl,  welchen 
£,  die  Ebene  6,  in  beiden  Ebeocnbüsobelu  ^,(',  und  B,Cy  enUpricbL  lii* 
Ehonenblfschel  erzeugen  daher  eiucn  StrablenbUiiebel  erster  Qrduung,  ^w 
eher  ron  der  dnreh  A^B^  gebenden  Ebene,  welche  der  Ebene  Aß,a  ^ 
spricht,  in  einem  geraden  Gebilde  »,  geschnilten  wird.  Das§  u,  sach  ^i 
«cbneidet,  folgt  wie  vorher.  Wir  haben  daher  dem  Satie  anC  S.  &25  n^ 
binzuKnlügen  den  andern : 

Einer   Geraden,    die    einen    Hauptstrahl    schneidet,    o  i 


«priclii    e 

n     pr 

ojectiviscl 

er    Kegelschnill,     de 

durc 

b       « 

llanplp«,, 

k.e    6 

ebt,   welch 

c    dem    zugeordneten 

Haupt 

.ir  • 

angehöre! 

,  und 

welcher  m 

it  dem  Hnnptstrabl,  d 

et  dei 

I« 

leren    geg 

enHbe 

rliegt,    ein 

en  I'onlil    gemein    bat 

Bin 

r  <a 

raden  dag 

ogen 

welche  zw 

ei  gegenüberliegende 

Haupt 

atr« 

len  «elinei 

det, 

ntsprichtc 

ine  projeetivische  Ge 

ade,» 

elo 

die  .ngee 

rdnel 

en  Ifauplst 

rahlen  .chnoidet. 

Von  ein 

Cr  Ebene  wissen  wi 

nach  dem  Bisherigen  Folgende«: 

Eine 

Eben 

,  welche  dor 

ch  d  r  e  i  Hauptpunkte  geht 

mniMite 

UMQpIpnnkt  von  £,  ganz  allein. 

Eher  £bene,  welclie  AnT«\i  z<n«'\^&\v^\^iiL\ilKiegeht,  6Dt*{irIcbt  «t^ 
Ebene,  welche  durch  die  zugeotd»e\cn  U.»u.v^^'^«fe>»  ^^v 
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Einer  Ebene,  welche  durch  zwei  Hauptpunkte  geht,  ent- 
spricht  eine  Ebene,  welche  durch  die  zugeordneten  Haupt- 
punkte geht. 

Denken  wir  uns  einen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  mit  dem  Mittel- 
paukte  A^  dessen  Ebene  nicht  durch  einen  zweiten  Hauptpunkt  geht,  und 
projidren  wir  iron  D  aus  dessen  Strahlen,  so  erhalten  wir  einen  Ebenen- 

bOaebel  erster  Ordnung  AD,    Dem  Strahlenbüschel  A  entspricht  eine  pro- 
jectivische  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  At  von  £i ,  den  Ebenen  des  Bü- 

lefaels  AD  die  Ebenen  des  Büschels  A^Di^  welche  die  den  Strahlen  des 
Bflschels  A  entsprechenden  Strahlen  der  Kegelfläche  A^  projiciren;  mithin 

sind  die  Ebenenbüschel  AD  und  A^Di  projectiyisch.    Dasselbe  gilt  von  den 

BbenenbÜscheln  BD,  B^D^  und  CD^  <^iAi  welche  paar  weis  projectivisoh 
sind.  Hieraus  fliesst  der  Satz: 

Die  Ebenenbüschel  erster  Ordnung,  deren  Axen  ^wei 
angeordnete  Hanptstrahlen  sind,  werden  durch  die  geo- 
metrische Verwandtschaft  projecti visch  aufeinander  be- 
*ogen. 

Anfänglich  schienen  die  Hauptpunkte  A^  B^  C  und  ^|,  ^i,  C^  eine  be- 
^orsugte  Stellung  einzunehmen;  jetzt  aber  haben  wir  erkannt,  dass  allen 
-Hauptpunkten  dieselben  Eigenschaften  zukommen,  und  dass  die  Eigenschaf- 
ten der  Kanten  AB^  BC^  CA  und  der  ihnen  entsprechenden  sich  bei  den 
Vorigen  Kanten  wiederfinden.  Zur  Herstellung  der  geometrischen  Ver- 
wandtschaft der  räumlichen  Systeme  Z^  Z^  können  wir  ebenso  gut  von 
^  ^g  end  drei  Paar  Ecken  der  Hanpttetraeder  ausgehen,  wie  von  den  Ecken 
'^  %  S^C  und  i4, ,  ^1 ,  C,.  Die  einzelnen  vorhergehenden  Sätze  können  wir 
^^rs  in  den  einen  zusammenfassen : 

Die    Strahlenbündel,    deren   Mittelpunkte    je    zwei    zu- 
geordnete Hauptpunkte  sind,  stehen  in  einer  geometrischen 
Verwandtschaft    zweiten    Grades    und    ihre    Hauptdreikante 
^>xid   die   von   den    Mittelpunkten    ausgehenden   Kanten    der 
hanpttetraeder. 

Da  von  je  zwei  zugeordneten  Hauptstrahlen  zwei  Paar  entsprechende 
Ebenen  ausgehen,  so  bedarf  es  nur  noch  eines  Ebenenpaares,  um  die  pro- 
J^ctivische  Verwandtschaft  herzustellen.  Seien  die  Haupttetraeder  gegeben 
^od  noch  ein  Paar  Punkte  P^  P^ ,  welche  entsprechende  werden  sollen ,  so 
'*t  die  projectivische  Beziehung  von  je  zwei  der  Ebenenbüschel  erster  Ord- 
^Ung,  deren  Axen  Hauptstrahlen  sind,  vollkommen  und  eindeutig  bestimmt. 
*Iithin  folgt  der  Satz : 

Die  geometrische  Verwandtschaft  zweier  räumlichen 
^Jsteme  ist  vollkommen  bestimmt;  wenn  die  Haupttetraeder 
^^bst  der  Art  ihrer  Zuordnung  und  ein  Paar  ents^recheudet 
^^akte  gegeben  sind. 
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Einem  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  in  n  entspricht  ein  Büsohel  von 
Raumcurven  dritter  Ordnung,  welche  sammtlich  durch  den  Punkt  geben, 
welcher  dem  Mittelpunkte  des  Strahlenbüschels  erster  Ordnung  entspricht. 
Seien  nun  u  und  v  zwei  ganz  beliebige  Gerade  in  der  Ebene  n^  denen  auf 
i7i'  die  Raumcurven.  dritter  Ordnung  t/,  und  v,  entsprechen.  Durch  die 
Hauptpunkte  von  27  und  die  Geraden  u  und  v^  also  durch  neun  Punkte,  näm- 
lich die  vier  Hauptpunkte^  den  Schnittpunkt  yon  u  und  t;,  und  durch  je  zwei 
andere  Punkte  von  u  und  v,  legen  wir  eine  Regclfiäche  zweiter  Ordnung  F^» 
Derselben  entspricht  in^j  eine  Fläche  zweiter  Ordnung/",*,  welche  die  Raum 
curven  t/|  und  v,  verbindet.  In  der  That,  einer  Geraden  r,  von  Z,  entspricht 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  r  von  27,  welche  ausser  den  vier  Haupt 
punkten  nur  noch  zwei  Punkte  mit  F^  gemein  haben  kann,  mithin  hat  auch 
r,  nur  zwei  Pui^kte  mit  F^  gemein;  F^  ist  also  von  der  zweiten  Ordnung 
und  überdies  eine  Regelfläche,  wie  bekannt.  Umgekehrt  entspricht  aber 
auch  einer  Regelflache  zweiter  Ordnung  F,',  welche  durch  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung  ti,  von  li^  gelegt  ist,  eine  Regelflache  F*  von  27;  denn  diese 
Fläche  muss  mit  der  Ebene  n  eine  Gerade  u  gemein  haben.  Dann  aber  hat 
sie  mit  n  auch  noch  eine  zweite  Gerade  v  gemein,  woraus  folgt,  dass  eine 
Regelfläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  eine  der  auf  i7,' 
enthaltenen  Raumcurven  dritter  Ordnung  hindurchgeht, 
noch  eine  zweite  auf  J7/  liegende  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung enthalten  muss. 

Die  einander  entsprechenden  Flächen  F'^  und  F^  haben  die  Eigenschaft, 
dass  den  Regeischaaren  der  einen  Schaaren  von  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung der  andern  fßntsprechen.  Da  F'  und  it  einander  berühren  im  Punkte 
u'v,  so  berühren  auch  F^   und  H^  einander  im  Punkte-Uj't'i. 

Eine  allgemeine  Fläche  dritter  Ordnung  besitzt  zwei  Systeme  von 
Raumcurven  dritter  Ordnung  von  der  Eigenschaft,  dass  je  zwei  Curven 
verschiedener  Systeme  durch  eine  und  nur  eine  Regelfläche'' zweiter  Ord- 
nung verbunden  werden  können.  Die  jetzt  betrachtete  Fläche  TZ,'  dagegen 
besitzt  nur  ein  System  von  Raumcurven  dritter  Ordnung,  da  eine  Regel - 
fläche  zweiter  Ordnung,  welche  durch  eine  der  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung gelegtrist,  eine  Curvo  desselben  Systems  ausschneidet.  Zu  demsel- 
ben System  gehören  aber  unsere  Raumcurven  dritfor  Ordnung,  weil  irgend 
zwei  Punkte  der  Fläche  dritter  Ordnung  nur  durch  eine  von  ihnen  verbun 
den  werden  können. 

Oben  haben  wir  gesehen,  dass  die  Fläche  11^  sechs  Gerade  enthält, 
nämlich  die  Uauptstrahlen  von  ^,.  Aber  sie  besitzt  ausserdem  noch  drei 
Gerade.  Die  Ebene  n  schneidet  die  Seiteuflächen  des  Haupttetraeders  in 
vier  Geraden  und  die  Kanten  desselben  in  sechs  Punkten,  welche  die  sechs 
Ecken  des  von  den  vier  Geraden  gebildeten  vollständigen  Vierseits  sind.  Die 
dreiDiagonaloudiesesVierseits  verbinden  je  zwei  Punkte  gegenüberliegender 
Kanten  des  Hnapttetr neder»^  denselben  ftnVs^tecXx^xk  «X^c^  Ti«.Ofii^*VÄHi\Ä« 
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srnni  Gerade,  welche  mit  alleu  ihren  Punktou  der  Fläche  dritter  Ordnung 
agebören  müssen.  Weil  die  drei  Diagonalen  sich  gogeusoitig  »chueidou, 
»  infiBsen  es  auch  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  auf  J7,',  die  letzteren 
egen  also  in  derselben  Ebene.  Die  neun  Geradon,  welche  auf 
1/  liegen,  haben  also  folgende  Lage:  Sechs  derselben, 
reiche  die  vier  Doppelpunkte  verbinden,  bilden  die  Kanten 
lines  Tetraeders,  die  drei  übrigen  befinden  sich  in  einer 
Elbene  and  verbinden  die  3X2  Schnittpunkte,  in  welchen  je 
swei  gegenüberliegende  Kanten  des  Tetraeders  die  Ebene 
ichneiden. 

Bevor  wir  zur  Untersuchung  anderer  Flächen  schreiten ,  ist  es  nöthig 
IQ  wiisen,  welche  Curven  einem  Kegelschnitt  entsprechen  können.  Um 
jedoch  nicht  su  weitläufig  zu  werden,  unterdrücken  wir  die  Beweise,  welche 
leicht  ta  ergänzen  sind. 


Eine  Carve  zweiter  Ordnung  in  E 

geht: 

!•  Durch  keinen  Hauptpunkt; 
^)  sie  schneidet   keinen   Haupt 

strahl ; 
^)  sie  schneidet  eineuHaoptstrahl, 
2.  B.  ABy  einmal; 


^  ai e  schneidet  einenHaopUjtrahl, 
2.  B.  AB^  zweimal; 


^  ^ie  schneidet  zwei  Haoptstrah 
1«D,  welche  in  dersell^n  Eb^ne 
liegen,  %,^.  AB  und  AC\ 


^    «ie  schneidet  zw«i  Hauptbtrah 


o 


len,  welche  nicht  io  ciu<*r 
£bene  liegen,  jeden  einmal, 
S.B.  ilß  and  (:b\ 
sie  schneidet  zwei  Haujitbiiah 
len,  welche  nicht  in  «•iner  Flb^-n^ 
liegen,  den  einen,  AB^  z^k\\u%\. 
den  andern,  ^b.  "inm«): 


Derselben  entspricht  in  2*1 : 

1.  a)  Eine  Ranmcurvc  sechster  Ord 
nung  mit  Doppelpunkten  in  //,, 

h)  eine  Kaumcurve  fünfter  Ord 
nung  mit  Doppelpunkten  in  A^ 
und  ^1  and  einfachen  in  6',  und 

c)  eine  ebene  Curve  vierter  Ord 
nung  in  einer  Ebene  von  A^  U^ 
mit  Doppelpankten  in  //, ,  U^ 
and  anf  C,  />, ; 

d)  eine  lUnmcurve  vierter  Ord- 
nung mit  einevi  Doppelpunkte 
in  A^  und  einfachen  Tunkten 
in  B^  und  C| ,  welche  b^  0%  und 
Z/i  C,  in  je  einem  Punkte  zum 
zweiten  Mal  schneidet; 

<y  eine  Kaumcurve  vierter  Ord- 
nung, welche  durch  A^^  li^,  C^. 
/>}  «'inrnal  geht; 

fj  ftin^  ebene  Curve  dritter  Ord- 
nung, deren  Kbene  durch  ^,  //, 
gf-Lt,  rrjjt  einfachen  l'unkt^'u  in 
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2. 


l>urcVi  ein  elf  Hunptpnnkt,  ss.B.^^; 

a)  sie  schneidet  keinen  Hanpt- 
strahl  ausser  in  A\ 

b)  sie  schneidet  einen  der  von  A 
ausgehenden  Hauptstrahlen,  e. 
B.  AB\ 


^)  sie  schneidet  drei  Haupistrah-  g)  eine  ebene  Curve  dritter  Ord- 

len,  welche  nicht  alle  drei  in  nung,   deren  Ebene  durch  A^ 

derselben  Ebene  liegen,  jeden  geht ,  welche  in  A^  einen  Dop- 

einmal, z,  B.  AB^  AC^  AD.  peVpunkt  hat  und  nicht  durch 

einen  andern  Hauptpunkt  geht, 
aber  die  Hnuptstrahlen  ß^  Cf, 
CiDif  DxBx  schneidet. 

2.  a)  Eine  Ranrocurve  vierter  Ord- 
"    nung  mit  einem  Doppelpunkte 

in  Ax  und  einfachen  Punkten  in 

b)  eine  ebene  Curve  dritter  Ord- 
nung in  einer  Ebene  von  A^  B^ 
mit  einem  Doppelpunkte  \TkA^y 
welche  einmal  durch  ^i  geht 
und  6*1  Z^i  schneidet; 

c)  eine  Kaumcnrvo  dritter  Ord- 
nung ,  welche  durch  A^^  B^y  C^ 
geht  und  AyDx  schneidet; 

d)  eine  Curve  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  j9,  geht  und  AxD^^ 
sowie  Ax  Ol  schneidet. 

3.  a)  Eine  Curve  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  ^,  und  Bt  geht 
und  C, />!  nicht  schneidet; 

b)  eine    Gerade ,    welche    Ai  B^ 
und  sonst  keinen  Hanptstrahl 
schneidet. 
Dass  einer  Corve  zweiter  Ordnung,  welche  ganz  in  einer  Hauptebene, 
z.  B.  M,  liegt,  nur  der  einzige  Punkt  Ax  entspricht,  ist  selbstverständlich. 

Nachdem  in  dem  Obigen  auseinandergesetzt  ist ,  welche  Oebilde  einer 
Ebene  entsprechen,  suchen  wir  diejenigen  zu  erforschen,  welche  einer 
Flache  zweiter  Ordnung  entsprechen. 

Geht  eine  FIXche  zweiter  Ordnung  durch  sämmtliche 
Hauptpunkte  von  1?,  so  entspricht  ihr  wiederum  eine  Flüche 
zweiter  Ordnung  vonJT, ,  welche  ebenfalls  durch  sSmmt liehe 
Hauptpunkte  geht  und  eine  Regelflftche  ist,  wenn  jene  eine 
solche  ist.  Bezeichnen  wir  die  Fläche  zweiter  Ordnung  in  2^  mit  F',  die 
ihr  entsprechende  in  Si  mit  F^^.  Einer  beliebigen  Geraden  t/,  in  Lx  ent- 
spricht eine  Raumcnrve  dritter  Ordnung  u  in  £^  welche  durch  alle  Haupt- 
punkte geht  Da  nun  u  ausser  den  Hauptpunkten  nur  noch  höchstens  zwjei 
Punkte  mitß^  gemein  haben  kanui  so  gilt  dasselbe  von  u, ,  daher  ist/*,' 
yon  der  zweiten  Ordnung.    Die  Cutvo  %we\t«T  Oxäüxiu^^  ^ä<^^  \u  4wt 


c)  sie  schneidet  einen  der  nicht 
von// ausgebenden  Hauptstrah- 
len ,  e.  B.  ß  C; 
'  d)  sie   schneidet  zwei   der  nicht 
von/1  ausgehenden  Hauptstrah- 
len, z.  B.  5Cund  BD. 
3.  Durch  zwei  Hauptpunkte,  z.  B. 
A  und  B\ 

a)  sie  schneidet  CD  nicht; 

b)  sie  schneidet  CD. 
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Plbli{ilt1)ffOii  u  dem  Dreieck  ßCD  mnscbrielieu  ist  und  der  Fläche  P'  an- 

[  ^«hjJrl,  wird  von  A  niis  durch  eine  Kogellläclie  zweilor  UrdDiiiig  projicirl, 

olobar  iü  £,  e\n  SünlilenbUxcliel  erster  OrdnuDg  eutspricfat,  desscu  Mittel- 

|iuukl  in  tl,  sich  beficdeL   Kqiu  SirabI  dieses  BUscbels  kann  auaeei  J,  einen 

I'unliE  mit  der  Flilcüe  ^V  gemein   baben,    weil   sonst    der  entsprechende 

i'^lmhi  in  £  die  FlSehe  F'  ausser  in  A  und  auf  u  in  uocb  eineni  dritten 

Punkte  schneiden  roUsete,  was  im  Allgemeinen  unmöglich  ist.    Uaber  sind 

ille    i^lrahten  dieses  Büschels  Tingenten  tan  F,*  im  Punkte  J, ,  F,<  ^hl 

titKiu  durch  ä,.    Ebenso  erkennt  man,  djiäB  sie  dnrch  B^,C,,  ß,  gehl.    Ist 

t  f  eine  Kegelflücbe,  so  gehen  durch  A  z.  B.  zwei  Erseageiide  dersol- 

,  Geraden  durch  A  entsprechen  aber  Gerade  durch  A, ,  also  enthält  F,' 

rcide  Linien  und  ist  eine  Kegeißäclie. 

Gebt  eine  FUche  sweiier  Ürdnnng  F*  nur  darcfa  drei 
If  «»,  upipuakte  Ton  Z,  etwa  A,  B,  C,  so  entspricht  ihr  eine 
K  1  äicha  dritter  Ordnung  /',',  welche  in  A,,  B,,  C,  Doppelpunkt« 
t>«>  lailitl,  durch  ß,  aber  unr  einmal  geht,  and  welcher  die 
II  ^M.a|,tH(rahleD  A,  ß,,  B,C',,  C,  A,  gans  angofaOren. 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  in  £,  eine  beliebige  Geraden,  an, 

'^^Iche   keinen  Hauptsiralil   schneidet  nnd  weicher  in  £  eine  Rauncurve 

Jv'Älifr  Ordnung   u  cnlsprichl,   die  durch  sümmtliche  HRU|itpuDkte  von  £ 

e^fcu    Also   hat  u  mit  F'  in  den  Hauptpunkten  drei  Punkte  gemein,  kamr 

*"^»»«liiu  ausserhalb  deraelbeo  nnr  noch  drei  Punkte  mit  F'  gemein  haben. 

^*Wi»9lbe  gilt  von  u,,  welche  mit  F,'  nur  drei  Piinkie  gemein  haben  kann. 

^^*vi  ferner  p  eine  beliebige  durch  A  gehende  Gerade,  so  kann  diosolba  F' 

f^r^r  auch  in  einem   Punkte  ausger  A  Ireö'en.     Dia  enlspreckende  durch  A, 

K«>li«de  Qeiado  r,  ksnn  al«o  auaeer  A,  nur  noch  einen  Punkt  mit  F^'  gemein 

**aW,  nnd  da  dies  von  unendlich  vielen  durch  A,  gehenden  Geraden  gilt, 

I  ■"  itl  A,    ein  Doppelpunkt   der  Fläeho  /','.    Dasselbe  gilt  von  ß,   und  C,. 

L         'J«r  KegeIßScbe  «weiter  Ordnung,  wplcUe  die  Schutttcnrve  von  F'  und  der 

^1      ^»'iflebene  a  pro^icirl,  and   welche  durch  die  Hanptatrablen  Aß  und  AC 

^H     ^bt,  entspricht  eine  KegelÜäehe  zweiter  Ordnung  mit  dem  Mittelpunkte 

^V   ""f  ««lebe  durch  A,ßi  und  A,C,  geht,  and  deren  Stiablen  ausser  A,  keinen 

p         ''"tiki  Uli!  r,'  gemein  haben  können,  mithin  die  Tangenten  der  Fläche  F,' 

I  '*••  I'unkie  A,  Kein  mliesen.     Projieirt  man  endlich  von  I>  ans  die  Schnitt- 

f  ^^v«  der  Fläche  /"•  mit  der  üanplebene  6  durch  eine  Kogelflacho  zweiter 

-••■tJaung,  welche  durch  die  Hsuptstrablon  HA,  DB,  /'Cgeht,  so  entspricht 

•••Äclbeo  in  Z,  oia  SlraLlenbüBchol  otsler  Ordnung  mit  dem  Hitlolpnnkte 

^^       '  t  desHen  8lralileu  Tangenten  von  F,'  in  />,  sein  mit«sen,  da  sie,  wie  sofort 

^■^*^  emeben,  ausser/',  nur  je  noch  einen  Pnokt  mit/','  gemein  haben  kOnnen. 

^^l|~  '1«  fityrigen  durch  Z>,  gehenden  Geradon  haben  ansser  /<,  noch  zwei  Punkte 

^^^^*t  /*,*  goniein,   woraus  hervorgehl,  daas  I>,    ein  einfacher  Punkt  dtnser 

"^^h«  Min  BiusB.    D«s9  äie  üaaptslralileu  A^  ß,,  ß,C, ,  C,A,  ^ex  W4öift 

**gmax  MOgeböreo,  fvlgt  ia  eiidacber  Weise. 


ife 
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Dem  Kegelschnitt  der  Fläche  f*',  welcher  durch  A  und  B  und  den 
Punkt  von  CD  geht,  welchen  F^  ausser  C  mit  dieser  Geraden  gemein  bat, 
entspricht  nach  S.  532,  3.6^,  eine  Gerade,  welche  A^B^  schneidet  und  der 
Fläche  T^  ganz  angehört.  Ebenso  entsprechen  den  Kegelschnitten  auf  F', 
welche  durch  B  und  0  und  einen  Punkt  von  AD^  durch  Q  und  A  und  einen 
Punki  von  i?Z>  gehen,  Gerade  auf  F)',  welche  ^iC, ,  C^A^^  schneiden.  Je 
zwei  dieser  Kegelschnitte  haben  ausser  einem  Hauptpunkte  noch  je  einen 
Punkt  gemein,  weswegen  auch  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  zu  je 
zwei  sich  schneiden  müssen.    Also : 

Die  Fläche  F^  enthält  sechs  Gerade,  welche  in  zwei 
Dreiecken  vertheilt  sind,  so  dass  eine  Gor  ade  des  einen 
Dreiecks  immer  nur  eine  des  andern  schneidet. 

Die  Sätze  auf  S.  531  und  532  geben  Aufschluss  über  die  Ourven,  welche 
den  auf  F^  liegenden  Kegelschnitten  auf  F^  entsprechen.  Wir  wollen  nur 
wenige  Fälle  hervorheben. 

Die  Punkte,  welche  F*  ausser  den  Hauptpunkten  mit  AD^  BD^  CD  ge- 
mein hat,  sollen  der  Eeibe  nach  X^  B\  C  heissen.  Nach  \,g)  entspricht 
dem  Kegelschnitt,  welcher  X^  B\  C'  verbindet,  eine  ebene  Curve  dritter 
Ordnung,  welche  in  D^  einen  Doppelpunkt  hat  und  nicht  durch  einen  andern 
Hauptjiunkt  geht,  aber  die  Hauptstrahlen  A^  By  ^  B^C^^  C,  A^  schneidet.  Die 
■  Kt'gelflächc  zweiter  Ordnung,  welche  von  Z>  aus  die  in  der  Hauptebene  d 
gelegene  Schnittcurve  vou  F'  projicirt,  enthält  auch  den  durch  i/,  B\  C 
gehenden  Kegelschnitt  nach  dem  Satze,  dass,  wenn  zwei  Flächen  zweiter 
Ordnung  eine  ebene  Curve  gemein  haben,  sie  noch  eine  zweite  solche 
gemein  haben  müssen.  Nun  aber  entspricht  jener  Kegelfläche  die  Tangen- 
tenebene der  Fläche  Fj'  im  Punkte  />, ,  daher  ist  die  durch  Z>,  geheude 
ebene  Curve  dritter  Ordnung  die  Schnittlinie  der  Tangentenebene  in  Z>,  mit 
der  Fläche. 

Nach  2,c)  entspricht  einem  Kegelschnitte  von  F',  der  durch  A  und  B' 
geht,  ohne  einen  andern  Hauptstrahl  zu  schneiden,  eine  Raumcurvc  auf  F,*, 
welche  durch  ^i,  ^j,  />,  geht  und  den  Hauptstrahl  AyC^  schneidet.  Die 
Ebenen  des  Ebenenbüschels  erster  Ordnung  mit  der  Axe  AB*  schneiden  auf 
F*  Kegelschnitte  aus,  welchen  sämmtlich  Raumcurven  dritter  Ordnung  der 
eben  angegebenen  Art  auf  F,'  entsprechen.  Durch  irgend  einen  Punkt  der 
Fläche  kann  nur  eine  dieser  Eaumcurven  gelegt  werden.  Auf  Fj'  giebt  es 
sechs  Systeme  solcher  Kaumcurven  dritter  Ordnung,  welche  den  Ebenen- 
büscheln erster  Ordnung  mit  den  Axen  A B\  AC'\  BC\  BA^]  CA\  CB'  ihre 
Entstehung  verdanken.  Die  beiden  ersten  Curvensysteme  gehen  durch  eine 
entartete  ebene  Curve  dritter  Ordnung  ineinander  Über.  Wenn  nämlich  die 
um  AB'  als  Axe  sich  drehende  Ebene  den  Punkt  C  in  sich  aufnimmt, 
schneidet  sie  auf  F'  einen  durch  A^ff  ^C  gehenden  Kegelschnitt  aus^  wel- 
obom  auf  Fj'  nach  S.  532,  %d)^  ein  durch  Z>,  gehender  Kegelschnitt  ent- 
apricbt,  welcher  die  Uaoptstrablen  Ä^^  B^  Vlvä  iv^v  ^Ocoi^x^^v.   1^\a  übene 
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dieses  Kegelschnittes  enthält  diejenige  Gerade  von  /^i'  welche  den  Haupt- 
strahl BiCi  schneidet  and  dem  Kegelschnitt  auf  /*'  entspricht,  welcher 
darch  B^  C  und  jf  gelegt  ist.  Denn  die  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  welche 
von  D  aas  den  Kegelschnitt  AB'Cf  projicirt,  mnss  auch  den  Kegelschnitt 
BCÄ  enthalten.  Da  nun  dieser  Kegelfläche  in  Z^  eine  durch  />,  gehende 
Ebene  entspricht,  so  befindet  sich  jener  Kegelschnitt  auf/*,'  mit  der  Ge- 
raden, welche  B^C^  schneidet,  in  derselben  Ebene.  Der  Kegelschnitt  nebst 
der  Geraden  machen  die  oben  erwähnte  entartete  Carve  dritter  Ordnung  aus. 
Aehnliches  gilt  von  dem  dritten  und  vierten ,  sowie  fünften  und  sechsten 
Carvensysteme. 

Wenn  F^  eine  Regelfläche  ist,  gehen  durch  A^  By  C  je  zwei  Erzengende 
derselben,  welche  verschiedenen  Regelschaa,ren  angehören.  Die  Fläche  F^^ 
enthält  dann  noch  weitere  sechs  Gerade ,  welche  diesen  Erzeugenden  ent- 
sprechen. Die  durch  ^,  gehenden  Geraden,  welche  den  durch  A  gehenden 
Erzeagenden  von  F*  entsprechen,  mögen  a,,  n^,  die  durch  ^i  gehenden  ft„  ^4, 
die  dnrch  (7|  gehenden  r,,  c^  heissen.  Diejenigen,  welche  gleichen  Iudex 
haben,  sollen  solchen  Geraden  der  Regelfläche  F*  entsprechen,  welche  der- 
selben Regelschaar  angehören.  Aus  der  Eigenschaft  einer  Regelfläche 
zweiter  Ordnung  geht  hervor,  dass  jede  der  den  Index  8  tragenden  Geraden 
jede  der  mit  dem  Index  4  versehenen  Geraden  schneiden  muss,  während 
mit  gleichem  Index  versehene  Gerade  sich  nicht  schneiden.  Weil  die  durch 
A  gehenden  Erzeugenden  den  Kegelschnitt  BCj^  schneiden,  so  müssen  die 
jenen  entsprechenden  Geraden  die  B^  Cy  schneidende  Gerade  der  Fläche  F,* 
treffen.  Aehnliches  gilt  von  den  anderen  Geraden,  welche  den  Erzeugenden 
von  F*  entsprechen. 

Die  Anordnung  der  zwölf  Geraden  der  Fläche  F^  übersieht  man  am 
besten,  wenn  noch  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  werden.  A^  ß, ,  ^1  ^1, 
Ci  Ay  sollen  der  Reihe  nach  C| ,  aj ,  h^  heissen ,  und  die  Geraden ,  welche 
A^  Bft  ByCij  CfAy  schneiden,  sollen  resp.  c^,  «i,  b^  genannt  werden.  Dann 
haben  wir  die  elf  Dreiecke : 

fl,6,C,,    a,6,Ci,    «tfl»Ö4>    ^t^8^4>    ^aC|<^4»    «1^8^41   ^^i«4>   ^l«|^4»    ö|^4^*»> 

und  die  Vierkante:  ^^4«..  ^i«4^ 

^1^1^1041    ^«1*8^4»    fl|*|^8^4- 

Ueber  die  Kanten  der  Vierkante  wollen  wir  die  Seiten  dea  Dreiecks 
a^bfCf  setzen,  welche  von  ihnen  geschnitten  werden.  Dann  entfiteht  fol- 
gende übersichtliche  Anordnung: 

6]  c,  a«  a^     C|  0|  b^  b^     o,  6|  c,  c^ 

Diese  speciellen  Betrachtungen  von  Flächen  sollen  weiter  nicht  ver- 
folgt werden.  Sei  nur  noch  gestattet  die  Erwähnung,  dass  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung,   welche  nur  dutcVi  1in?^\ 'Ä«k.uv^•V^'«^^'^^  A>% 
geht,  eine  Fläche  vierter  Ordnung  entÄ^^'^'^^^^'^^^  ^"^"^^^^^^^^ 
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Pnokten  in  ^i  nnd  B^  nnd  Doppelpunkten  in  C|  und  Z>, ,  wel- 
cher der  Hauptstrahl  A^Bi  zweimal  ganz  angehört,  wXhrend 
ihr  die  Hauptstr&hlen  ^j(7,,  ^,  C, ,  ^lA,  ^j  A  nui*  einmal  gans 
angehören,  der  Hauptstrahl  OyD^  aber  nicht  mit  allen  seinen 
Punkten  in  die  Fläche  fällt.  In  den^  dreifachen  Punktea 
bilden  die  Tangenten  der  Fläche  Kegelflächen  dritter  Ord- 
nung und  vierter- Klasse  mit  dem  Doppelstrahl  A^B^, 

Schreiten  wir  nun  zu  allgemeinen  Betrachtungen  über  Flächen  und 
Curven  beliebiger  Ordnung. 

Einer  Fläche  F  der  n**"  Ordnung  entspreche  in  2^,  eine  Fläche  F,.  Da 
die  Fläche  F  jede  der  Uauptebenen  von  E  im  Allgemeinen  schneidet,  so 
geht  /*,  im  Allgemeinen  durch  jeden  Hauptpunkt.  Einem  Strahl  m,  der  «ich 
um  A  dreht,  entspricht  ein  Strahl  t/|,  der  sich  um  ^,  dreht.  Der  Strahl  u 
hat  im  Allgemeinen  n  Punkte  mit  F  gemein ,  daher  hat  auch  t/,  ausser  A^ 
n  Punkte  mit  /*,  gemein.  Wenn  aber  der  bewegliche  Strahl  u  die  Scbnitt- 
cnrve  von  F  und  der  Hauptebene  et  projicirt,  so  kann  t/|  ausser  A^  nur 
noch  n  —  1  Punkte  mit  F^  gemein  haben,  weil  jener  Schnittcurve  der  Punkt 
Ax  allein  entspricht.  Die  Strahlen ,  welche  die  Schnittcurve  von  F  und  a 
projiciron,  bilden  eine  Kegelfläche  n^^^  Ordnung,  mithin  bilden  die  entspre- 
chenden Strahlen  von  A^  eine  Kegelfläche  2n'®^  Ordnung,  wie  ajis  der  Ver- 
wandtschaft der  Strahlenbtindel  A^  A^  folgt  (vergl.  S.  527).  Die  Strahlen  der 
Kegelfläche  2/1**''  Ordnung  mit  A^  als  Mittelpunkt  müssen  Tangenten  der 
Fläche  Fl  in  Ai  sein,  weil  sie  einen  Punkt  weniger  mit  F,  gemein  haben, 
als  die  übrigen  Strahlen  von  A^.  Eine  beliebige  durch  A^  gelegte  Ebene 
schneidet  aus  der  Fläche  F,  eine  Curve  aus  mit  2n  Tangenten  in  Ä^.  Diese 
Curve  hat  demnach  2  n  Zweige  nnd  in  A^  einen  2/t- fachen  Punkt.  Daher  hat 
auch  F,  in  A^  einen  2n- fachen  Punkt,  und  so  in  den  übrigen  Hauptpunkten. 
Alio: 

Die  Fläche  F^  hat  in  jedem  Hauptpunkte  von  E^  einen 
2/i-fachen  Punkt,  und  ihre  Tangenten  injedem  dieserPunkte 
bilden  eine  Kegelfläche  2w»«'^  Ordnung. 

Da  ferner  jeder  Hauptstrahl  von  £  die  Fläche  F  im  Allgemeinen  in  n 
Punkten  trifl't,  und  weil  jedem  dieser  Punkte  jeder  Punkt  des  Hauptstrabis 
von  Zi  entspricht,  welcher  mit  keinem  der  Buchstaben  bezeichnet  ist,  welche 
der  Hauptstrahl  von -S  trägt,  so  enthält  F^  joden  der  Hauptstrah- 
len von  El  itmal. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  F  m  A,  B^  Cy  P  der  Reihe  nach  einen  m-, 
m'-,  m"-,  m'" fachen  Punkt  habe.  Dann  hat  z.  B.  die  Kegelfläche  A^  welche 
die  Schnittcurve  von  F  nnd  «  projicirt,  in  ß,  C^  D  der  Reihe  nach  einen 
m'-,  m"-,  m'"fachen  Strahl.  Diesem  Kegel  entspricht  in  E^  der  Tangenten - 
kegel  i4|,  welcher  nunmehr  nach  den  Ceaetien  der  geometrischen  Verwandt- 
schä/i  der  Strableabünde]  (Seydewit«,  /,  c.)  von  der  Ordnung 
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ist.  Abo  i«t  auch  ^,  jetst  nar  noch  ein  [2n'~(m'-fm''+«i'")]  -Fächer  Punkt 
von  i^i.  Aehnliche  Schlipse  gelten  von  den  übrig^i  Hauptpookten  von  i;^« 
Wir  haben  daher  gefunden : 

Geht  die  Fläche  F  durch  die  Hauptpunkte  Ä^  B^  €,  D  von  £ 
resp.  m-,  m'-,  m'^j  m'^mal,  so  hat  F^  in  den  Hauptpunkten  ^, ,  F,, 
(7,,  /),  von^  resp.  einen  [2n— (m'+m"+m'")]  ,  [•«— («"+'m'"-f.«)]-, 
[2w— (in'"+m+m')]-,  [2w—(m  +  iii'+m")]- fachen  Punkt. 

Einer  beliebigen  Geraden  tf|  von  J^  entspricht  eine  R^umeurtre  dritter 
Ordnung  u  von  2?,  welche  mit  F  im  Allgemeinen  und  höchstens  p  Pnnkte 
gemein  hat.  Die  Raumcurve  u  geht  durch  die  Hauptpunkte  und  hat  in 
diesen  m  +  m  +  tn'+m"  Punkte  mit  /"gemein,  also  ausser  den  Hauptpunk- 
ten noch  p  —  (w  +  m'+m"+m'")  Punkte.  Demnach  hat  ti,  ausserhalb  der 
Hauptebenen ,  in  welchen  sie  mit  /*,  im  Allgemeinen  keinen  Punkt  gemein 
hat,  mit  /*,  p ■—  {m+m+m'+m"')  Punkte  gemein,  die  Flftche  /",  ist 
demnach  von  der  [p — (fii+ifi'+iii"+m'")]**"  Ordnong,  wenn  F  in 
Ay  By  C,  D  resp.  einen  m-,  m'-,  m"-,  m^Yaehen  Punkt  hat. 

Um  p  zu  bestimmen,  bedenken  wir,  dass  pdie  grösste  Anzahl  von 
Punkten  bedeutet,  welche  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  mit  irgend 
einer  Fläche  n^^  Ordnung  gemein  haben  kann. 

Die  geometrische  Anschauung  lehrt,  dass  p  eine  endliche  Zahl  sein 
muss,  und  da  sie  die  grOsste  Anzahl  von  Punkten  sein  soll,  welche  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung  mit  einer  von  sämmtlichen  denkbaren  Flächen 
n^^  Ordnung  gemein  hat,  so  kann  p  nur  von  n  allein  abhängen,  darf  also 
als  Function  von  n  allein  angesehen  und  mit  f{n)  bezeichnet  werden. 

Wir  haben  gesehen,  dass  einer  Fläche  F  n}^^  Ordnung,  welche  durch 
A^  By  C,  D  resp.  m-,  m'-,  m"-,  m'"mal  geht,  eine  Fläche  F,  von  der  Ordnung 
/*(«)  — (m+iii'+m"+ in"')  entspricht,  welche  durch  ^,,  5,,  C, ,  />,  resp. 
2n  — (m'+m"+m'")-,  2n  —  (m"+iii'"+m)-,  2n  —  (f/i'"+»i+m')-,  2n  — (iii+ 
m'+m")- mal  geht.  Aber  nach  eben  diesem  Satze  muss  der  letzteren  Fläche, 
deren  Ordnungszahl  f{n)  —  {m'\'m'\'m"'\'m")  wir  mit  k  bezeichnen  wollen, 
eine  Fläche  von  der  Ordnung  /"(A:)  — [8n  —  8  (m+m^in"+m'")]  entspre- 
chen ,  welche  natürlich  eben  die  erste  Fläche  n^^'  Ordnung  ist.  Daher  ent- 
springt die  Gleichung: 

n  :=  f(k)  -  [8  n  -  3  (m + m'+  m"+  m"% 

Nun  aber  hatten  wir  gesetzt 

k^  f(n)  —  (m+m'+«"+m''') , 
so  dass 

tn  +  m'+  m"+  m"'  =  f(n)  —  k 

ist,  weswegen  wir  auch  erhalten 
oder 


-x-   V.*»*- 
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Diese  Gleichung  zwischen  den  Ordnungszahlen  n  nnd  k  der  Flächen  F  and 

/*,  besteht  ganz  allgemein,  wie  oft  anch  F  etwa  durch  die  Hauptpunkte  von 

Z  gehen  mag,  d.  h.  welche  Werthe  auch  die  Zahlen  m,  m\  m'\  m'"  haben 

mögen.   Nehmen  wir  an,  dass  F  zuerst  durch  keinen  Hauptpunkt  gehe,  dass 

also  m=m'e=m"=m'"=0  sei,  und  sei  dann  die  Ordnung  von  F,  gleich  x. 

Lassen  wir  aber  dann  die  Fläche  /"einmal  durch  ^  gehen,  so  wird  m=l, 

m'=m"=m'"=0,  und.  die  Ordnung  von  F^  wird  nur  noch  x — 1  sein;  aber 

unsere  Gleichung  besteht  sowohl  für  /r=a:,  als  auch  für  k=sx — I.     Wir 

haben  also : 

/•(ät)  — 3a:t=9w  — 3/'{?i), 

/•(ar  — 1)  —  3(a;—  I)  =  9n  —  Zfin) , 


folglich 
oder 


f(x)  —  8x  ==  /"(ar  -  1)  —  3a;  +  8 


/•(a)-/(a:-l)  =  3. 

Setzen  wir  der  Reihe  nach  rr— 1,  o?— 2...ar— (a:— 2)  für  ar,  so  gebt 
das  System  von  x — 1  Gleichungen  hervor: 

f{x)-f{x-l)  =  9, 
/■(x-l)-/-(x-2)  =  3, 
f{x-2)-f{x-9)  =  Z 


Durch  Addilion  folgt 


/(l)  ist  aber  gleich  3,  mithin  f{x)  =:Zx. 

Also:  Eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  hat  mit  einer 
Fläche  der  »^''"Ordnung  höchstens  3fi  Punkte  gemein.  • 

Einer  Fläche  n^^**  Ordnung,  welche  durch  keinen  Haupt- 
punkt von  JSgeht,  entspricht  eine  Fläche  3/1*^''  Ordnung  in  ^,. 

Eine  Curve  k  der  m*^°  Ordnung  befinde  sich  in  £  und  gehe  durch 
keinen  der  Hauptpunkte;  derselben  entspricht  in  2^,  eine  Curve  A:,  der 
^ten  Ordnung,  welche  mmal  durch  jeden  Hauptpunkt  geht,  weil  h  jede 
Hauptebene  in  m  Punkten  schneidet.  Nehmen  wir  an ,  dass  k  durch  A 
fAmal,  durch  B  fA^mal,  durch  C  fA^'mal,  durch  D  jLi'^'mal  gehe,  so  kann 
dieselbe  z.  B.  mit  der  Hauptebene  a  ausser  den  Hauptpunkten  B^  C,  D  nur 
noch  m  —  ((i  +  fi'-^'ii'^)  Punkte  gemein  haben,  und  Ar,  hat  infolge  dessen  in 
/#,  nur  einen  [m  —  (fi'+^"+fi'")]  -  fachen  Punkt.  Ebenso  erkennt  man,  dass 
Ar,  in  5,  einen  [m  —  (^"-f^'"+^)] .  fachen,  in  C,  einen  [w  —  (fi'"+fi+^')]. 
fachen,  in  />,  einen  [m  —  (fi+/+^")]- fachen  Punkt  hat. 

Sei  nun  ;r,  eine  beliebige  Ebene  von  JSt ,  welche  durch  keinen  Haupt- 
punkt geht,  so  entspricht  derselben  eine  Fläche  dritter  Ordnung  77'  in  Z^ 
welche  mit  Ar  Überhaupt  9(m)  Punkte  gemein  haben  möge^  wenn  q>(rn)  eine 
Fanction  von  m  allem  bedeutet.  Dass  man  diese  Zahl  gleich  g>{m)  setzen 
dsrf,  lebrt  eine  UeberlegoDg  gans  ttmWtVi  äw  axi^ft^l/^^X^^  V  — (^\ 
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■■^V^^^«  "'■      •^'•^.^.'--^^^^ 


betrifft.  Nun  aber  hat  W  in  den  Hauptpunkten  j«  oinen  I^oppelpunkt  (S.  529), 
also  mit  Ar,  welche  durch  A^  /?,  C,  D  rosp.  u-,  ^i'-,  fi"-,  ^''ma!  geht,  in 
diesen  Punkten  im  Ganzen  2(|w  +  f<'+ft'+|Li'")  Punkte  gemein.  Ausser 
den  Ilaoplpunkten  kann  k  folglich  nur  noch  qp(w)  —  2  (|ii  +  f*'+|t*"+|'*") 
Punkte  mit  J7*  gemein  haben,  und  diese  Punkte  entHprechen  denjenigen, 
welche  die  Ebene  :r,  mit  Ar,  gemein  hat.  Die  Ordnung  von  Ar,  \ni  also  gleich 
fp[ni)  —2  ^|a  +  j*'+u''+i'*"')-    Wir  hal»en  also: 

Suchen  wir  nun  in  derselben  Weise  eine  Gleichung  für  die  Ordnung  v\ 
der  Curven  k  in  2!*,  so  erhalten  wir 

m  =  <p  (x)  —  2  [r/i  —  {^'+  |ii"+  fi"'  j  +  //i  —  ^;^i"+  |Li'"+  |ii)  +  w 

—  (fi"'+^  +  /)  +  m  —  (|u  +  fi'+ |ii")  J 
oder 

m  =  <)p  (aO  -  2  [4  m  -  3  (|li  +  |ii'+  ^"+  fc'")]  • 

Ersetzen  wir  6(fi+f*'+f*"+^")  fnit  Hilfe  der  obigen  Gleichung  durch 
39(m)  —  3a:,  so  finden  wir 

m^=^qt{p:i)  —  8w  +  3<3p(;/i)  —  3x 
oder 

2)  •  9m  —  3<;p(w)  :^  gp(a:)  —  3a\ 

Diese  Gleichung  zwischen  den  Ordnungszahlen  der  Curvo  k  m^^^  Ord- 
.  nang  in  E  and  der  entsprechenden  Curve  A-,  x^^^  Ordnung  in  E^  gilt,  wie  oft 
auch  Ar  durch  die  Hauptpunkte  geht,  d.  h.  welche  Worthe  auch  |ii,  jit',  \ii\  ^'' 
kaben  mögen,  natürlich  diese  Wertho  auf  die  geometrisch  zulässigen  ein- 
schränkt gedacht.  Wenn  k  durch  keinen  Hauptpunkt  geht,  also  (i  =  (i 
^li'=zii"=0  ist,  soll  y  die  Ordnung  der  entsprechenden  Curve  seinj  wenn 
^r  Ar,  welche  von  derselben  Ordnung  bleibt,  durch  einen  der  Hauptpunkte 
^nthal  gelegt  wird,  muss  nach  dem  oben  Bewiesenen  die  Ordnung  y  von  k^ 
'^^h  um  2  erniedrigen,  so  dass  dann  für  x=y—2  aus  2)  folgt 

9m  —  3<;t^(m)  =  gp  {y—2)  —  3(y— 2j. 
*^eil  aber  auch 

9m  —  Zq>(m)  =  q>(y)  —  3y,  ebenfalls  nach  2) , 
»ö  ist 

9>(jf)  -  8y  =  <)p(y-2)  -  3(y-2) 

«Hier 

Sei  y  gerade,   dann  kann  folgendes  System  von  *— —  Gh»ichungen 
*''^ge«tellt  werden : 


g,(y_2)-(p(y— l)  =  r,, 
9>(y-4)-<3p(y-0)  =  « 

^»eMnr,  MMthemalik  u.  Physik,  XI  ij/,  «,  •^Iki 
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Unrcli  Addition  fiarlet  man 

oder,  dn  qs(2),  dio  Anzalil  der  Ponkte,  welche  eine  Cnrvo  sweitpr OrtlniiBg 
mit  einftr  Fläche  drJUei  Ordnung  gemein  Lat,  gleich  6  ist: 


^ 


Sei 
ingen ; 


gernde,  dann  ergeben  sich  Tnlgende  - 

<p(ff)-'P(j'  — 2)=;U, 

v(y-2)-9(ff— 4)  =  o. 

^(y_4)_^(y_8)=e 


'  Gleich. 


diitcli  deren  Adi 

tinr 

licrvorgeht 

v{y)-v(i) 

-T(l)  = 
-11    ^^ 

0. 
-  i 

tp{l)  ist  abor  die 
nine  Gerad.-,  mi 

Anzalil  Pnnkte,  wcl 
einer  Flüche  diitter 

lie  eine  Ciirve  er»tei 
Ordnung  gemein  lint, 

Ordnong, 
dahor  ist 

a 

,y(n  =  3  m„ 

»Cy)  = 

Itf- 

Mag  also  !/  ger 
Aino: 

de  oder  nngeiatle  sein,  so 

ist  diese  0 

eichitng  rh 

hto 

Eine   Flä 

he 

dritter   Ordn 

«ng    ha 

in.    Allg 

emeinen 

n 

li»cli8tena    3in 

Pnnklc    mit    «in 

er    Rau 

mcarve    m 

—    Ordd 

D 

Worans  folgt: 

Einer    Cnrve    ni"-    Ordnung    in    £   entspricht    tn    £,    «ine 
Ctirve,  deren  Ordnung  hDchsIcns  glaich  3m  ist. 

FAne  Fläche  F  »""  Ordnnng  Iiabe  nüt  einer  Ranmciirvo  k  m'"  Orilnnn^ 
hi-chstena  ^i(m,»)  Pnnkte  gemein,  wo  i^  nur  von  »i  and  ri  abklingen  kann. 
Der  Flache  F  entspricht  in  £,  eine  Fläche  /',   von  der  3«""  Ordnung,  d*r 
Onrve  k  eine  Curve  *,  von  der  3m'"  Ordnung,  wenn  weder  F  noch  *  durch  ] 
einen  Hanptpnnkt  von  Xgohl.    f,  und  Ä,  haben  ifi  (Sm.Sh)  Punkte  gemrtB,  j 
aber  2  "i  n  Punkte  haben  sie  in  jedem  llaupipnnkte  gemein,  Tolglicii  in  «lt«i  1 
vier  Hauptpunkten  zusammen  8mn  Pnnkte.    Ausser  diesen  Punkten  mUsMO  | 
sie  noch  ^  (3rn,3n) —  8mii  Punkte  gemein  haben,  welche  den  »(w,«)  e*'j 
nicinsamen  Punkten  von  /*  und  k  entsprechen.    Wir  haben  daher  ^t 

3)  V.(in,«)  =  »C(3m,3nl— fimn.  ■ 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Fläche  »'"  Ordnnng  F  einmal  durch  A,  <l^| 
Knumcnrve  A  aber  durch  keinen  Hauptpunkt  gehend.  Der  FlBchn  ^mM 
spricht  nach  dem  Früheren  eine  FlMche  F,  der  (3>i  — 1)""  Ordnung,  wp|«bM 
inj,  tiinen  in  fachen,  in  ^,, /',./),  aber  je  einen  (an-lj-rachni  Punkfl 
hjtt.  Oer  Ciirvp  k  entspricht  eine  Cutvc  k,  Am  ^m""  Oidniuig,  welolin  iflH 
Jedem  i/anptpnnfele   einen  mfucWt!  V»\vAi.v  \\».\.    Fx  w\ii.  VyViWWWH 
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V  -<■     <*     '• 


HanptponktOD  schon  2/i.m-f- 3(2n— l)m  Pnnkto  gemein,  können  also  ans- 

serdem  nnr  noch 

if;  (3iw,  3w— l)  —  [2m«  +  3(2w  — l)m] 

Pnnkte  gemein  haben,  welche  den  gemeinsamen  Pnnkten  von  F  und  k  ent- 
sprechen.   Wir  haben  daher  die  Gleichnng 

^(m,  w)  =  T^(3w,  3w  — I)  —  m  (8w  — 3). 

Es  war  aber  nach  3) 

Hf  (m,  w)  =  i(;  (3  w,  3w)  —  8;/i  w  , 

also  durch  Elimination  von  t^(m, ;/) 

-^(3»!,  3w)  — V'  (3w,  3w  — l)  =  3m. 
Diese  Gleichung  muss  eine  identische  sein.    Setzen  wir  3m=f(,  37?  =  v 
nnd  für   v  nach  einander  v  —  l,  v— 2...,  r— (v  — 2),   so  ergiebt  sich  das 
System  von  v  —  l  Gleichungen: 

tj;(^,v)  — i;;(fi,  V— 1)  =  ^, 
t^  (fi,  V  — 1)  -  1/;  (fi,  V— 2)  =  ^, 
1/;  {|ii,  V  — 2)  —  1^  (^,  V— 3)  =  ^ 


<)P  (|[i,  2)  —  1/;  (|ü,  l)  =  fi. 
Dar  eil  Addition  folgt 

H>{^,  v)  -  t/;  (|ii,  1)  =  |it  (v~  1). 

Nun  aber  bedeutet  t^(|ii,  l)  die  Anzahl  Punkte,  welche  eine  Curve  ^'^'" 
Ordnung  mit  einer  Ebene  gemein  hat,  also  ist  i/;  (jii,  l)  =  fi,  weswegen 

'»f  (f*i  v)  =  fl  V 
folgt.     Eine   Curve  m^^^  Ordnung  hat  daher  mit  einer  Fläche 
„irr   Ordnung  im  Allgemeinen  und   höchstens  mn  Pnnkie  ge- 
mein. ' 

Zwei  Flächen  m}^^  Ordnung  und  n^^'^  Ordnung  schneiden  sich  in  einer 
Carve  mn^  Ordnung,  denn  eine  Ebene  schneidet  die  Flächen  in  zwei  Cur- 
ven  der  in**"  und  der  w^«"  Ordnung,  welche  mn  Punkte  gemein  haben 
(Seydewitz/.  c).  Diese  Curve  mn^^  Ordnung  hat  aber  nach  dem  soeben 
Bewiesenen  mnp  Pnnkte  mit  einer  dritten  Fläche  p^®' Ordnung  gemein,  also 
folgt  der  Sat^: 

Drei  Flächen   von  der  m*''",   «**",   p^*""   Ordnung  haben  im 
Allgemeinen  nnd  höchstens  mnp  Punkte  gemein. 


Mag   hiermit    die  Entwickelnng  der  Grundzüge  der  geometrischen 
Verwandtschaft  räumlicher  Systeme  geschlossen  sein.    Ein  weiterer  Ausbau 
deriolben  wird  sich  nach  dem  Muster  der  citirten  Abhandlung  von  Seyde- 
^it«  und  der  Abhandlnng  von  Heye  über  geometr\ac\\o.  \e\N«wv$A.^^\\^\\Ä.^ 
»^€it0D  OrAdes  in  der  ZettHcbrift  für  Mathematik  und  P\\^a\V^  ^\.  3^vt 
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gang,  zu  ricLten  liabeii.  Der  vorslebende  Aufsatz  war  schon  vollendet,  uli 
ich  Herrn  Rflyfl'i!  Sclirift  in  die  Hand  bekftm.  Obwohl  die  allgemcinera 
Begründung  der  geomolrinchen  Verwandtschaft  ebener  Systeme,  wie  sin 
Herr  Reyn  giebt,  auch  au  einer  allgütneinereu  Begründung  der  Verwnndt- 
sclinft  räumliclier  Systemo  Tübren  würde,  so  würde  doch  die  vorliegende 
iVbbnndlang  nicht  überflüssig  werden,  sundcrn  aar  als  Tbeil  einem  grösse- 
ren Ganzen  nnterssnordnen  sein.  Die  Vorarbeiten  zu  einer  Behandlnng 
dieses  Gegenstandes  im  Keyc'schen  Sinne  habe  ich  bereits  bogonoen. 


XIX. 

Auflösiing  eines  Systems  von  Gleichungen,  worunter 
zwei  quadratisch  und  die  übrigen  linear. 

Von 

Prof.    S,    GlINDELFINGEK 

in  Tübingt?n. 


Die  Anzahl  der  Gleichungen  (also  auch  der  Unbekannten)  »ei  n^i. 
Die  Formeln,  welche  alsdann  das  in  der  Ueberschrift  angegebene  Problem 
für  91  =  3  endgiltig  lösen,  sind  zuerst  von  Aronhold  in  Borchardt's  Jour 
nal,  Bd.  62  8.310,  aufgestellt  und  von  Fiedler  in  dessen  ausgezeichneter 
Bearbeitung  des  Salmon 'sehen  Werkes  über  Kegelschnitte  (2.  Ausgabe 
S.  460)  reproducirt  worden.    Die  verallgemeinerte  Fassung,  die  ich  einem 
Uebertragnngsprincip  von  Clebsch  (Math.  Annal.  VI,  S.  16)  gegeben,  er- 
laubt es,  diese  Formeln  sofort  auf  den  Fall  eines  allgemeinen  n  zu  tiber- 
tragen.    Da  jedoch  dieses  Uebertragungsprincip  die  nöthigen  Ausdrücke 
nnr  in  symbolischer,  also  nicht  jedermann  zugänglicher  Form  liefert,   da 
ftberdies  die  Aronhold *schen  Formeln  sich  vereinfachen  lassen,  so  habe 
ich  ei  vorgezogen,  hier  eine  elementare  Entwickeluug  des  Gegenstandes  zu 
geben,  nm  so  mehr,  als  die  dabei  angewandte  Methode  mit  Vortheil  in  der 
analytischen  Geometrie  bei  der  gleichzeitigen  Betrachtung  zweier  Kegel- 
schnitte oder  zweier  Quadriflächen  angewandt  werden  kann.    Um  so  wenig 
Voraussetzungen  als  möglich  machen  zu  müssen,  wird  hier  die  schon  ander- 
weitig* behandelte  Auflösung  eines  Systems  von  Gleichungen,  worunter 
eine  quadratisch  und  die  übrigen  linear,  in  einer  für  das  Folgende  passen- 
den Form  vorausgesandt. 


§1. 


Sind 


^t 

y. 

!/"-! 

und 

ll 

*n-l 

1 

•     ff 

• 

1 

ff  •  ■ 

y« 

yn 

Vn 

Zn 

•  VeryL  B»nr  wBd.  XIV  dieser  Zeitschritt ,  ß.  \^0  -  \AQ ,  VIV>— V^*^\  ^^^>8.vvvx 
m0ia0  im  Eingänge  erwähnte  Arbeit  Math.  Annal.  VI,  B.'i^. 


II  lileicliuugi'u  ütc. 


liio  bciik'ii  Wfrtlisystemo  der 


weluliQ  Ute  quadratisclio  Gloiclilini; 


V  +  --  +  ''»™''.  =  0 


nml  die  m— 2  linaarea 


*, »,  +  A.ar,  + . . 
^«. +  '.*.  +  . 


r.^;  +  r,x,  +  .  .+ 
berrleiligäu ,  so  ist  —  mit  u, ,  u, ,  u,,,.  ii„  ir 
HOD  boBcichiiet  —  das  Fruduct 

(ffi  «.+  y, «.  +  .-  +  J- ««}  (i,  H,  +  .-. M,  + 
nhgeschun  von  cnustanten  Factorea ,  idenliach  mit 
\a„    «„    ...   n,„  A,    /,    ... 
n„     ...    (i,„   A,    /,    ... 


'(Iweictio  vorAudorlicIie  tiiji»- 


0     0     0 

[    Biso 


V*/...7rH/' 


darauf  bioaas,    die  Form 


and   die  Auffindnng   der  yj  und  Zj  kom 
(,    '"         1  in  zwei  für  die  ut  lineare  Facloren  xu  zerlegea.    Diese  Zer- 
gaagel  Tolgt  unmittelbar  aus  der  bekannten  Hesse'scben  Formol 
(U...9rnv\ni...,r\(kl...ru\/U...r.\_/l:l...ru\r_ 
\kl  ...gruvJKkl  ...  i,r)      \kl...  rti/\kl ...  rv)      Va/  ...  rp/ ' 


'  Allgemein  ist  im  Folgenden 


n.    kt  it  . 

loa  i>  In    . 


...  0    0 
...  0    0 


Jkt...ru\  ikt...ru\ 


gaelxt;  der  Iudex  aik  wird  weggelassen ,  im  Fülle  keine  Zweideutigkeit  stattGudet. 
**  Dieselbe    ergiebt  sich  aamtUeMtai   iLa%  &ein  i b.^q\iV ««Vau  S»tae  in  Bai- 
tter'a  Üeterminantentheorie  (3.  i.tt«s.>,%*,'ii  ^«■^  "'='^ 
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iD  der  die  Vi ,  wie  die  ut ,  irgendwelche  Zahlen  bedeuten  können.    Da  (nach 
Baliser»  S  4,  6) 

SO  wird 

c;;-:::)g;;:;:)=(":;:;:)'-_<-±^.'-- '"■-"'■(:;•:::) 

\(j,'i'.'.'.7)-y'(l'r.'.'r)'-^i'''''--'--'"'-''4- 

Ertheilt  man  in  der  letzten  Gleichung  den  Vi  irgendwelche  constante 
Zahlenwerthe  (z.  B.  e7)=:t;,  =  ...=&„  -i  =  0,  Vn=^\)f  so  stellen  die  beiden 
Factoren  linlier  Hand  die  gesuchten  Ausdrücke 

yt^l+yt^t  +  '-'  +  ynttn    und    ^iW,  +2tWt  +  ...  +  «nWn 

dar. 

Wenn!,,"         1  =  0,    so   fallen    die   beiden    Werthsysteme 
\kl...qrj  ^  ^ 

und  (.."  )  wird   in  Bezug  aufdie  Ui  ein  voU- 

\kl  ...  qruj 

ständiges  Quadrat;  eine  für  das  Folgende  wesentliche  Bemerkung. 


9 
sasammen 


'    §11. 
Wir  gehen  jetzt  Über  zur  Behandlung  des  Systems  zweier  quadrati- 
schen und  n  —  2  linearer  Gleichungen: 

i     /•=  6„a:,*  +  26„a;,a:^  +  ...  +  6„„a»„  =  0, 
^  (    g>  =  r,,a',*  +  2c„a:,a:,  +  ...  +  r„„a*„  =  0 

!/r,ar,  +  Af,x,  + . . .  + /r„ar„  =  0 , 
/,a:,  +  /,iPt+   .   +  ^n^ii  =  0 
^1  Xi  +  ^r.x,  4   . .  .  +  ^n^n  =  0. 

Sind 

yi    yt      yii--i.    ^   ^      ^n-i.    /i      fn-^i       ,    n    r,      /-n-l 

y«  y«       y«      ^n  ^»       ^«      *«      *«  '*«  ''«      '*« 

die  vier  demselben  genügenden  Werthsysteme,  so  ist  vor  Allem  das  Prodnct 

6,  h.  die  Resultante  aus  den  Gleichungen  1) ,  2)  und  aus 

4)  w,  a:,  +  M,a;,  + . . .  +  w„a:„  =  0 

aafaiiatellen.   Es  lässt  sich  zu  diesem  Zwecke  eine  Methode  anwenden^  die 
ihnm  Vrspraag  der  analytischen  Geometrie  verdaiikV. 


M8 


AuriÖaUDg  eines  SyAeras  von  OleichnngMi  eU. 


gcxelKt  worden,  wobei  die  p,-,  0,-  nnd  t(  nnr  noch  von  den  Coefficientan  d 
vorgolegtcii  Gleiuliungen  1)  und  2)  nbhaugon.  Ün  P,  E  und  T  [noch  der 
ü)  gegebenen  Definition  von  F— !A.\'+ X'fP]  veiBcbwindeu,  wenn  mau 
ihucu  die  m  durch  die  k,  oder  /,...  oder  endlich  die  9^  crselKt,  bo  Hegt  < 
Voimulhung  nahe,  cb  könne  «Jf+jSi'+jpT"  hei  pftüsender  Bestininiang  v 
tt,  |3  und  y  einen  Factor  von  /^f/>  —  X'  darstellon.  Kine  solche  Bestimmi 
brgiebt  sieb  in  der  Thnt  nuf  rolgendem  Wege.  Für  jedes  Stetem  der  %  , 


F*- 


1  Null  macbt,  wird  - 


.\ 


nd  uuigekehi't,  weau  y.  eine  l 


t  Znhl  bedeutet,  ist  gleichieilig  uiit  ileii  GleiohangeD    * 
F— ,1.1  =  1),  A-u«  =  t) 


alols  anch  noch  die  IMairon  F'P~.r<  = 
ß/'-l.^i;+j,r  Factor  von  F*-.V',  für  jedes 


hefi-iedigl.   Ea  mli&&le  niki 


d.  h. 


sein,  worau» 


i.);(*.-A,);(A,-i.). 


durch  versd>iedän< 
Factoreu  vou  F<t> 
xeigen,  indem  f 


10) 


^V=  , 


r  Ausdrücke,  die  ans 

ibinaliuii  der  Vorzeichea  hervoigebeu,  wirklich 
darstellen,    läsat  sich  Duomebr  leicht  a  patHi 
n  das  Producl 

1  i(i,-i,)/*+(A.-i.)-£+U.-Mr| 
\  xj(A,-i,)p+u,-i,)ir-(i,-i,)r( 
I  x!iA,-i.)P-(i,-*,j2"+(,i,-'ii)n 

f    X[(A,  — i,)''— '.*.-ii)-i'— f'l,— *t)7'| 
berechnet.    Nach  der  bekanuten  Formel 

(„  +  ft+c)(fl4-*-r){'' -''4-0  («-*-0=«'+*'+f*- 2«'*'- »"''■' -2*'^ 
ist  '^zunächst  vou  der  Fonn 

II)      y'=ct,,F'  +  a'<„f'f+<'»-V*  +  2<.,.F(I'  +  2«„A<I)  +  e,„*', 
warbt  die  ot,-«  nur  von  A, ,  <lt  und  ^\  abbflngig  sind,    Nimmt  man  in  dar  Juli* 
len,  fUr  alle  Werthe  der  U|  beatebcndeu  Identität  sjieciell  au,  da&s 

F— (i.Vs=ü.     .V— j**  =  0, 
ao  wird  der  crslo  Factor  von  y^Null  nnd  daher  aocb 

«,,,.'  + 2a„f.'  + («„  + 2«,J  ^' +  2«„p  +  o,.  =  0 
oder,  da  fi  willkürlich  gewählt  werden  konnte: 

«,,  =  B„  =  C[„^ii„  =  0,      or„  =  — 2a„, 
uud  <//(i  /(Joiititäl  II)  gehl  Übet  in  die  rulgeude: 
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•-•«^^■■^^  ^  WS^-W>"    "^   -'\^mAi^>.^X<«>-W   '^S^^.i*  '^•"w'  •'^^"'i^  «^  ^         ^,^%^-N^^^  ^  *^*^N«**^^%^«,^N^N^-S^>^«^^ 


lAasi    «ich   leieht  durch  die  Coofficienten  der  qaadratischeo  Gleichnng  6) 
aasdrUeken,  indem 

*"^x         (A  +  A?-4AA'         X*+F0 
oder 

7)  i'<l>(x  +  l)'-X«(x-l)'  =  0.* 

I>ie  BesulUnteo  P  ond  /7  könneu  einen  Factor  nur  gemein  Laben, 
weon  x=0,  d.  h.  wenn 

Diese  Helation  stellt  also  die  Bedingung  dar,  unter  der  ein  aus  den  Gleich- 
ungen /"  =  0,  w, :r,  =  M,T,  +  . .  +  Wn^'n  =  ^  «^d  aus  dem  System  2)  berech- 
netes Werthsjstem  der  x^  auch  noch  die  Gleichung  q>  =  0  befriedigt,  d.  h. 
F^  —  X*  ist,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  mit  der  in  3)  dar- 
gestellten Resultante  der  Gleichungen  1),  2)  und  4)  identisch. 

• 

§111. 

Zerlegung  von  FO  —  -V*  in  vier  lineare  Factoren.     Um  zu  derselben 
SU  gelangen ,  ist  zunächst  zu  bemerken ,  dass  der  Ausdruck 

\kl  .,.  qu/bit,-~lci^ 

fftr  drei  Werthe  von  A  ein  vollständiges  Quadrat  in  Bezug  auf  die  Ui  wer- 
den kann.  Nach  der  am  Ende  von  %  I  gemachton  Bemerkung  ist  hierzu 
n5thig  und  ausreichend ,  dass 

'  \kl  ...qjbik-lrif, 

Sind  A|,  Ast  ^j  ^^^  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  kann  also 
//^-2A^Jr+A,«<P=ii,p,  +  ,/,^,  +  ...  +  M„^„=/>, 

//'-2A3A'+A,«a>=//,T,  +",T, +...  +  WnT„  =  r 


*  Für  n  =  3  und  n=4  folgen  hieraus  die  Theoreme: 
Alle  Geraden,  welche  zwei  Kegelschnitte  nach  einem  gegebeneu  Doppclverhältuisse 

schneiden,  umhüllen  eine  Curvo  vierter  Classe. 
Alle   Geraden,    welche    zwei  Qaadri6üchen  nach  gegebenem  Doppelverhältnisse 

schneiden,  bilden  einen  Complez  vierten  Grades. 

**  Man  bemerke,  dass  bei  Begründung  der  Formel  7)  die  Voraussetzung  A  =  A', 
d.  b.  /*tf  —  X*=0,  somit  auch  der  Fall  k=0  ausgeschlossen  worden;  da  jedoch  die 
Gleichung  7)  für  alle  Werthe  von  »,  ausgenommen  ^  =  0,  als  giltig  bewiesen  ist,  so 
moas  sie  infolge  eines  bekannten  Raisonnements  auch  noch  für  diesen  vorher  aus- 
geschlossenen Wcrth  bestehen.  Uebrigens  hätte  sich  diese  8cWixvVi«kT<a  ^<:^iw\ftx\^^Vv. 
—  mUerdiMigt  »af  Kosten  der  Kürze  —  vermeiden  lassen. 


&&0 


Auf  ISsaiig  eines  Syeteois  tod  Gleicbangsn  etc. 


liaeare,  nur  in  den  Coefficienten  mit  IrrstiODiiIitSleii  be- 
LiiftelG  Ausdrücke  dor  »,.  Verinittolst  doraeihna  i«l  di« 
ondgiltige  UftrstelluDg  der  vier  Fnctoren  von  FtP  —  X*  durch 
die  IdcDtilSt  gegeben: 

13)  'P=4|(i,-A,)(i,-i,)t,i.-'l,)|'l-J''-/*). 

woriu     '/f   den     iu     «Ipichuiig    i")     de  linirlfii     Au«drnek     be 


§  IV.  Öpeciellc  FäIIo. 
Die  Furmol  13J  verliert  iliic  Gittigbeit,  weun  zwei  oder  sXmmtlich« 
Wurzeln  A^  cinnniier  gleiuli  werden.  Diu  Beliandlung  dieser  besoDilereo 
Fälle  kann  mil  den  bier  voraUBgesotaiteii  Hiirsmitleln  tlieils  nur  ecbr  tnüb- 
Bsm  und  scliwcrfitnig,  llieils  Ilberliaupl  iiiclil  melir  ondgillig  erledigt  wer 
den  ,  sundrrn  crrorderl  ein  tieTeres  Eingehen  in  die  Theorie  der  Zwiicbeo 
fornipn.  leb  brscIirXiikc  inicli  dabrr  bier  auf  die  Angabe  der  Kosultalp, 
welcbe  aicli  oline  Weiterefi  vermittelst  des  im  Eingange  dieser  Arbeil  et- 
'wäbnleo  UebcrlrHgiiugB[]riiicipe  «uu  den  rurH=3  bckaunleu  S)ilseu  «bleileu 
UsBon. 

1.  Uio  uotb«  endige  und  Ijioioichcude  Bedingung  Rir  die  Esialrnc  piner 
Düppel  lös  ung  dus  vurgeli-glcu  Gleictinngensystems  ist 

4  (6'—  II  e')  {&'•  -  ce)  -  (ö e'-Bcy  =  o. 

Das  Qnadral  den  Uop|telfactars  vun  F0  —  .1'  ist  identiüch  mit 
F  —  2i  -V  +  i'  (P, 

_  -iJ^B  -  «•) 

d.  b.  gleich  der  alsdann  vorhandenen  Doppelwurxol  der  Gleicbuug  ■>)■* 

2.  Verschwinden  dagegen  sümmtlicbc  CoefGcieuteu  des  soeben  defin'ir- 
ten  Aasdrncks  f—  2  i  A"  +  i"  *,  ist  also 

{8»'-  ff  C)'F+  2(e'ß—  8")  {»'«  -  ff  f)  .V+  1  {©'ff  -&)'  (p~  u, 
ao  eüistiren  i:woi  Uoppelltisungen ,  and  umgekehrt. 

Üau  I'roduct  der  beiden  iingleicben  Kscloren  von  HP— A'  crgi 
aUK  der  alsdann  beklebenden  IdentiUlt 

i' (.v -/■*)  =  (/■-*. V)'. 


*  Das  Trodui;!  di-r  b 
fyeon  die  Brucbfotii 


n  üliri 


..FaCor.nC      '•-ü-'i 


D  ongleicbeli 
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3.  Damit  ein  Tripelsystem  existire,  ist  nöthig  und  hinreichend,  dass 
die  cabiscbe  Gleichung  12)  eine  dreifache  Wnrzel 

besitze.    Der  dreifache  Factor  von  FO-^X^  18t  identisch  mit 

4.  Verschwinden  endlich  sämmtltche  Coefficienten  des  Ausdrucks 
^f —  2Se'X+e^0,  so  fallen  die  vier  Lösungen  zusammen  und  S^F—  SX 
reprSsentirt  das  Quadrat  dos  vierfachen  Factors  von  F0  —  X*. 


Ueber  CaTven  auf  BotatioDsfl&chen. 


Dr.    BlEHBINGER, 
PrnfrRnor  nii  der  k.  Indanlriosplitile  iu  NrirnliprK. 


Nirotnl  miin  irgend  ein  Element  ds  der  Loxodrnmo  anf  einer  Rotatioaii- 
flHclie,  legt  durch  ilc.u  einen  Knd|innkl  dieses  Elenienls  den  zngeliiirigen 
Farallelkreis  und  Meridino,  nimmt  von  den  IntEteren  Linien  die  Elpmeote 
dp  lind  tim,  welche  mit  ds  bezüglich  zwischen  denselben  Meridinnvn  und 
Parallel  kr  ei  gen  liegen,  so  können  diese  drei  Elemente  kii  oinem  reclitwisk- 
ligen  Dreieck  Kiti^ammeii gesetzt  werden,  das  fis  zur  Ilvpotenusn  bot  i 
das  ISngB  der  gnneen  Lnxodroroe  die  gleichen  Winkel  beliült.  Ana  die 
Eigenschaft  kann  man  für  diese  gegebenen  Winkel  die  Gleicbungeo  ( 
Loxodromo  unmittelbar  herleiten ;  anf  die  nnmliclie  Art  kann  mnn  aber  « 
die  GIcichnngen  von  Linien  erhallen,  bei  welchen  das  oben  bescicbni 
Dreieck  lüngs  der  ganzen  Linie  nicbt  bloK  Shnücb  bleibt,  bouderii  sieb  dboH 
beliebig  gegebenen  Gesetzen  ündert. 

1.  Es  sei  deniziiTolgc  die  Aufgabe  gegeben,  die  GleichDugcn  cinu 
Oiirve  auf  einer  gegebenen  KotationsMIicbe  nnfKnünden,  deren  Element»  auf 
die  Itatatioiisaxe,  snwie  not  die  durch  die  einen  Kndpunkto  der  Element« 
gelegten  Parallelkrcise  beliebig  gegebene  I'rojeclinnen  haben. 

Die  :  -Axe  des  Coordinatensysteras  wird  in  der  Rntationsaxe  angeaan- 
mcn,    sodass,    wenn    r  =  /'i   den    Meridian    in    der  ^ri-Ebene    be'HtiMinil,  1 
x^  +  ff^  =  f'^  die  Gleichung  der  RotationBlfficbe  wird.    /■,  beaeicbnet  ii 
eine  Function  von  ;.    Zar  lleslimmnng  der  Projectionen  der  Elemente  ä 
gesnchten  Cur'Je   soll  neben  di-n  Coordinaten  *,(/,;  die  VerKnilerlicbe  ( 
eingeführt  und  durcb  ilz=^  t\iU  die  verlangte  Projertien  des  ElemeniA  «nf 
die  :-Axe,  durch  dfi^  P,_.ill  die  andere  Prijjeclion  deuKoth^n  Eteoienti 
auf  den  Parallelkrei»  gegeben  werden,  welcher  dem  Bodfiaiikt«  d«»  Eltt;J^ 
inents  zu  df^m  Wertlie  t  oder  :  entupricht.     F,  und   Pt,^   »teilen  belleldgcl 
l-'iiiicUonfn  fon  (  vor,  docb  »iiU  Fi  not  det  lUml  keinen  nrinrdinaleowertb«| 


tt  tml-i 

n  dwi 

r«nch^ 
c^bnplr   1 


atiMinil,  I 
•rgmU 
nte  det'^ 
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« 

kann  man  in  den  folgenden  Resultaten  nur  z  für  /  substituircn.  In  Bezng 
anf  das  Element  des  Parallelkreisos ,  dessen  Anfang8stellc  dem  Wortho  / 
und  dessen  Endstelle  dera  Werthe  t  +  dl  entsprechen  soll,  wird  vorans- 
gesetzt,  dass  es,  wenn  Pt^zdt'^O  ist,  nach  der  Drohrichtung  von  OA' nach 
OFj  nnd  im  andern  Falle  nach  der  entgegengesetzten  Drehrichtung  liegt. 
^/f  bezoiebnet  die  ;i^%  dFf  die  erste  Ableitung  nach  i  etc. 

Nach  den  gegebenen  Voraussetzungen  sind  zur  Bestimmung  der  ge- 
anchten  Carve  drei  Gleichungen  nothwendig.  Als  eine  dieser  Gleichungen 
kann 

x'  +  y^  =  r 

oder    die  Gleichung  der  Rotationsfläche  genommen  werden.    Eine  zweite 
Gleichnng  ergiebt  sich,  wenn  man  dz  =  Fd(  integrirt;  sie  wird 


=JFdU 


Um  die  dritte  Gleichung  zu  erhalten,  ist  zu  berücksichtigen,  dass  /f^, 
dp  nnd  dm  ein  rechtwinkliges  Dreieck  bilden,  in  dem  ds  die  Hypotenuse 
ist,  folglich  ds*  =  dm*  +  dp^  wird.  Weil  dazu  noch  ds*  =  dx^  +  dy*  +  dz*^ 
dp*  =  /*  rf^,  dm*  =^dP  +  dz*  stattfindet ,  so  wird 

dx*  +  dy*^df*+P*dl*. 

Zu  demselben  Resultat  kann  man  unmittelbar  gelangen,  wenn  man 
berttcksichtigt ,  dass  die  Projection  des  Elementendreiecks  aus  ds,  dm  und 

dp  auf  die  :cy -Ebene  wieder  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ist,  das  ydx*-{-  dy* 
xnr  Hypotenuse,  dpt=Pdt  zur  einen  und  df  zur  andern  Kathete  hat. 
Ans  unserer  letzten  Gleichung  folgt 

dx*t  +  dy*t  =  drt  +  P\ 
«B  ir»+y  =  r  folgt 

eliminirt  miau   aus    den   beiden  Gleichungen  dyt,   so  erhält  man  mit  Zu- 
siebnng  von  x*  +  y*=:f* 


(Ä 


Diese  Gleichung  integrirt,  giebt  als  dritte  Gleichnng  unserer  Ciirvo 


arccos 


X      i*P  cp 

--:=  f  —dl   oder    X'=fcosl  --zdl. 


Der  Symmetrie  halber  kann  man  aus  der  erston  nnd  dritten  Gleichung 
der  Cnrve  die  Gleichung  herleiten 

rp 

y  =  fswj      -dt 

I 

und  Baa  mIb  Beetimmungs^hichnngon  der  Curve  ne\\motv 


«w 

I  Btir  RnlattonsfllCchsn. 


f  Fdl. 

Z  in  1)  iin<l  2)  Btelll  den  Wertti  sog  3)  vor.  Die  Inl^grationscontrantcn  köo- 
npii  dadnrcli  bestiminl  wenlon,  dngs  ninn  die  CuTve  fTlr  einen  gtiwi«Mn 
/  Werlh  ilnrcli  linpn  bPstiin.ntPn  Pnnkl  gehpn  IH'-st 

Ea  liält  niclit  Bcbwer.  die  EHniinationen'Knxugeben,  welche  mit  i1«d 


(ileichnngen  vorgenoniraon  werdi 
Atif  irgend  eine  Cnordinatenebene 
2.  Will  mnn  aus  d*n  etlialtPi 
fiir  Polarcnordinatrn  herlpiten,  si 
nngen 

sowie  die  dnrch  Division  von  2)  mit  l)  onlslehende  Gleiclinng 


1  mUasen,  am  eine  VArUngte  Pro)«ctioa 
:u  bastimmen. 

in  ReKaltMten  die  ßleichnagen  Act  Cor»« 
wHblt  man  bicrzn  am  bnaten  <tie  ntciek- 


=  i«ng 


'f? 


dl. 


Wird  mit  i-  der  Radius  vector  irgend  eines  Pnnktes,  mit  ifr  <ier  Winkd 
des  r  mit  0er  +z  -Aie,  und  mit  <p  der  Winkol  der  Projection  von  r  auT  di» 
xy-EbfiDQ  mit  der  -(- A'-Axe  bezeicliiiet,  wobei  die  positive  l>robrichlan^  des 
<p  von  OX  bis  ergebt,  so  ht 

X^  r  sin if"  .  cos <p,     !/  =  r,  »in t[i  ,  sin tp,      z ^  r  cox iji. 
Diese  Wertlie  in  die  obigen  Gleii^bnngen  oingPHi^tzt ,  gpben: 
•^  sin*  iji  =!  fr 


«) 

h) 

"=) 

Fobei  fr  r. 


lang  <p  =  lang 


=  1  Fdl, 

'./  TIS»* 


AI    ndfr  ip 


J  r  »rn  1(1 


Mip  andenten  soll,  dasB  statt  :  rcas-^-  zu  setzen  isL 
Ann  diesen  GI«ichungen  erhXlt  man  darch  Elimination  von  r  nnd  I  p 
Oleicliung    awischen  ^   und    ^,    weldie    die  KegelfiKcbo  bestimmt,    ileni 
Scbnilt  mit  der  RotalionpHacbe  die  verlangte  Hinve  ist     Roll  Am  PolM 
gleicbnng  der  Projection  dpr  Cnrve  anf  die  ty-  Ebene  bestimnit  werden, 
darf  man  nur  ans  p  =  rS('Hv  nnd  ans  den  Gleichnogen  «),  b).  c)  die  Gri 
r,  ^  und  I  eliminircn.    Um  die  Bestimmung  der  Polargleicimng  der  ProJM 
tinn  anf  eine  andere  Coordinateaebene,  elwn  anf  din  3r:-Eb«nP,  ansnd« 
len,  bezeidine  p'  die  Projection  von  r  auf  die  xi-Ebene  nnd  qp' Hon  \ 
g*'börigeo  Slednngswinkel  gegen  d»fe  ac-Äxe;  e»  ist  ditnii 


Von  Dr.  Bikhringbr.  555 


iinri 


,       z  r  cos  t/;  1 

tangtp  =  — = 


X       r  sin  t/;  cos  tp      tantj  ip  .  cos  tp ' 

nnd   die  verlangte  Projection  wird  bestimmt,   wenn  man  aus  dicson  zwoi 
Gleiclinngen  nnd  ans  a),  b)  und  c)  die  Grössen  r,  t|;,  qt  nnd  /  eliminirt. 

Anmerkung.  Sind  die  Polargleicbungen  der  Curve  zuerst  aufzu- 
sochen,  so  kann  man  die  Gleichungen  a)  und  b)  aus  den  gegebenen  Bc- 
Biehangen  leicht  auffinden;  aber  auch  die  Gleichung  c)  kann  sehr  einfach 
hergeleitet  werden.  Da  nämlich  dp  =  Pdt  das  zu  dem  Element  ds  der 
CarTe  gehörige  Element  des  Parallelkreises  vorstellt  und  das  Vorzeichen 
des  letateren  der  Drchriclitung  des  tp  entsprechend  genommen  wird ,  so  ist 

dp 

offenbiir   —    «lie   Aendenmg  de?   bezüglichen   qp-Werthes,    und   man    hat 

deshalb 


oder 


'I  f         f         r  sintif 


9  =  /  -  /     dt. 


Würde  man  bei  der  in  Nr.  l  vorgcnonunencn  Bestimmung  der  Axen- 
gleiehnogen  der  Curve  den  Stellungswinkel  (p  anwenden,  q>  auf  die  eben 
•agegehene  Weise  bestimmen  und  berücksichtigen,  dass  x  =  f.cosq>  und 
fß=s/.sm^  ist,  so  würden  sich  die  Gleichungen  1),  2)  und  3)  der  Xr.  1  auf 
höchst  einfache  Weise  ergeben. 

3.  Zur  Betrachtung  der  Form  der  Curven  und  ihrer  Projectioncn  auf 
die  Coordinatenebenen  ist  ein  Gemenge  der  Gleichungen  der  Nr.  l  und  2 
aiD  geeignetsten,  nämlich  die  Gleichungen 


^  =  /*, ,     2=^1  fdi  und    fp  =  l   7 ''^ 


Die  erste  Gleichung  bestimmt  die  Kotation^flfiche ,  die  zweite  die  p]henen 
der  Pmrallelkreise  nnd  die  dritte  die  Ebenen  der  Meridiane.  Denkt  man 
sich  mos  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  das  t  eliminiit,  so  erhitit  man 
eine  Gleichnng  zwischen  tp  und  z,  welche  eine  windschiefe  Flüche  bestimmt, 
deren  Erzeugende  die  z-Axe  senkrecht  schneiden  und  deren  Schuitt  mit 
der  durch  Q=^f%  bestimmten  Uotation»fläche  die  verlangte  Curve  gieht. 
Dnrch  Elimination  von  z  und  /  erhält  man  eine  Gleichung  z^^  i^chmi  f  und  r^ 
oder  statt  der  windschiefen  Fläche  einen  Cy linder  parallel  der  z  Axe.  Die 
Werthe  q^  z  und  qp  müssen,  um  einen  Punkt  der  Linie  bestimmen  zu  kön- 
nen, gleichzeitig  reell  sein.  Sind  z  und  fp  reell  und  ibt  q  imaginär,  so 
achneiden  die  zugehörigen  Erzeugenden  unserer  M'indhchiefen  Flache  die 
RotetiODsfläche  nicht;  sind  ^  und  qp  reell  und  ibt  z  ima^iuUr^  ho  iiudf't  «-iu 
glmehm  Verbmltea  Ja  Bezug  auf  die  durch  ^  und  tp  \ic^bV\\i\\u\^u  ^  v.^x  ^   ^^^' 

i,  maikmmatik  m,  Phy%ik     Xi/ü    «.  ¥1 
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parallelen  Geraden  statt;  sind  q  und  z  reell  und  ist  cp  imaginär,  so  trifft  der 
durch  Q  und  z  bestimmte  Parallelkreis  die  windschiefe  Fläche  nicht.  In  Zu- 
kunft wird  bei  Schlüssen  aus  einer  der  Gleichungen  stillschweigend  voraus- 
gesetzt, dass  sämmtliche  Gleichungen  für  die  Coordinaten  zugleich  reelle 
Werthe  liefern. 

Um  die  Constanten  der  Integrale  zu  bestimmen  oder,  was  dasselbe  ist, 
um  der  erwähnten  windschiefen  Fläche  eine  bestimmte  Lage  gegen  das 
Coordinatensystem  anzuweisen,  wird  festgesetzt,  dass  bei  /=/'  2  =  2'  und 
ip-=q>'  sein  soll.  /*,  z\  q/  können  beliebige  reelle  endliche  Werthe  vorstellen, 
die  in  Bezog  auf  t  constnnt  sind.  Im  Allgemeinen  darf  keines  der  Integrale 
für  /=/'  unendlich  werden.    Die  Gleichungen  der  Curve  sind  jetzt 


Q^fz,      2 


Nähern  sich  z  und  /*,  für  aufeinanderfolgende  /-Werthe  stetig  einer 
bestimmten  Grenze  und  wächst  dabei  q)  in  das  Unondliclie,  so  läuft  die 
Linie  in  unendlich  vielen  Windungen  um  die  z-Axe  asymptotisch  an  den 
Parallelkreis  bin,  welcher  zu  dem  Grenzwerthe  von  z  gehört.  Wird  unter 
sonst  gleichem  Verhältnisse  z  =  oo  und  nähert  sich  9  zugleich  einer  be- 
stimmten Grenze,  so  geht  die  Curve,  sich  mehr  und  mehr  von  der  ory-Ebene 
entfernend,  asymptotisch  gegen  den  Meridian,  welcher  dem  genannten 
cp -Werthe  entspricht.  Wenn  z  und  q>  miteinander  unendlich  werden,  so 
windet  .sich  die  Curve  in  unendlich  vielen  Schlingen  um  die  |-Axe  und  geht 
in  der  Richtung  dieser  Axo  in  das  Unendliche  hinaus.  Mit  Hilfe  der 
/-Wertiie  aus  'dzt=  Ft  =  0  lassen  sich  die  Parallelkreise  bestimmen,  welche 
die  Curve  berührt.  Dass  diese  Berührung  eintritt,  ergiebt  sich  entweder 
daraus,  dass  die  Curve  an  den  Stellen  mit  den  fragliehen  Parallelkreisen 
Elemente  gemeinschaftlich  hat,  oder  daraus,  dass  dort  die  Cosinusse  der 
Winkel  der  Tangenten  mit  der  2-Axe  gleich  Null  werden.  Bei  5'rj<0  ist 
mit  dieser  Berührung  ein  Maximum,  bei  3'?f>0  ein  Minimum  des  z  Wor- 
thes  verbunden.  Sollte  d^Zt  ^ür  diese  f- Werthe  auch  Null  werden,  so  wird 
zwar  die  bezeichnete  Berührung,  aber  nicht  zugleich  ein  grösster  oder  klein- 
ster Werth  von  z  vorhanden  sein;  die  Curve  erhält  an  der  Stelle  einen 
Wendepunkt.  Diese  letzteren  Werthe  treten  nur  dann  wieder  auf,  wenn 
o^zt  ebenfalls  =0  wird.  In  diesem  Falle  entscheidet  bekanntlich  d*Zt  zwi- 
schen einem  Maximum  oder  Minimum,  wie  denn  überhaupt  beim  aber- 
maligen Auftreten  von  Nullwerthen  in  der  bekannten  Weise  weiter  gegan- 
gen werden  muss.  Die  z  zu  /-Werthen,  welche  dzt  auf  j^  bringen,  können, 
sobald  sie  nicht  unendlich  gross  sind,  ebenfalls  noch  Maxima  und  Minima 
liefern,  doch  sind  diese  bei  der  Entscheidung  direct  mit  ihren  Nachbarwer- 
thenzn  vergleichen.  Für  solche^,  die  zwischen  zwei  <- Werthen  liegen,  welche 
in  Bezug  auf  2  ein  Sf azimam  und  ein  nÄciiBt\\^6wA^ÄlJl\x3\\s^^^ 
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"^^^ ^ ^^^ ^  -■•  ^  ^  -«' 


die  Corve  zwischen  den  beiden  Parallelkreisen,  die  zn  dem  grössten  nnd 
kleinsten  s-Werth  gehören;  sind  also  diese  letzteren  Werthe  stets  die  näm- 
licben,  so  liegt  znm  mindesten  der  Thoil  der  Cnrve  zwischen  den  nJimlichen 
Parallelkreiscn ,  der  alle  Maxima  und  Minima  umfnsst. 

Diese  lotztorcn  Bemerkungen  über  die  c -Werthe  lassen  sich  nnmittel- 
bar  auf  die  9  Werthe  tibertragen,  wenn  man  statt  der  durch  z  bestimmten 
Paranelkreise  die  dnrcb  tp  bestimmten  Meridiane  setzt;  man  kann  hier  nnr 
noch  berficksichtigen ,  dass  der  Meridian,  sobald  er  dem  halben  Schnitte 
einer  dnrch  die  r-Axe  gelegten  Ebene  mit  der  Rotationsfläche  entspricht, 
wieder  derselbe  wird,  wenn  der  ^-Werth  um  eine  gerade  Anzahl  k  wuchst 
oder  abnimmt. 

Existiren    keine   grösstcn   und    kleinsten    Werthe   von   gp    und    r,    so 

Iftnflt  die  Cnrve  schraubenförmig   auf  der  Rotationsfläche  um  die  cAxe, 

ohne  sich  je  selbst  schneiden  oder  in  sich  zurücklaufen  zu  können.    Giebt 

QB  kein  Maximum  oder  Minimum  von  9,  wohl  aber  solche  AVcrthe  von  ;,  so 

S^ltt  die  Curve  wellenförmig  um  die  z^Axe,   liegt  zwischen  den  zu  den 

S'^Men  nnd  kleinsten  r-Werthen  gehörigen  Parallclkroisen  und  hat  so  viele 

A^usbeugungcn  nach  der  Richtung  der  positiven  oder  negativen  c-Axe,  als 

^8  Haxima  oder  Minima  von  z  giebt.    Sind  jedoch  Maxima  von  9,  hingegen 

keine  solchen  Werthe  von  z  vorhanden,   so  liegt  die  Curve  wellenförmig 

vwisehen  den  Meridianen,  welche  zn  den  bezeichneten  9}-Werthen  gehören, 

Und  bekommt  diesen  9 -Weichen   entsprechende  Ausbengungen   im  Sinne 

Äer  positiven  oder  negativen  Drehrichtung  von  fp,    Bestehen  Maxima  und 

Minima  von  z  und  ^,  so  kann  die  Curve  durch  je  zwei  Punkte ,  welche  zu 

einem  Maximum  und  einem  nächstliegenden  Minimum  von  z  oder  9  gehören, 

^tt  Theile   abgetheilt  werden,   für  welche  einzeln  dieselben  Bemerkungen 

gelten,  die  eben  unter  entsprechenden  Voraussetzungen  im  zweiten  oder 

©wten  der  letzten  Fälle  für  die  ganzen  Linien  aufgestellt  wurden.   Im  Falle 

"•f  einerlei  /-Werth  ctp%  und  dzt  Null,  .r  unrl  v  abor  nicht  Null  worden, 

*«tin  aus  den  hier  stattfindondon  (Tlc-icliun<,'on 

^^chiossen  werden,  dass  oxf  und  dt/t  ftuch  Null  sein  müssen.  Die  Tangen- 
^formeln  nehmen  an  diesen  Stellen  stets  die  Form  ^  an  und  die  Curve 
'^^Ult  hier  eine  Spitze.  Die  Linie  wird  sich  selbst  schneiden ,  wenn  für 
^^Wisse  /-Werthe  /"  und  T',  sowie  für  irgend  eine  ganze  Zahl  a  oder  a  =  0 
^^^  Gleichungen  stattfinden: 

g>tff  ^t"*  =  (pt"  +  2  a  TT ,     2|"  4. 1'"  =  Zfn' 

^**d  wenn  fz  für  ?£"  reell  wird.    Zwischen  je  zwei  zu  solchen  aufeinander- 

'^Jgenden  /-Werthon  gehörigen  Punkten  bildet  die  Curve  eine  Schlinge,  die 

**cl  gans  oder  nur  thcilweise  um  die  Rotationsfläche  herumlegt,  je  nachdem 

^^t  grdsste  tntervaJ),  den  q>  zwischen  den  Punkten  zw  t"  vxwA  {"  öl\\xc\\\\\\\Kv^ 

^''Ä»«r  oder  kleiner  nh  27t  ist.    Im  ersten  FaUo,  \o.gl  a\c\\  ÖL\Ci  ^^Ww^«^  ^^ 
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oftmal  um  die  Fläche,  als  der  beaeichnete  Iniewtäll  3«i in  sieh' begt^ift. 
Die  Cnrve  läuft  in  sieb  selbst  znrüek  nnd  wird  aliO^esoUMsen ;  ironn  in 
den  letzten  Bedingungen  ("  nicbt  einen  bestnnmten^  son^rn  einan  veKÜdder- 
licben  rWerth  vorstellt.  .    '      »  •  -  >       •       :;..  i 

Alle  die  Eigenschaften,  welche  oben  ans  dem  t>*W«rth  für  dt0*Oap?e 
im  Räume  angegeben  wurden,  können  wörtlidh  auf  »hre^Plroj^ctioDeatiii  der 
XZ'  und  j^zEbene  übertragen  werden,  sobald  man  statt  dörPai^eUBteisiß 
ihre  Projectionen  auf  die  entsprechenden  OaordinatenebeneiX)' dk  h.  paraUele 
Gerade  zur  x-  oder  y-Axe  in  diesen  Ebenen  setat«  Ebenso 'gelten  Air  «cKe 
Protection  auf  die  xy  Ebene  die  nämlichen  Eigenaohaftett , .  ifTelobe  £llr  dte 
Curve  im  Räume  ans  den  ^Werthen  angedeutet  wurden;  nur  hat  man  auch 
hier  statt  der  Meridiane  ihre  Projectionen  auf  die  a*j^-^bene  pder,  w^^s  das 
Nämliche  ist,  die  Radii  vectores  zU/den  näiuIipben^:W!e]:then  zn  ^etzep. 
Die  Rolle  der  £-Werthe  übernehmen  bei  dieser  Projection  di^  dem  z  entspre- 
chenden ()•  Werthe.  So  lässt  sich  z«  B.  sagen,  dass,  wenn  q>  nnendlioh  wir^i  die 
Linie  unendlich  viele  den UrsprupgamkreisendeWip^ui\geneTb|ilt,  welche  ent- 
weder nach  dem  Ursprünge  herein  oder  in  dasUnend)ix|he.binaas,od(^rasjp£to^ 
tisch  an  einen  Kreis  hinlaufen,  der  den  Ufspriin^  zum  Mittelpunkte  jbat^  je  pacl^- 
dem  sich  gleichzeitig  das  q  der  Null pdev. dein  UaepdlipjiieB,  od^r^eiiiem  b|e- 
stimmten  Grenzwerih  nähert»  Beim  Wachsen  ^eei^  gegen  seinen  Qrenzw^rth: 
gehen  die  asymptotischen  Windungen  Vioninnef,»  beim/ Abnehmen  .dQ8j^y|0n 
aussen  nach  dem  Kreise,  Mf.elcher  dem  Gren8iwerthe  ypi^/^  entspr^^t  Wird 
ferner  q  nach  und  nach. unendlich  und  nähert.sich  dabei  9  eipei?. gewissen 
Grenze,  so  ist  der  Radius  vector  zu  letzterer  eipe  Asymptote  an,  .die  Projec- 
tion. Es  hält  auch  nicht  schwer,  die  durch  das.  Zusammenhalten  der  z-  nnd 
q)  Werthe  über  die  Curve  im  Räume  aDgesteJl^en  wei^ren  .Betiachtnpgea 
für  die  Projection  auf  die  a;y-Ebenc  auszusprechen,  lyenn  man  mit  den  ent- 
.sprechenden  Modificationen  ^  und  q>  s^t^z  und  9^1x1  Betracht  9^ht. 

Aus  der  Gleichung  ^=/s  können  für  die  Projection  auf  die^dry-Ebene 
mehrere  mit  der  Curve  auf  der  Rotationsfläche  im  anschaulichen  Znsam- 
menhang stehende  Schlüsse  gezogen  werden.  'Bei  tft^OMttfm  Aiigemei- 
nen  ein  Maximum  oder  Minimum  von  q  und  stiglelch^  Hnc' Berührung' des 
Kreises  der  jry-Ebenfi  ein,  welch^r  den  Ürtpmng  Wnm  Mittelpunkt  und  das 
entsprechende  q  zum  Radius  hat.  Diese  Betüht1itig'des"}Cr^ises' geschieht 
von  innen  oder  von  aassen,  je  nachdeth  q  ein  Majcimum  öder 'Minimum 
ist.  Weil  dft^df^.dzt,  so  ftiidindieöe  Fälle  sthtt,  söti^le  »/;  odor 
ÖJi  =x  0  wird,  sowie  aNo  entweder  der  Radius  des  Parallelkreises  im 
Räume  einen  grössten  oi)er  kleinsten  Wertii  anninunt,  oder  sowie  dieser 
Kreis  selbst  von  der  Curve  berührt  wird.    Es  ist  weiter 

und  CS  besteht  demnach,  bei  d/*s  =  0  ein  Maximum  oder  Minimum  von  p, 

wenn  bezüglich  d^fg  ^.0  J^der  ^0  ist,  iiiit  ^ntjeren  WorW^,^WeDD  der  Radius 

des  PmrallnlkreiaeB  im  Ranme  entsprecVieuA^TWwOi^  ^t\A\\.*  '^^x  ^zv^o 
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Q  ^  daccil  das  VoiEcicheii 
ind  man  eriiiilt  don  ersten  Werth,  im  Falle  die 
3  Products  itDgletcbes,  und  deu  letztoin  Wert!) ,  iiu 
ichen  erlinltcn.  Unter  dor  erslereu  Bodiiiguiig  ist 
tmfitt  »/■,<«  «nd  d^z,,  dslier  aacli  rf'i>0,  oder  S/,>Ü,  also  aud. 
''«^0  and  die  Radien  der  Pamlleikreise  aebmcn  ab;  nnler  der  letzteren 
BpHio^nag  sind  df-  und  S'ij  oder  t/'s  Kuglelcb  positiv  oderuegntiv,  und  dii' 
WuicfaDctcu  Radien  nefamen  xu,  wie  aucU  in  beiden  Fällen  (  geüiidurt  whd. 
ffcnliin  dft  und  dtt  mit  einander  Null,  go  wird  auch  d'pt^O.  »o  daus  etil 
Haiimatn  oder  Minimum  von  p  nur  dann  eintritt,  weun,  wie  bier, 

ht  ilte  nSmlichen  VorauBsolzuugen  Null  wird.  Ob  nun  dieser  oder  jener 
Werlb  von  p  stattlindel.  ibl  von  dorn  VoiKiicIion  des  betreffenden  S'^i  oder, 
Welt  3'p,  e'idi  für  d:,^df^  —  0  auf  39Y»^='i  aurackziohl,  von  dem  Vor 
1  aes  ?V.  nbbäugig.  Bei  8V^<0  wird  also  liier  der  Radius  der 
iojection  mit  dorn  Radius  des  Parallclkieises  ein  Maximum,  bei  9'/;>0 
l^den  diese  beiden  Radien  zugleich  Minima.  Aus  der  Formel  Tür  deu 
tSmmuDgsradius,  die  spüter  ins  Auge  gofasHt  werden  soll,  ergiebt  sich, 
II  letzteren  Falle  p  den  Wcrtb  dieses  Radius  annimmt.  Sollte 
H/t  oder  3':,  ebenfalls  Null  werden,  so  treten  die  Berührungen  wieder 
nnihwendigfl  Vorbiudnng  mit  einem  grossten  oder  kleinsten  Werthr 
tfcs  Q  auf,  diese  Wertlic  geben  aber  dann  immer  in  die  der  KriimmnugK- 
I  über,  was  sich  entweder  aus  der  betreffenden  FVmel  oder  bei 
Pk,  =  0  auch  darauE  einsehen  lilsst,  das»  hier  der  Parnllelkreis  der  KrUm- 
Kuogvkreis  der  Curve  im  Kaumo  ist;  die  entsprechenden  Punkte  sind  mit 
UdArian  Woricn  Wendepunkte  in  Bezog  auf  die  entsprechcndcu  Parallel' 
Refrie.  Die  weitet  hierher  gehörigen  Belrachluugen,  bei  welchen  die  fol- 
F*nden  Ableitungen  noch  gleich  Null  gedacht  werden,  sind  auf  die  bekannte 
plrl  ijuTchxti  rühren. 

4.;  Uni  den  £inänHs  itu  untersuchen,  welchen  verschiedene  Ueatim- 
IHituijjcn  der  lutqgratiouecuQstHnten  auf  die  Lage  und  Form  der  Curve  haben, 
*OHta  &wei  Üuiv^D  vorausgesetzt  werden,  für  welche  beziehungsweise  ^  F 
anii  f  gleich^  d'c  Constanteii  der  Integrale  aber  ungleicb  sind. 
■  ■  .fli'it''d  ffti'  '=''  in  beiden  Ciirvcin  ;  =  :',  in  der  ersten  Linie  ip='p'  und 
lvr^«wcilWi^9Sr'p",  BU;  sind  die  RIciehungen  der  Cutvcn 
NjUMIin..'! 
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Es  kanu  nun  beliauptet  werden,  dass  für  dasselbe  t  eu  jedem  Pankt» 
kdei-  ersteij  iiiu  Punkt  der  üweitoii  Curve  esiktirt,  der  auf  dem  aXuilicltcn 
I  ParntlelkreUo  liogt  und  von  dein  erstercii  am  gl'— 9"  absieht,  oder  ancb, 
I  dne»  je  xwci  dieser  Punkte  auf  eiuerlei  Parallelkrctti  vou  den  Meridiuien 
I  an  fp  und  qf"  in  gleichem  Sinue  am  gleiche  Bdgen  eulferiit  sind.  Durch 
1  sine  Drehnng  der  sweiieu  Onive  um  die  : -Ase  im  Beirage  von  tp  —  ^T 
3  die  CarvDQ  zuKauimenfallen;  sie  sind  demnach  nrs|träiiglicli  coa- 
IgTuent.  Wenn  man  die  zweite  Ciirre  anfein  anderes,  mit  dein  ersten  cou- 
I  grueutes  CoontinaleQäysltim  bezieht,  für  welches  iu  3)  91 — f^'+f"  gosetst 
D  mnss,  so  ergiebt  sieb  dasselbe  Uesultat.  Wegen  dieser  CongracDz 
I  darf  in  BelrachlungcD,  die  sich  nur  auf  die  Gestnll  solcbor  Linien  beEiehea, 
^bei  1  =  ^  stets  <p-^ü  gesetst  werden,  ohne  da^^H  mau  in  der  Folge  befürch- 
I  muss,  eine  Art  der  Curven  ausser  Acht  gelassen  zu  haben. 

Fat*  i  =  ('  werde  jetzt  z  einmal  gleich  :',  das  andere  Mal  gleich  i",  ttnd 
Butsprecheud  gleich  ip  nud  ^ ",  so  dass  die  Gleichungen  der  Kwoi  Car- 
1  [ihergcheu  in 


?=A, 


<«  +  », 


t  I 
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Hier  gleit  os  zii  den  nämlichen  i-Werthen  stete  awei  Pnukto  der  Cnr- 

I  V8U,   welche  auf  Parallclkreisen  liegen,  die  von  einander  tun  ^  (t'—t"), 

\  oder  die  von  den  ParaHelkreisen  zu  :'  und  ;"  nach  dorsetbcu  Seite  hin  nn 

ichvicl  entferul  sind.    Sollte  />  =  P'. /"  sein  und  P' kein  :  enthalten,  od« 

mselben  (  ausser  :  für  i^s'-f-m  und  ;= 

I  z"+ m  gleiche  Wertlie  amiphrneo,  was  auch  in  vorstellen  maj;,  so  liegen  die 
I  vorhin  zusammengeiiommpuen  Punktepaarc  noch  voneinander  um  +  (9-9"),  , 
entsprechend  von  den  Mfridianeii  za  <p'  nnd  ip'  nach  einerlei  Ur^h-  — 
I  richtung  um  gleiche  Bßgen  ah.  Ist  die  liediogung  fi.-+m  '=fi-^m  voihan — 
I  den,  so  erhaltet)  die  oben  bezeichneten  Farallelkreise  gleich«  Kadien.  Mkich 
I  Icanii  hieraus  ancb  die  EigenschaTlen  ablesen,  welche  in  deD  besonder«!^ 
I  Füllen  die  beidun  Projectionen  auf  die  jy  Ebene  erfüllen,  ßei  ip'=np"  wer-^ 
\  den  im  Allgemeinen  die  i^-Werthu  nicht  gleich  und  liegen  nur  da  je  twt^^ 

Lpuukte  zu  denselben  t-Worthen    anf  gleichen  Mcridiauea,  wo  wieder^ 

EfUr  z^=z'-ifm  und  s^z'+m  gleiche  Wortho  anuimmt.    Diese  Punkte  liege? 

■  noch  in  derselben  PsralU'leu  inr  >- Axe,  wouu  auch  ^  dto  analoge  Uedina 
_^Biig  eifUllt.  In  dioäeni  Ict^tciQtL  t'aUe  et\ialtea  die  beiden  Linieu  eioerLi 
ml'rojectiua  auf  die  jy-Ebcae.   Die»  \uBe*.u%ia^*ivti\.»V'^«*"'""'^^^^»^*^ 


J^OD  Dr.  BlEURINQBft.  561 


'  ^  ^  ^  jf     •  "»-  v-w  ^~  r-  r   •-  ^    ■    r^^^x^^  »^.  *  ■x-'^^.  ^^.•-^^•■^  ^^-N  ■%-.-  •N.^  ^  *•  y  .^^  j"-,^^  ^  ^  ^  •■^•.^v  x. -^   >.  ->      • 


Eine  Cong^uenz  der  Curven  findet  im  AllgeiutMuen  nicht  statt;  sie  ist 

P  . 

jedoch  vorhanden,    sobald  f  und   —  für  z'+m  und  z'^m  bezüglich  gleiche 

Werthe  annehmen.  Denn  bei  Einfuhrnng  eines  neuen  Systcm.s  für  die  zweite 
Linie,  wo  beim  Uebergange  2  +  2" — z  statt  z  und  (p-^-cp" — 9' statt  q>  ge 
setzt  werden  muss,  ergeben  sich  bei  gleichem  t  für  2,  Q  und  9  der  ersten 
Linie  gegon  das  alte  System  die  nämlichen  Werthe,  wie  2,  q  und  gp  der 
zweiten  Linie  gogen  das  neue  System,  und  beide  Systeme  sind  dazu  noch 
cougruent.     Da^f»  bei  q  uud  q>  die  genannte  Eigenschaft  eintritt ,  folgt  aus 

,     den  Bedingungen  für  f  und  --,  wenn  statt  m  z  —  z   gesetzt  wird. 

Sollen  die  Constanten  z'  und  qp"  der  zweiten  Linie  zu  dem  /-Werth  /" 
genommen  werden,  so  kann  man  durrh  d?R  Um  form  untren 

t  i  t'  t  t  t' 


I  Fdl  =  I  F'lt+  I  Fdl,       I    ^\u=  r 


sowie  durch  Einführung  von 

t 


V  I  Fdl    und     g>"+  / 


t  t 

als  neue  Constanten  der  aweiten  Linie  genau  die  vorigen  Fälle  und  die  an 
sie  geknüpften  Betrachtungen  herbeiführen.  Die  beiden  Integrale  zwischen 
doD  Grenzen  (  und  ("müssen  bei  der  Substitution  bestimmte  Werthe  haben. 
Wenn 

z"+  I  Fdl=^  '       .     ...     /   ^ 


.  I Fdl  =  z'  und  (p"+  I 


wird  ,  so  fallen  die  beiden  Linien  zusammen;  wenn  nur  eine  dieser  Gleich- 
ungen stattündet,  so  finalen  die  Fälle  statt,  wo  oben  entweder  die  Constan 
ton  zu  z  oder  die  zu  tp  gleich  sind. 

5.    Setzt  man  in  den  Gleichungen  der  Nr.  3  auch  —F  statt  F  und  —P 
statt  P,  so  erhält  man  die  Gleichungen  von  folgenden  vier  Jjinieu: 

I)  e  =  /,.  :=.fF(lt,  ^=Jj,ll; 

11)  .       e  =  A.  Z=jFdl,  g,==-j!Ldl; 

?  =  /..  t  =  -jFtll,      qp  =/-,//; 

IV)  f=f„  iL  dl. 


III) 


562  Ueber  Curven  auf  RötJationbÜclien. 


•Je  Bw^i'di^iser 'Linien  bieten  gewisse  leicht  ei-kennbare  Beziebungeo 
dai^j'Wölibetiütoaufgejjucbt  werden  sollen.  Alle  die  Bemerkungen,  welche 
iiicbifüT  di^  Oürveri  t)  und  II),  I)  undlll),  I)  und  IV)  aufstellen  lassen, 
kf^un  man.  offenbjtr  ohne  Weiteres  bezüglich  auf  III)  und  IV),  II)  und  IV), 
II)  und  III)  übck-tragen.  Die  Constanten  der  Integrale  werden  zu  demsel 
ben  /-Wertb  genonimenv  indem  die  Fälle,  wo  sie  zu  verschiedenen  ^-Wer- 
tben  gehören,  sich  durch  das  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  angegebene 
Verfahren  auf  den  festgesetzten  Fall  zurückführen  lassen,  z  und  tp  sollen 
bei  /=^'  in  der  Linie  I)  gleich  z  und  9',  in  der  Linie  II)  gleich  z'  und  9" 
sein.    Die  Gleichungon  der  zwei  Linien  sind  dann 


€  =  /"»» 


i 


rjdi  +  q>\ 


II)  o=A,      z^rF.il  +  z\     g,=^r^di  +  q>'\ 


,  Jjlf^Mfl  Äwei  ^*uuljsto  der.  zwqi  Linien,  welche  zu  gleichen  /-Werthen 
g(>hürv'4i.,, ;liegcu, auf  zwei, l^axallelkreiscn,  die  ontsprecbend  von  denen  zu 
z'  und,  .?"  |iAcU,fdor3cIbc.ii  @^te  l|in  um  gleichviel  entfernt  sind.  Findet  für 
ei^i  bi?)fcbiges: Tfi  |(^iQ;Be^iugupg  3t^tt /'A'^-m+Ts^^-m)  so. erhalten  die  Paral- 
Le)kvtiiii.e.  g)f.ic)ic,  J^di,^^  <  Jst^  .Ppf  PV/f,  ohne  das9  P'  c  enthält,  oder  all* 

geniöixi ,  Haty  utid'damil!  |  ^äc  die  Eigenschaft,  dasö  es  bei  gleichem  l 

ausser.^  für  &'^  w.nn^/ z"+r^  einßriei  Werth  annimmt,  sa  liegen  die  zu 
gleic^ien  /»Wcvtheaigebprigeu, Punkte  bezüglich  von  den  Meridianen  zu  q>' 

und  <p"  oder  grm(?inseliaftlicü  von  dem  Meridian  zu   ■- — —  nach  entgegen* 

gpsptzteu  jDi|Cl|i;i(ihtangon  n\n  gleiche .  Winkel  ab.    Treten  die  genannten 

Bealngüh^on  ftitf  und  —'  zugleich  auf,  so  gelten  gle!chBeitig  alle  erw&hn- 

ton  Eigen^cl/aftQu  (jber  '^viol  Curven  und  zu  den^uletzt  bemerkten  gleichen 

Winkeln  gehören  noch  gleiche  Bögen  der  entsprechenden  Parallelkreise. 

Im  Falle  ?'=2"  ist,  kann  unmittelbar  und  ohne  weitere  Bedingung  ftir 
■  p  •  ■ 

i"*  und  Ar:  behauptet  werden  ^  dass  die  zu  gleichen  i^Werthen  gehörigen 
Punkte  auf  denselben  Parallelkreisen  liegen  und  dass  sie  von  dem  Meridian 
zu  ^  nach  entgegengesetzten  Drelirichtungen  um  gleiche  Bögen  ent- 
fernt sinil.    Die  zwei  Linien  liegen  hier  symmetrisch  gegen  den  Meridian 


jga 
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Auch  die  Projectionen  der  Curven  io  den  Cuordinatenebenen  stehen 
in  den  angedeuteten  besonderen  Fällen  in  gewissen  gegenseitigen  Beziehun- 
gen, namentlich  aber  für  ein  Coordinatensy^tem,  welches  durch  eine  Dreh- 

uug  des  Systems  um  die  z-Axe  erhalten  wird,  die   — --  -  beträgt.     Um 

dieses  neue  System  einzuführen,   hat  man  <pH -^ statt  9  zu  setzen. 

Die  neuen  Gleichungen  sind: 

/  i 

I)  e  =  A,    z^fFdl+z\    ,p=r^rf/+?:z^; 


/ 


ff 


p  . 
Im  Falle  f  und  —  für  c'+m  und  c"+//i  gleich  werden,  liegen  die  Pro- 
jectionen der  zwei  Curven  auf  die  j;^ -Ebene  symmetrisch  gegen  die  neue 
:c-Axe.  Dies  lässt  sich  entweder  aus  den  über  die  Curve  im  Räume  ge- 
gebenen Bemerkungen,  oder  auch  sehr  einfach  aus  den  Gleichungen 
x^=^Q  costp^  y  =  g$ing>  einsehen.  Die  g  der  Punkte  zu  gleichen  ^-Werthen 
siii^  fiir  beide  Linien  dieselben,  die  go  hingegen  sind  gleich  und  entgegen- 
geaeUt;  folglich  stimmen  die  o:  -Werthe  vollständig,  ihre  ^-Wertho  aber  nur 
hinsichtlich  des  absoluten  Werthes  tiberein.  Da  ferner  die  eben  zusammen- 
genommenen Punkte  einerlei  x  haben  und  ihre  z-Werthe  sich  um  +  (z'-z'*) 
utafQrscheiden,  so  müssen,  wenn  die  Projection  von  II)  in  der  0:2 -Ebene 
parallel  dei  z-Axe  um  z  —  z"  verschoben  wird,  die  Projectionen  von  I)  und 
II)  in  der  Coordinatenebeue  zusammenfallen.  In  Bezug  auf  die  Projectio- 
nen der  zwei  Linien  in  der  ^z -Ebene  kann  aus  den  Bemerkungen  über  die 
y-  und  s-Werthe  geschlossen  werden,  dass,  wenn  die  Projection  von  II)  in 
ihrer  Coordinatenebeue  parallel  der  z-Axe  um  z  —  z'  verschoben  wird,  die 
beiden  Projectionen  symmetrisch  gegen  die  z-Axe  liegen,  also  auch  ur- 
sprünglich congruente  Curven  sind. 

Ist  z"=^z\  so  liegen  ohne  besondere  Voraussetzungen  die  Projectionen 
der  zwei  Curven  auf  die  x^-Ebene  symmetrisch  gegen  die  neue  a;-Axe,  die 
Projectionen  auf  die  yz  Ebene  symmetrisch  gegen  die  z-Axe,  und  die  Pro- 

jectionon  auf  die  orz -Ebene,  welche  in  der  Meridianebene  zu  liegt, 

fallen  zusammen. 

Um  die  Linien  I)  und  III)  n  \f^^S\w^- 

nngen  aa  Qrunde  gelbgi  we* 


parfiUul  üer  .r    Axe  Ulnh,  hat  also  in  äem  Fnllc  eine  Axu  dos  Mnriili«na  i 
dor  zs-GIbonn  tu  se\n:  9u bald  die  Bediiigiing,  wolclje  eben  für /*  äugen m 


Mcridinnt 

.k«lab.   Sifi 

gleichEeiÜg. vorbanden,  «o  könnon  plel 

nur  ftXrnmtlicbf  obigwn  Folgornngen  durub  di>  «woi  Curvrn  ang^wi^ndrt' 
iverdpn,  snn'leril  «n  ^ph  Ii>Uf|prwfilmti>n  Winkeln  knuiini-n  «nrli  noch  gli-irfi«  « 
UU£f>ti  <ior  ZHgnbÖrigBn  I'«ralLel kreis«.  D'iP  heidiin  l'rojpclifinrn  «nf  dro^ 
.ry-Et)i>nß  sind  unter  den  Ictzti^n  Iteilingangen  coDgrucnt,  well  dnrcli  flinÄ 
Ürehnng  der  Cnrve  l[\)  am  die  t-Axe,  die  f'—ip"  bKragi,.dic  »rmen  um* 
dritten  üloiohongi^ti  ron  I)  und  Hl)  volUtHndig  filierPiDStimmend  gpmWclK^, 
wenleu  kSnueu.  Kiu  Zu>ainuienf'aIl<?D  der  l'rojcclionon  findcl  von  triht 
«lall,  wunn  hier  <f''=ff'  ist.  In  LIcKiig  anTdie  hiL-rber  gohorigeti  i'rojeeliifc^j 
tiou  iii  der  xi  undy;-)5b»np  ist  l)ci  q>'=y"/n  berttckiflcbligeu ,  das« 
l'uuktc  tn  gli-icbon  I-Werthcn  übereinstimmen do  x  und  jf  haben  und  <Ii 


nach'bpidc^n  Seiter 


n  glolctiviel  udI* 


aclieiilfti.     Aud  dieMD  Qrüudeu  Vteg«i*  Atos«  V^üititttionen  liCKU£lioEi  » 
_  melmeh  g«gou  dio  Geraden  in  Aftt  jrt-  «»4  ui.-Y.>ia\i.ft,  -wiiW«*  ».  8 
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/    I        9» 

Z  "f*  z 

c-Wertli'^ goliören  und  parallel  der  x-  und  y-Axe  sind.    Diese  Pro- 

jectionen  sind  also  in  jeder  der  beiden  Kbenen  congruent. 

Zur  Verglcichung  der  Linien  I)  und  IV)  sollen  die  Gleichungen  benütist 

werden: 

t  t 


I) 


?  =  A  ,      z^  ffdl+z^  g,^  rLdl+  9)'; 


t  t 

t  ; 


III)  p  =  /.,      z  = 


^-^rFdi+z\  g>^^ r^di+fp' 


Je  zwei  Punkte  der  zwei  Linien,  welche  zu  demselben  ^gehören,  liegen 
auf  zwei  Parallelkreisen,  die  entsprechend  von  denen  zu  z'  und  z\  daher 

Z  ^T"  z 

auch  von  dem  Parallelkreise  zu  im  entgegengesetzten  Sinne  gleich- 

weit  entfernt  sind.    Die  Radien  der  Parallelkreise  dieser  Punkte  werden 

gleich,  sobald  /s^^-m  =  /»"-«>  oder,  was  nach  früher  dasselbe  ist,  sobald 

p 
//»'+»"      \  =  //a'4-s"      \   wird.    Ist  die  analoge  Bedingung  für  —  vorhan- 

(-2-+»)        \— ")  f 

den,  so  liegen  die  bezeichneten  Punkte  auf  ihren  Parallelkreisen  von  den 

zugehörigen  Meridianen  zu  q)'  und  (p'\  mithin  auch  von  dem  Meridian  zu 
— ; —    nach    entgegengesetzten    Drehrichtungen   um   gleiche  Winkel  ab. 

Finden  die  erwähnten  Bedingungen  für  /  und  —  gleichzeitig  statt,  so  gelten 

sämmtliche  Folgerungen  und  zu  den  zuletzt  bemerkten  gleichen  Winkeln 
gehören  wiedev  gleiche  Bügen  der  zugehörigen  Parallelkreise.  In  diesem 
letzteren  Falle  müssen  offenbar  die  Projectionen  der  zwei  Linien  auf  die 

xy  Ebene  symmetrisch  gegen  den  Radius  vector  zu  liegen.   Es  wird 

nun  zur  weiteren  Betrachtung  der  Linien  ein  neues  Coordinatensystem  in 

der  Weise  angenommen,  dass  das  alte  System  in  das  neue  Übergeht,  wenn 

z  H~  z 
sein  Ursprung  längs  der  z-Axe  um  — ; —  verschoben  und  seine  d?y- Ebene 


tf 


f  I       * 

um  die  z-Axe  um  -  -—  gedreht  wird.  Damit  die  Curven  auf  dieses  neue 
System  bezogen  sind ,  ist  in  den  obigen  Qleichangen  z  +  "-^  "-  aUtt  z  und 
9+ ■^—T —  statt  fp  zu  setasen;  diese  geheti'daJm^ 


D  «uf  RotHlionafllii'li- 


I)  _  ?  ■: 


I,  -...i.ni»i-l*«««tl*  N  «>■ 


■'(-'f) 


.1    .'f^'-l^) 


.1 


l,....|..l   ..Tt,   ,..■?■ 


J  'i^^: 


z)  . 


Unlflf  der  VoTaiisttctZfiug  ,  dHSS  /'und  -t\i1'*>  »lieu  bttEetclineteu  EÜgcn- 

seharicii  errtalleu,  stimmen  dis  ^-Worllie  derl'unklu  xu  gleichen  l-W«rtli«ii  ^ 

vidlxlXridig,  din  :  uinl  ^  dagogen  nnr  liiaBioliilidf  des  »himlutatit' Wi>rtl>e«  f 

übnrdiu.    Mit  llinisiiitBliiiKi  vnii  x  =  iitv»t^  and  v=(  i'»?)  folgt  wriirr, 

di«  netien  x  Wertlie  di^r  Punkte  in  Be^ng  ftnr  Grosso  und  Voneicliea, 

neuen  y  »bi^r  nur  in  Bnaug  auf  Grösse  gleich  «Ind.    Ziebt  tDND  diese  RewI' 

tMle  zusammen,  ho  erginbt  sieb,  dsss  die  Projetrt Ionen  der  xwei  CorreB  w 

diu  xi^    und  z:   Hbene  (iytnnietri!K^h^<>g^u  die  a;-)ATO,  i'|iQ.,E'ri>iecMoneii  «ti^^^ 

die  yz   Ebene  verkehrt  symnietiisch  gegen  die  y    oder  t-Axe  liegen.    '"—    ^ 

Radii  voelorca  der  beiioicbnetcn  F|unkt(!  bHden  in  den  letzten  rrojecliuno^»-^ 

eine  Gerade  nnd  die  Linien  decken  sich,  »^bitld  mnn  :«eb  eine  ■'"—"-     , ^ 

in  der  yiEbewe  um  den  Ursiirung  nm  1*1"  gedreht  dcnhl.*  ~  Wird  för  d"     ^„ 

(Jurve  IV)  ein  besonderes  Coordinnlensystetn  angenoinmm,  des*vn  y  nr   ^„l 

t-Axe  gegen  dieselben  Aseu  des  letxen  l5yKt«ini>  rnilgegengeMizI  geriahc=^»-.tr 

Bind,  dessen  Urebriditüng  vnn  tp  alsn  niicli  ejitgegeogesetxt  wird,  ko  bnt  inc  ^ri>! 

in  IV]  — :  aUlt  i  und  — ^  slalt  qd  lw  setzen.    Üurcb  diese  Substiialio 

P     . 
durch  unsere  Bedingungen  für  (  und  -  stimiuen  die  Gleicbnjigcn  von  I)  n 


IV)  gegen  ib 
daher  auch  di 


e  congiuenten  Systeme  votUtKudig  ilb«rein,<  nnd  «a  a 
■  Cnrveo  selbst  congracnl  »ein.  ' 


Im  Kutgi-nden  sollen  einige  besondere  Fülle  betrachtet  wcideD,^ 
die  Bemerkungen  der  letzten  Nummer  anscbliessen. 
Clin  flöi  eine  Function  R,  Aw  TVAm'^^Ti^VwWtti' '" 


I     .1    : 
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wo  l'  einen  bestimmten,  9  einen   beliebigen   positiven   /-Wertb  vorstellt, 


wenn  hingegen  bei  sonst  gloichcu  Unistänilen 
wird,  Bö  ist  ■        *   '  '  ^      \ 


j  Rdl^JRfff. 

Für  die  folgenden  Betrachtungen  \wird  jede  Curve  in.zwe^  Tbeile  ge- 
theilt,  von  welchen  der  eine  Tbeil  zu  t^ty  der  andere  Theil  zrxi^i  ge- 
hört; diese  Tbeile  werden  bei  I)  in  Nr.  5  vorgestellt  durch 

^  I  Fdt+Z\     q>:=^l  jdl  +  q>\ 

mj;,lI   i.-.j  ..Mi  )i^f=?/ar.«  2^=??^-/  ^f'i<4-y,:.   <p  «n  /  '  y  d/ +  V«    '     ■  ■'■'    ' 

Mht^Oi^lt(Nli4laQhl:einiln4«l!:dia  Bedingungen      i 

•lue'iJf  :)'-.>il'  n!;;i»   :..tMi\     .:  ./i>V    '    :  i-    ■-     /'^V  '     ■•■^•■' 

^Ulb«^mft''iiiit'hilf6''def  <^bigcä  GHciebtrngett;  nach  dc^en  stattfindet 

"-'«•rj-ii'.!'   'utiM    ü.'i-    :./.;:i     !..;    if-     .    ■  •  /'     f-      '         f   *    T  ' 

'•^»  inU>ii7/      f;>'MM.  ',:  .  =  :-^_.    ■"'•    -A  ..  •    .  .      r'' 

^4ftiri^  mtt>Jtin,  jfpei^fibenen  GIeicUung€n  für  die  Thuile  einer  Onrv/>izu  l'^i' 

'^""Nii^^lj.snlfa^.^Aa  Jli^ensekAfteo;  welchd  in  Nr.  5  für  die  Ourven  I)nnd'HI) 

^iif^r  den  'entsprecfaetiden  Bedingungen  für  f  und  —bei  z"^=.z  und  q>'=^cp' 

^^iitlialten  sind,  auf  die  genannten  Theile  jeder  Curve  übertragen,  wenn  man 
"^^r  ^itiU  der  rnnktie  zu  gleichen  l-Wertbcn  Punkte  zu  solchen  /-Werthen 
'^^'•imnienhifnmti.  die^iam  gleichviel  grösser/und  kleiner  als  ^  sind.  —  Tritt 
***  den  Bedingungen  1),  2),  3)  noch 

"'Oati  nnd  wird  in  denl»ii|i.enI)undU|)  ^ßr  Nr,ö  uocU.x'äx'  w^  q>'!:^^'  ^  w 
"^^^^^ea  DMch  dem  eben  aagegebenen  Verhalten  derTbeW^  ^^^ev  ^Wo^Ä^tC^xv^xN^xw 


üeber  Carren  auf  Rotation ofiKchen. 

die  Curvpn  I)  nntl  III)  aelbat  znsammGufnllpn,  nnd  swftr  mos«  der  Tb«il 
■/.a  ( >■  ('  iler  einen  siif  dem  Tlieile  lu  ( ■<  /  Jer  anilern  Cnrvo  lingcD.  Bei 
'p" <.  f  l^a'leii  dipsr  Linien  erst  dann  zusammen,  wenn  die  Curre  111}  ira 
Uetrage  von  tf'—f)"  um  die  b  Axo  godrclil  wird.  Das  nSmÜche  Verlialtcn 
findet  unter  den  gleichen  Bedingungen  bei  II)  aud  IV)  statt 

Für  die  Bedingungen  2)  und  4),  sowie  ffir  i"=r'  «ind  nach  Nr.  5 
Corvcn  I)  und  IV)  und  awar  die  Tlieiln  dieser  Linien  congrnent,  welclia 
gleichen  t  Werthen  onlspreclien.  Für  L),  2)^3)  und  4)  sind  naeh  dorn  eben 
bemerkten  Kesullat  II)  nud  IV)  cüngnienf ,  jedocli  die  Theile,  welche  xn 
i'^l'  und  i^f  gi-liSrenj  folglich  müssen  für  die  vier  Bedingungen  aticli  T) 
und  II)  nnd  zwar,  wie  im  letzten  Falle,  beEÜglicb  ihre  Theile  an  />/*  imd 
t  ^^(  congrnent  sein.  Analoges  gilt  von  ÜI)  nnd  IV),  so  dass  alle 
Curven  hier  congrnent  werden. 


Es  sollen  JPI71 

n»c1. 

inander  die  R^dinf^nnge 

n  h^sle 

0  niirli  stntiliniliT 

Weil  dnrch  die  vorletzte  Gleichung  das  ;  einer  Cnrve  für  ('+6  trod 
i—  b  das  iiümliche  wird ,  so  iHsst  sieb  die  Bedingung  3)  nnr  auf  das  n 
telbar  darin  vorkommende  f  he^cbrünkon.  —  Aus  einet  Vergteichnng  der 
«n  (>i'  und  (<('  gehörigen  Tbeilo  difs.i  Purveii  f..lgt,  daas  ai(mintlicl>«>i 
Gigensebnfteu,  welche  in  Nr.  5  bei  i"=i'  nnd  qn"=(p'fiir  die  Carven  I)  nn^ 
II)  enlliallen  sind,  fluf  die  heaeichneten  Theile  der  Curven  SbfMira^^ 
worden  können,  sobald  man  I'unkle  en  f- Werthen  zusammennimmt,  diero^ 
{  nach  beiden  Seiten  bin  gleichweil  abliegen.  —  Würden  sowohl  für  d*^ 
CüTve  I)  als  II}  der  Nr.  5  i"=t'  nnd  tp'^ip,  sowie  die  obigen  Bedia  ^ 
ungeu  vornnNgesetzl,  so  gelten  für  die  Theile  der  zwei  Curven  zu  gleich^^ 
/-Werthen  nnd  für  die  Theile  jeder  einzelnen  Cuive  an  '>«'  tind  '<^^ 
die  nilmlicbcn  Eigenscbafteu,  so  dass  nolhwendig  der  Theil  zn  f>('c 
einen  mit  dem  Theile  zu  ( <  ('  der  andern  Cnrve,  und  deobnib  » 
Curve  II)  mit  der  Cnrve  I)  zusammenfallen  mnss.  Für  tp"^  tp  erfolgt  il 
fies  Zusammenfallen  erst  bei  einer  Drehung  der  Curve  nm  die 
welche  tp'—<f"  bclr.>igt.  In  den  gleichen  Beziehungen  sieben  auch  die  C 
ven  UI)  nnd  IV).  —  Nach  Nr.  5  sind  di..  Onwen  l)-und  IV)  odw  11)  r 
)  COfl^rueiit ,  wenn  bei  i"=r' 


^..=r...,  (S)..=^.-. 
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Finden  diese  Beziehungen  neben  1)  nnd  2)  statt,  so  werden  alle  vier  Linien 
unter  »ich  congrnent,  nnd  zwar  bei  der  einen  Parthio  die  Thoile  zu  gleichen 
/-Wcrthen,  bei  der  andern  Parthie  bezüglich  die  Theile  zu  />/'  nnd  /<<'. 
Fflr  tp'z=tp"  ziehen  sich  die  vier  Linien  auf  zwei  zusammen. 
Im  Falle  nacheinander  die  Bedingungen  vorhanden  sind: 

2)  fz'-\-m  =  fi'—i 


m  y 


'^  ilX+Q-i?).'-!)' 

•fco  auch  ^,_^^  ^,_^  ^,_^^  ^,_^ 

7  t'  t'  V 

ist,  im  Fall  ferner  2"=:' gedacht  wird,  und  endlich  statt  der  Punkte  zu 
gleichen  /-Werthen  Punkte  zu  solchen  /-Wcrthen  zusammengenommen 
werden,  die  von  f  um  gleichviel  verschieden  sind,  bestehen  für  die  Theilo 
zn  />/'und  i^t  von  jeder  dieser  Curven  die  sämmtlichen  Bemerkungen, 
welche  in  Nr.  5  über  die  Curven  I)  und  IV)  unter  ähnlichen  Voraussetzungen 

p 

für  f  und  —  aufgestellt  wurden;  die  genannten  Theilo  jeder  Curvc  sind  also 

auch  congrnent.  -<  Kommt  zu  den  Bedingungen  1),  2)  und  3)  die  Bedingung 

Uqzq,  so  kann  man  ganz  in  der  früheren  Weise  schliessen,  dass  bei  q>"=tp 

beziehungsweise  die  Theile  zu  t^{  nnd  t-^l'  von  I)  und  IV),  daher  diese 

Linien  selbst  zusammenfallen  müssen,  und  dash  bei  (p' ^rp  dies  erst  dann 

Stritt,  wenn  die  Curve  IV)  im  Betrage  von  tp  —  9"  um  die  c-Axe  gedreht 

wird.    Das  Nämliche  gilt  für  die  Curven  11)  und  III).    Die  Cnrvcn  I)  und 

n)  oder  III)  und  IV)  werden  hier  nicht  congrnent,  indem  sich  ihre  Gleich - 

logen  fSr  die  vorhandenen  Bedingungen  nur  in  Bezug  auf  Coordinaten- 

^steine  fibereinstimmend   machen   lassen,    welche   nicht  congrnent  sind. 

Jedoch  kann  bemerkt  werden,  dass  z.  B.  fUr  I)  nnd  II)  nicht  nur  die  in 

^'.  5  Aber  diese  Xinien,  sondern  auch  die  dort  über  I)  und  III)  ausgefpro- 

^oeiien  Eigenschaften  gelten,  wenn  man  nur  im  letzten  Falle  Punkte  zn 

••niinennimmt,  welche   zu  /-Werthen  gehören,   die  um  gleichviel  groM^er 

"•^er  kleiner  als  /  sind. 

Finden  endlich  die  Bedingungen  statt 

f-^i  /-5  f-^i,  t'-f) 

/"■"=/'■■"• /7""-/r"' 


Ueber  Cmven  anF  Rotationsflächeii. 


80  fallt  bei  jeder  Curve  der  Tbeil  zu  ( <  l'  mit  dem  Tbeile  zu  />  t"  xm 
mou.    Mau  kAnn  hjpr  also  nbne  Veränderung  der  Uiiietiitide  die  Voraussfls- 1 
iiiig  machen ,  (  soll  entweder  nur  grösser  oder  nur  kleiner  als  C  oein. 
piner  Vergleicbung  dei  Nr.  ö  ksnn  unter  den  jetzigen  Bediiigaugen  den  tlart 
gegebenen  Uemerkungen  niclils  Besonderes  mehr  beigenigt  worden. 

In  den  bisherigen  Belraclitungen  zweier  Ciirven    wurde  »lets  »( 
gesetzt,  dass  ;"=;'  ist.    Um  uuo  auch  einen  Fall  an  verfolgeu,  wo  ; 

p 
iat,  sollen  für  F,  f.  -  die  ersten  Bedingaugen  dieses  PKragraiiben   g 


werd 


■  f 
lulute  Tür  die  anderen  Fälle  köniion  «nf  ähnliche  Weise  * 
Für  die  Cutve  I)  erhält  oinn  KUiiili-lifit  die  BcdiugiingeH 

1)  /v+s=>V-e. 


(fU,=(a.-.- 


Damit  fUr  die  Curve  II)  die  gleicben  umstünde  vorha 
I)  nnd  2)  noch  stAttzuGndeii 


») 

r>-+.  =/•.■•- 

«) 

(7U.r(f 

estelil 

■m.^aer  (Ups 

en  Voraussetzungen  n 

7) 

r.'+.-f."- 

») 

f-n. -(; 

so  zeigt  aich,  daas  die  Seiten  der  Gleichungen  des  Tlieiles  zn  /^f*  d 
einen  mit  den  Seiten  der  Gleichungen  des  Theiles  zu  '<;'der  andera 
Curve  übereinstimmende  Wertbc  liefern,  sobald  die  Curve  II}  ai 
Honderes  Onordinatensystem  bezogen  wird,  wo  beim  IJebcrgnng  auf  dassellK 
—  r  +  :"+:'  ^lIllt  j,  und  — y  +  ijp'+y"  stHtl  ip  gcsetst  werden  mnss. 
ansserdem  das  neue  System  congrnenl  dem  nlten  System  ist,  sn  sind  d  ^^ 
eben  ziisammcugenommenen  Tbeile  der  zwei  Curven  nnd  dnher  di»  Inttix  -^ 
ren  selbst  congrufnt.  Die  acht  Bedingungen  dieses  Falles  können  redn« 
werden,  weil  sich  zeigen  lüsst,  dass  5)  und  O]  in  den  Gleichungen  3),  4),  ^.1 
nnd  S)  entlialten  sind;  es  folgl  nämlich  ans  3)  und  T) 

/■^--.  =  A"-«, 

aus  7)  folgt 

iiu'I  aim  den  beiden  letzten  ri\c\c\\mi^en  fnl^t  die  Cleiclinng  i).    An* 
ttuia  iirit-Jige wiesen  weiden,  Ann«  (i^lti  Vm»AS^ '.■■w*v«ä'i.»xv\a.  — 


ifa 
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ven  I)  und  III)  sind  nnter  den  obigen  Bedingungen  ebenfiills  congrnent. 
Dies  Iftsst  sich  entweder  deshalb  schliessen ,  weil  die  Curve  III)  in  Bezug 
auf  ein  neues  Coordinatensystem ,  für  welches  beim  Uebergange  c+s"— Jf' 
statt  z  nnd  9  +  9" — <p'  ^^^^^tt  q>  zu  setzen  ist,  dieselben  Gleiehtingen  orhSlf, 
wie  die  Cnrve  I)  gegen  das  alte  System,  und  beide  Systeme  dazu  nooh  eon« 
gruent  sind,  oder  deshalb,  weil  I)  nnd  II)  nach  dem  Voransgegangenen,  und 
wenn  in  II)  nnd  III)  z" und  q>'  als  Constante  zu  z  und  9 genommen  ^erden^ 
diese  letzten  Linien  nach  Nr.  5  congrnent  sind.  Endlith  werden  auch  die 
Curven  I)  und  IV)  congrnent,  denn  die  Bedingungen  7)  und  8)  führen  un- 
mittelbar zu  denjenigen,  welche  in  Nr.  5  die  Congruenz  I)  und  IV)  nach 
sich  gezogen  haben.  Zu  dem  nämlichen  Resultat  gelangt  man  auch  aus  der 
eben  gezeigten  Congruenz  von  I)  und  IV)  und  aus  dem  Zusammenfallen 
von  II)  und  IV),  das  nach  dem  orsten  besondern  Falle  dieser  Nummer  dann 
eintritt,  wenn  bei  diesen  letzten  Linien  z"  und  tp"  die  Constauton  zu  «  und 
(p  sind. 

Wären  bei  den  letzten  Voraussetzungen  zuerst  I)  und  IV)  oder  II)  und 
III)  miteinander  verglichen  worden,  so  hätte  auf  die  angedeutete  Art  mit 
Hilfe  von  Nr.  5  die  Congruenz  dieser  Linien,  durch  das  zuletzt  berührte 
Zusammenfallen  von  II)  und  IV)  die  Congruenz  von  I)  und  II)  und  dadurch 
die  Congruenz  sämmtlichcr  vier  Linien  ohne  eine  besondere  Coördinaten* 
änderung  eingesehen  worden  können. 

Zum  Schlüsse  der  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  soll  noch  erwähnt 
werden,  dass  die  Resultate  irgend  eines  der  besonderen  Fälle  dann  stets 
gelten,  wenn  überhaupt  ein  Paar  von  i-  und  »«Werthen  ejtistii*t,  welches 
den  Bedingungen  dieses  Falles  Genüge  leistet.  Die  besonderen  Umstände, 
die  oben  vorhanden  sind,  dass  nämlich  der  genannte  f-Werth  eine  Grenze 
des  Integrals  ist  und  zu  ihm  der  fragliche  z-Werth  gehört,  können  theils 
durch  eine  am  Schlüsse  der  Nr.  4  angedeutete  Aei^derung  der  Grenzen  der 
Integrale,  theils  durch  eine  passende  Verschiebung  des  Coordiuatensystems 
längs  der  z-Axe  herbeigeführt  werden. 

7.  Es  sollen  jetzt  einige  besondere  Fälle  der  Curven  betrachtet- werden. 

Wenn  F=0,  also  z=c  constant  ist,  so  bestimmen  untrere  Ol^chnngen 
den  Parallelkreis  zu  s=c,  oder  nur  einen  Theil  desselben,  je  nachdem  die 

/P 
-  dt  für  die  verschiedonei;!  ^  Werthe 

variirt,  sjch  um  mindestens  2n  unterscheiden  oder  nicht. 

Für  /^=0  wird  ^=(7  constant  und  man  erhält  den  Meridian  zu  diesem 
Winkel.  Die  Axen coördinaten  dieses  Meridians  genügen  nach  Kr.  1  den 
Gleichungen«  . 

.  ZeiUebrin  r,  Mmthemmük  ■.  Physik,  XVMI,  t.  * 


7I3T 

STS 


r  KotRtionsflIichen. 


Mit  Zaiiebnng  der  drHten  Gleiclung  erhält  man  den  Meridian  guia  i 
nnr  znm  Theil,  JB  naclidem    j  Fdl  »IIb  reellen  Wurtlic  ilnrcliUnft,  für  dit] 
/■j  roell  wird,  oder  nicht. 

Sind  die  Gleifliiiiigen  der  Ltixodrome  herzuleiten,  an  durf  t 
hci'itck»ichtigcn ,    da&s   das    in  Nr.  1    nälicr  bezeichoeto  Etenieiilontlreieefcl 
lilDgB  der  gunzcn  Linie  Jibniich  &eiii   muss.     Bozcichnol  ■>  don  constanion 
Winkel  des  Dreiecks,  welchen  das  Elemeut  der  Curve  mit  dem  Kugehurigcn 
Element  des  ParnllelkreiseB  bildet,  so  ist 

dp  Pdl  ~ 


Die  (ilercliniigen  di 


Die  crst(«  der  drei  letzten  ßlcicliiingcn  bcslimmen  die  Losoilrninn  und  xw»r 
znnScbst  ihre  Projectionen  nnf  die  xz-  nnd  y;-Ebenn.  Durch  Hinxnniilinio 
der  dritten  Gleichung  erhall  innn,  v/in  nben,  die  gnns«  Linie  oder  n 
Theil  derselben,  je  nachdem  i  Alle  Werthe  annimmt,  Tilr  die  x  mid  y  r 
werden  oder  nicht.  Die  l'rojeclinn  aiiT  die  iry- Ebene  nrhKIt  mmi  dm 
Elimination  vor  ;  ans  den  Gleicbtingen  für  X  und  y. 

Aübnticbo  Keenltnte    können    für   n1le  ilie  Linien  aufgeslellt  wradw 
bei  weichen  P=f''dti  ist  und  /''  kein  unmittelbares  i,  Rniidvrn  ni 
hklt.    Für  diese  Linien  i.-t 


=/- 


Sollte  hier  aus  der  ersten  oder  iv;cH«n  Gloichnng  das  /sich  wegWben, 
wird  die  Projectoa  anf  die  xz-  oA«  ai-^Ww»  ^*!w  tWa  vnv.'^w"»*»  Roial 
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»'•^.•X^-*.!^^-*-     ^    -v.' 


tionsflftchcn   die   nHiDlicbe.     Um    den  Fall  horbeizufüliren,    dnrf  inrin  nur, 
Kohalf]  F'  eine  beliebige  Function  von  z  vorstellt: 

»pfzon ;  es  wird  dann 

-:  dz=  i      .       _     ,  -pI-t-I  <i z  =  firr cos  — 


nnd  also 


'"'-,-'■-'■ 


Hieran  scliliesst  sich  nninittölbnr  dio.  Anfgabo,  das  /^  oder  /^  so  zu  wälilon, 
Haas  die*  Projection  der  Onrve  in  der  xz-  oder  j/c- Ebene  eine  gegebene 
wird.    Man  hat  dabei  noch  zn  beacfiten  ,  dnss  die  bestimmten  Grenzen  der 

Integrale  der  gegebenen  Ourve  entsprechend  angenommen  werden  müssen.) 

p 

Enthält  --   ausser  durch  /*kein  c  nnd  auch  kein  /,  nnd  ist  /'=/*"  ^  .  dft 

f*o  werden  die  Gleichungen  der  Curve 


daher 


/P'  CP"  /' 


Die   beiden  ersten  Gleichungen  bestimmen  die  Projectionen  der  Curve  auf 
die  xz-  uud  yz- Ebene;   sie  bestimmen  aber  auch  die  ]^rojection  auf  die 

j^jf -Ebene,  sobald  in  einer  von  ihnen  J^ir'+y*  statt /"  gesetzt  wird.  Weil 
in  dieser  die  Projection  auf  die  j?;/- Ebene  bestimmenden  Gleichung  kein 
f  mehr,  vorkommt,  sondern  nur  .r  und  y,  so  bleibt  die  Projection  offenbar 
für  alle  Rotationsflächen  unverändert.  Mit  diesem  besondern  Falle  lässt 
sich  daher  die  Aufgabe  lösen,  F  oder  P  so  zu  bestimmen,  dass  die  Curve 
eine  gegebene  Projection  auf  die  j*// -Ebene  erhält.  Die  hier  vorhandene 
Bedingnngsgleichung  ergiebt  sich  am  leichtesten,  wenn  man  sich  die  Polar- 
gloichang  der  gegebenen  Projection  nach  y  aufgelöst  denkt  und  berücksich 
tigt,  dass 


-/7 


die  Gleichnng  der  Curve  auf  der  Rotationsfläche  ist,  welche  der  vorher  ge- 
nannten Polarglcichnng  zu  entsprechen  hat. 

8.  Durch  die  Lösung  der  Aufgaben,  die  Gleichungen  der  Linien  auf 
Roiationbfiiichen  mit  Zuziehung  der  Functionen  P  und  F  zu  bestimmen, 
wti}ehe  gegebene  Projectionen  auf  eine  der  (!o«TA\wÄ\.<>t\^\>^wv\\\\^^xv.,  veX. 


wo  iV  nur  eitie  l-'unctiun  voa  :  mciu  uall.    Uie  Bedingung  iJrlq 
In  iiQSPretii  Eilem(-utniiilr(<ieuk  dtm  Verbällnibü  von  ilp  uuJ  dm 
Bli'monipn  rfcs  ParallelltrpiBes  iin.l  iJoa  Mfl.iiJiaus  eiuer  uur  »^" 
güti  Functinti  onlspriclit,  oder  dnse  diese  Function  );l[M>h  longa  if_, 
dar  trigoDiitiif^trischon  Cotangente  üei>  Winkel»  ist,  den  dia  Ttft 
serer  Curve  mit  dem  Farallelkreis  bildoi.    Hier  wird 


vtf  ibt  die  Mciidianlänge  uod  :',  z"  aind  die  i-WertliM  dor  Knäpa«^ 
liurdcksicliiigt,  daMS  f/^colanga,  so  kann  nocU  gescui  werdSB 


Diene  lotste  Fuiiu  eignet  uicli  in«losund«re  für  duu  Fall, 
pHncliun  von  :  gei;eben  ist.  Dio  Ciieichiing  xwisclien  a  und 
iiuL-li  Liatli,  ;  niifgrliiat  und  daoD  L  dia  Form  gegeben  wpi-deu 


liier   wären   a"  uuil  a    die  Wertlie  ,   welcbe  a  fUr  ;  =  ;'  und  :  =  i" 
t'iii'  die  I.oxiidrunie  Ul  y  ^  culniig  a  oder  nuuli  a  coiiütaut ,  daLer  « 


oder  glei(;h  der  Meridinnliingo  zwischen  den  Parallelkreiseu  der  Bbi 
getlieilt  darch  deu  Sinus  ilos  WinkcU  der  Curve  mit  den  Panll^T 

Sowie  olien  zwischen  dp  and  dm  eine  gawisso  lie^icliuiig  ai^i 
wurde,  äo  könnte  clieä  aacli  zwiscben  dp  and  du  oder  Kwischsti ^« 
gcscliulien  und  die  iibigc  Furniol  l'ür  L  diesen  Beziclinngen 
mugaruruit  werden. 

Uie  Formel  für  die  Krüaimang  kann  aus 

,^Cfl'x,f'y,-3'i„aa:,)'  +  t&'.',gJt-a'.t-,a:,)'  +  id'<jiött-r\ 

erkalten  werden,  wenn  man  dio  verscliiodenou  Ablflilungen  anä 
nagen  für  x,  >j,  z  iu  Nr.  l  \iev\ioU.     £s  w.y^v<i\i\.  kk^i 
lUUifg  Jas  Kcdultat 
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^0  F  eine  beliebige  Fnnctiou  von  /,  P  eine  solche  von  /  und  z  vorstellen 
ktnii.  Damit  die  Cnrve  auch  durch  den  zweiten  Punkt  geht,  musä 


i"  t" 


^rFdt  +  z\      q/'^Cjdl+q; 


sUttfinden;  diesen  Bedingungen  kann  Genüge  geleiBtot  worden,  wenn  je  eine 

der  coDStanten,  von  z  oder  /  unabhängigen  Grössen  in  c|^*u  Integralen  so 

i^atimmt  wird,  dass  die  zwei  Gleichungen  erfüllt  sind.    Ausser  diesen  zwei 

i^timmten  constaoten  Werthen  in  diesen  Functionen  bleibt  nach  wie  vor 

«lies  Uebrige  beliebig  wählbar.    Sollte  die  Curve  noch  durch  mehr  Punkte 

foiieii,  80  könnten  wieder  die  zugehörigen  /-Werthe  beliebig  angenommen 

Verden  und  es  müssten  in  derselben  Weise,  wie  es  bei  dem  zweiten  Punkte 

/  i 

geschehen  ist,    oviel  neue  Constanten  in    /  Fdl  und  <p=  1  -zdl  den  neuen 

Y  r 

I-  Und  qp  Werthen  angepasst  werden,  als  Punkte  vorhanden  sind.    Es  ist 

daraus  ersichtlich,  dass,  wenn  die  beliebigen  Functionen  ^  und  P  einmal 

uigeDomuien  sind,  die  zugehörige  Curve  nur  durch  soviel  Punkte  geführt 

worden  kann,  als  die  geringste  Zahl  der  constanten  Grössen  in    1  Fdi  oder 

J  y:dt  beträgt. 

9.  Die  Formel  für  die  Roctification  der  Curven  ist 

L  =jyf+{i+dr,)  /'••  dt  =Jyrdq,\+{i+drz)Sz\  ai. 

Den  Ausdruck  anter  dem  Integralzeichen  hat  man,  insofern  es  als 
lAnge  eines  Elements  gedacht  wird,  stets  absolut  zu  nehmen.  Wenn  dieses 
h&tegral  zwischen  den  Grenzen  /  und  f  genommen  wird ,  so  erhält  man  die 
Länge  des  Tbeiles  der  Cnrve,  welcher  zwischen  den  zu  i  und  {  gehörigen 
Punkten  liegt.  Will  man  die  Länge  der  Cnrve  zwischen  Punkten  zu  ge- 
^benen  Coordinaten,  so  kann  man  in  die  Gleichungen,  welche  den  gegebe- 
oen  Coordinatenwertben  entsprechen,  einmal  die  eine,  das  andere  Mal  die 
^^ere  Grenze  einsetzen  und  die  aus  den  Gleichungen  sich  ergebenden 
''Werthe  als  entsprechende  Grenzen  des  obigen  Integrals  nehmen. 

Ans  der  Formel  für  L  ergiebt  sich ,  dass ,  wenn  in  den  Curven  1)  und 

J  oder  III)  und  IV)  der  Nr.  5  z'=z'  ist,  zwischen  Punkten  zu  gleichen 

^  ^Qrthen  oder  zwischen  den  nämlichen  Parallelkreisen  gleichlange  Stücke 

*^    ansammengenommenen  Curven   liegen.     Dasselbe  Hesultat  lässt  sich 

^H  leicht  auf  die  zwei  Theile  einer  Curve  zu  f>/'  und  i<f  übertragen, 

^^1d  die  bezüglichen  Bedingungen  der  Nr.  6  gelten. 

1^  Es  lassen  sich  verschiedene  Beziehungen  angeben,  wo  L  besondere 

j^     ^ingungen  erfüllt.   Um  ein  Beispiel  dieser  Art  zu  yerfo\g<ii\^  äoU  ^hi\ä^\\^\!w 

^^d  Fdie  Bedingung  besteben 
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-^  •'.-^•'-^*^>'-      '       ."-.  >--      •-^•-^-^^•„-.'' 


*/"  *" '  -'-•'*/■  y  ^  ^^^  ^  WN.'N.  -V'ws.-  .,•_'       ,.-  *-.   .-.-^  rf-_^ 


Hierher  gebort  der  Fall,  wo  Fdt  bei  dem  Elementendreieck  der  Nr.  l 
nicht  gleich  dem  Elemente  der  r«Axe,  sondern  gleich  dem  zugehörigen 
Elemente  des  Meridians  oder  =M  dt  werden  soll.    Statt  der  Gleichung  3) 

erhält  man  hier  aus  j/i  +  df^  ,dzt=M  die  Gleichung 


jy\  +  df\dz^j  MdU 


Die  Gleichungen  1)  und  2)  bleiben  unverändert;  man  hat  nur  das  z  dorn 
Werthe  gleich  zu  nehmen ,  welcher  sich  aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt. 
Die  in  Nr.  1  vorkommenden  Integrationen  lassen  sich  so  unmittelbar 
nicht  durchfahren ,  sobald  die  Gleichung  der  Rotationsfläche  nicht  in  der 
Form  a:*  +  y'  =  /^,  sondern  in   der  Form  f^^^=iO  gegeben  ist  und  diese 

Gleichung  nicht  wohl  nach  rv  =  ya^'\'t/  aufgelöst  werden  kann.  An  die 
Stelle  der  Gleichung  in  Nr.  i,  dx^t  +  dy\=dpt  +  P^y  tritt  hier 

oder,  weil 

;.^;       xdxt  +  ydyt 
w 
ist,  nach  gehöriger  Umformung 

ydxt—xdyt  _^ 
w 

2t\x  dieser  Gleichung  ist  noch  f^^  =  0  und  die  daraus  abgeleitete  Gleichung 

rv 

zu  .nehmen.*  Nimmt  man,  wie  früher,  z  und  seine  Ableitungen  als  bestimmt 
an,  so  muss  man,  um  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  x  zu  erhalten, 
aus  den  drei  letzten  Gleichungen  y  und  dyt  eliminiren.  Bei  der  Bestimmung 
von  y  müssen  x  und  dxt  eliminirt  werden. 

Kommen  in  F  und  P  neben  /  auch  z,  x,  y  und  deren  Ableitungen  vor, 
so  sind  zu  den  eben  aufgestellten  drei  Gleichungen,  sowie  zu  der  Gleichung 
für  dZi  durch  geeignetes  Ableiten  der  Gleichungen  mit  den  niedrigeren 
Differentialquotienten  oder  durch  passendes  Integriren  soviel  neue  Gleich- 
ungen herzuleiten,  dass  durch  die  Elimination  zweier  Coordinatenwerthe 
mit  ihren  Ableitungen  eine  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  des  drit- 
ten Coordinatenwerthes  übrig  bleibt.  In  diesen  Fällen  kann  in  den  Resul- 
taten /  nicht  blos  gleich  z,  sondern  auch  gleich  x  oder  y  genommen  werden. 

11.  Wird  /  als  Zeit  gedacht,  so  kann  man  sich  die  Linie  der  Nr.  1 
durch  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Rotationsfläche  beschrieben 
denken,  welcher  sich  in  der  Richtung  der  s-Axe  mit  einer  Geschwindigkeit 
=/*  oder,  was  zu  der  nämlichen  Linie  führt,  auf  dem  zugehörigen  Meridian 

/n/V  einer  GeBcbwiniigkeii  =/l+3f*»*F  uu^  gleichzeitig  auf  dem  zu- 
gebörigen  ParallelkreUe  mit  einet*Ge8cWma\%\LeS\  =P  lQt^v«^%\..  ^%ä 
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f  .^^-^y^  ^  .-•■-F-^-^  -C-*-«-^'^  ^  •*  ^  .^.-  *•  -^«r  «^^.^^  . 


könnte  aacb  dem  Punkte  nur  die  genannten  Geschwindigkeiten  längs  der 
z*Axe  oder  längs  seines  Meridians  geben  and  gleichzeitig  die  Rotationsaxe 

...  P    . 

fläche  nm  die  z  Axe  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit   = — -;  sich  drehen 

lassen;  oder  man  könnte  die  Rotationsfläche  in  der  Rinhtung  der  2-Axe  mit 
einer  Geschwindigkeit  =:  — iF*  und  den  Funkt  auf  den  Parallelkreiscn  mit 
einer  Geschwindigkeit  ^=^P  sich  bewegt  denken;  oder  man  könnte  endlich 
den  Punkt  festbtehend  annehmen  und  die  Rotationsfläche  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit =  — ^  längs  der  ;-Axe  sich  fortbewegen,  zugleich  aber  mit 

P 
einer  Winkelgeschwindigkeit  = —  —  um  die  letztere  Axe  sich  drehen  lassen. 

Durch  die  Bestimmung  der  Constanten  der  Integrale  wird  für  eine  gewisse 
Zeit  die  Lage  des  erzeugenden  Punktes  auf  der  Rotationsfläche  bestimmt. 
Um  bei  dieser  Anschauungsweise  auch  den  Theil  der  Curvo  zu  erhalten, 
der  zu  /-Werthen  gehört,  die  kleiner  sind  als  der  Anfangswerth,  kann  man 
sich  in  den  die  Bewegung  bestimmenden  Gleichungen  Anfangswerth  weni- 
ger /  anstatt  Anfangswerth  plus  /  setzen  und  nun  dem  /  wieder  absolute 
Werthe  geben. 

In  Nr.  8  ist  unter  den  jetzigen  Voraussetzungen  die  Aufgabe  gelöst,  die 
Beziehungen  aufzufinden,  in  welchen  die  bezeichneten  zweierlei  Bewegungen 
stehen  müssen,  damit  die  CurveaufderRotationsfläche  eine  verlangte  wird.  Da 
bei  dieser  Erzeugung  der  Linien  nach  den  dortigen  Bemerkungen  eine  der  Be- 
wegungen willkürlich  gewählt  werden  kann  und  die  andere  entsprechend  dazu 
bestimmt  werden  muss,  so  lässt  sich  noch  darauf  Rücksicht  nehmen,  möglichst 
solche  Bewegungen  zu  erbalten,  die  sich  am  leichtesten  einleiten  lassen. 
Wird  jede  der  zwei  Bewegungen  auf  diese  Weise  selbstständig  ausgedrückt, 
so  kann  jede  derselben  durch  einen  besondern  Mechanismus  hervorgebracht 
werden  und  es  handelt  sich  nur  darum,  beide  so  zu  stellen,  dass  für  den 
Zeitanfang   der  erzeugende  Punkt   die  verlangte  Lage  hat.     Ist,  wie  bei 

p 

-ss^ijPj../' oder  d(p  =  dq>z'(ii  in  Nr.  8,  das  /  beseitigt  und  eine  Beziehung 

zwischen  dq>  und  dz  vorhanden ,  so  können  beide  Bewegungen  einem  und 
demselben  Mechanismus  übertragen  werden,  der  1.  die  geradlinige  Bewegung 
längs  der  zAxo  in  eine  kreisförmige  um  diese  Axe  oder  umgekehrt  ver-* 
wandelt  und  2.  zwischen  dem  Wege  dz  und  der  zugehörigen  Drehung  d(p 
ein  Grössenverhältniss  herstellt,  das  für  die  Stellung  s  dem  Werthe  von 
d(pz  entspricht.  Die  Drehbank  ist  eine, solche  Vorrichtung,  bei  welcher  die 
angedeuteten  Bewegungsrichtungen  vorhanden  sind.  Bei  Bestimmung  des 
dq>t  und  dz^  können  die  Drehung  der  Axe  und  die  Fortbewegung  des 
Supports  selbsthtändig  eingeleitet  werden;  bei  Ermittelung  der  Gleichung 
zwischen  dg>  und  dz  ohne  Zuhilfenahme  des  /  kann  die  eine  Bewegang 
durch  die  andere  hervorgebracht  werden ,  v^eiiii  d\^.  '^^vc^^Ti^Vi^^x^^VuvGisi^ 
zwiacben  dq>  nud  dz  das  dem  dtp^  entapTe^Vk^xk^«  NexVÄVtivaaVvt^NsäöX* 
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lelvtnren  Falle  knnD  die  GeHuliwindigkeit  di-r  einan  Bewegang  ir^CDi 
genomuiea  werdoD;  die  andere  Gesell  windigkeil  wird  iluuii  von  Helbst  di 
jeuige,  welche  zur  Zeichnung  der  rerlauglen  Ctirve  nolbwendig  ivt. 

1 2.  Um  di«  ÄDwendborkcit  der  ohigrn  Betravbtuug«D  >U  K«ig«n,  «vllen 
bier  «ioige  besondere  Fülle  von  Curven  ins  Auge  gerNsst  werden.  Anf  aitwi 
bnsunderp  Discassion  der  Ourven  wird  dabei  uicbt  ciiig<>gi(iignii  trerden,  Au 
im  VorauKgegaiigenen,  ho  nnmrntlith  in  Nr.  3,  iu  Bezug  auf  die  ßmiUelang 
der  Fovm  der  Cuwen  und  ibrcr  frojttctiouen  n|le  die  nllgt^tiicin«»  Anb^lU' 
[lunkte  entwickelt  wurden,  welcbe  bei  diesen  Belrachtnngen  zu  UriiBile 
legen  sind. 

p 

Sind  die  beiden  Bewegungen  gloicbfürniig,  also  ^ip,=  -  = 

uotistant,  desgleicben  dti  =  v,  so  werden  die  Gleicbungen  der  Onrvo 

('»  =  /".  T     :  =  m  +  :',     ip  =  ml+  tp, 
wo  »'  und  ip  die  s-  und  yVfcrtbe  bqi  (  =  0  bezeiulmon.    Die  «riudscbi 
FlHcbe  der  Nr.  3  wird  bestimmt  durcb 

g>  =  w*—- 1  +  9»'. 

Dil'.  Axüugloicbnngeu  der  Curvou  atnd 

a:=/-cos(«.(  +  T'),     V=/"*"'C»-'  +  v').     :  =  '''  +  :'; 
die  I'rojectionen  auf  die  verscliiedenenCuurdinatoiKibouen  werdun  ba-ütiinuil 
durch 

x=f.cos\w.—^--^tt>'j,    y  =  f.$in\w.'~-  +  (p\,    x'  +  y'  =  f*^, 

wo  sUtt  :  in  der  letzten  der  Werlb  ans  einer  der  vurlolRlen  Giciclmns«! 
oder  Buigekebrt  der  Wertb  von  :  aus  dieser  in  eine  jener  Olcichnngm  i 
fietspn  ist.  Uic  Polargleicbung  der  Prnjoction  auf  die  j;y-EbcDU  erg»! 
sich,  wenn  in  ?=/'»,  t  =  u '  + 1',  oder 

gunetKt  wird,  ilabcr  aucb  die  Axengleiclinng  diuNcr  Projcctiou  durch  SnI 
»titution  von  eE=/a:*+y*  und  if  ss  arclang  ^..    Weil    —    hier  coiulaut  (*t^ 

HU  braucht  die  Bewogungsüberaetzung  nur  so  eingerichtet  au  wer<len 
Drehung  und  Vorschiobang  proportional  sind. 

Nimmt  m^n  als  Uotalionsflüclie  den  Cyliu  Jor,  so  int  ^=  j/a^+^sal 
cuiiklanl;  dalier  werden  unter  den  letzten  VoraUüNOlsungün  di«  ubigi 
Giniubungeu  der  Uurve  und  ibrer  Projcctionen : 

p=r.     :  =  P(  +  i',     tp  =  ivt-\-<f'; 
j-  =  ,- <■(,.(«. /  +  ,').     y^rtm{wt  +  <f,%     :^W  +  t'; 

f  =  rc-os//ff.  ' — -  +  v' j'     y  =  r  linlm.* — ^  ■V'^V     t'-Vtf  =  »*. 
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DioCurvo  ist  hier  bckanutlich  die  Schraubenlinie;  ihre  Ganghöhe  entspricht 
der  bifferenz  zweier  ;-Wortho,  die  um  i  =  —  auseinnnderlie<;cn,  uder  es 

wirü /i  =  i7. — ;  ihren  Neigunjjsv.inkel  gegen  die  c   Axc  oder  die  Mantel- 

Vmie  giebt 

dp       r  dtp      VW 

'^       am        «2  V 

Weil  ß  GODätant  ist^  wird  die  Curve  eine  Loxodromc.  Aus  den  Gleichungen 
für  h  und  ß  orgiebt  sich,  in  welchem  Verhältnisäe  w  und  v  stehen  miissen, 
damit  die  Ganghöhe  oder  der  Neigungswinkel  verlangte  werden. 

Die  Länge  der  Curve  zwischen  den  Punkten  zu  z  und  z'  ist  nach  Nr.  9 

jj  —   —     , 

cosß 

die  Krümmung 

r«- 
V*  _         l<i»(fß        _siH*ß 

''~    r(l  +''^f)    ~  '•(^ +  '""!/'' ß)'  ~     '• 

r 
Oller  der  Krümmuni^sradius  =  -r-r-;. 

"  surß 

Für  den  Rotationskegcl,  dessen  Spitze  wir  im  Ursprung  annehmen 
wollen,  wird  f=azy  wo  a^^tawjy  und  y  den  Winkel  der  Mautellinio  mit 
der  z-Axe  vorstellt.    Hier  erhalten  die  obigen  Gleichungen  die  Form 

p  =  /ir,     *  =  p/  +  r',     tp  =i  IV t -^  q> '^ 

m 

aL=  a  z  cos  (w/  +  9) ,     y  =  az  sin  (w  /  +  g>'),     :  =  /.'/+  c'; 
die  Projectionen  der  Curve  werden  bestimmt  durch 

x  =  az  , cos  (  w .  - —  "  +  flp  )  »     y  =  ^<  *  *'»w  ( w .  * — *-  +  9  j > 
die  auf  die  j;y-Ebouo  durch  Eiuführuug  von 

a  a 

iu  ciuo  der  letzten  Gleichungen.    Die  Polargleichung  der  letzten  Projectiou 
wird 


/ 


tp  —  q>    .     ,      av  UV       ,       , 

Qz=z  az=rr  at>,  +•=  --.CP •<P  +  *; 

w  w  w 

da  iu  dieser  dg  proportional  dem  dtp  ist,  so  ist  diese  Projc^etion  die  ^^e 
meine  Spirale.    Die  Ganghöhe  ist  gleich  der  Länge  des  Meridians  für 

^— -?  =  >»  =  r. —    üder=-     -    -^  \ 

w  cos  y       w  .  cos  -^ 
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der  Neigungswinkel  gegen  den  Meridian  wird 

n      ^P        Q*d(p        az ,  iangy .  z  ,w       z.w 
iangß  =  -^  =  J  ^    \  = ^\ = .  siny 


dm 


( "' )        (— ) 


Die  Curve  ist  also  keine  Loxodrome  und  ihr  Winkel  gegen  die  Mantellinien 
wird  um  so  kleiner,  je  mehr  sich  die  Curve  von  der  Spitze  entfernt.    Die 
Kectification  und  Krümmuug  können  mit  Hilfe  von  Nr.  9  bestimmt  werden. 
Für  die  Kugel  wäre 


Q,=  yr* — 2*,     2  =  »/  +  ^'»     <p  =  w/  +  <;p'. 

Die  übrigen  Bestimmungen  sind  leicht  auf  die  bereits  angegebene  Weise  zu 
treffen. 

Bleibt  die  drohende  Bewegung  gleichförmig  und  wird  die  Be- 
wegung parallel  der  z-Axc  eine  gleichförmig  beschleunigte,  so  wird 

z=-\9i^  +  ct  +  z\ 

c  stellt  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  g  die  Beschleunigung  vor.  Die 
übrigen  Gleichungen  bleiben  Q  =  fzf  q>  =  wt'\'(p^  Eliminirt  man  aus  z  und 
<p  das  i ,  so  erhält  mau  als  Gleichung  der  windschiefen  Fläche ,  die  für  die 
Bewegungen  eine  bestimmte  ist  und  als  Schnitt  mit  der  Rotationsfläche  die 
verlangte  Curve  giebt,  , 

Die  anderen  hierher  gehörigen  Gleichungen  sind  analog  dem  Obigen  zu 
erhalten.  Wird  g  negativ  gesetzt,  so  ist  die  Bewegung  parallel  der  s-Axo 
eine  gleichförmig  verzögerte.  Setzt  man  g  =  der  Beschleunigung  der 
Schwere,  so  erhält  man  die  Curvcn,  welche  ein  Punkt  auf  die  sich  gleich 
förmig  um  ihre  Axe  drehende  Hotationsfläche  zeichnet,  der  parallel  der 
verticalen  Rotationsaxo  geführt  wird  und  dessen  Führung  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Schwere  steigt  oder  fallt.  Hierher  gehört  demnach  auch  die 
Curve  auf  dem  Cylinder  des  Morin'schen  Fallapparates;  für  dieselbe 
ist  noch  r  =  0  und  kann  der  Ursprung  des  Systems  so  angenommen  werden, 
dass  auch  z'  und  (p  =  Q  sind.  Man  erhält  demnach  zur  Bestimmung  dieser 
Curve 

die  windschiefe  Fläche  wird  bestimmt  durch 

'      nr 
Weiter  erhält  mau  die  Gleichungen 
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"■-^^^^^^  *^  ^#^^>•^.**y^^^^^^^^^*^i/^.^-^-^^^>^^''*^-^'^' 


Der  Abstand  nächstliegender  Punkte  anf  derselben  Mantellinie  wird 

_  2g7t(fvi  +  n) ^2gn  (y+yc) 

^""  w*  "■  f^         ' 

nlso  in  der  Folge  immer  grösser;  der  Neigungswinkel  mit  der  Mantollinio 

führt  zu  ^      dp      rrv      rm* 

tangß=  ■£=—=-- 
am      gt         <p 

and    wird  demnach  immer  kleiner.     In  Bezug  auf  die  Rectification  und 
Krtlmmang,  die  nach  Nr.  0  leicht  zu  bestimmen  sind,  ist  eine  besondere 
Hetnerkang  nur  insofern  zu  machen,  als  der  Krümmungshalbmesser  um  so 
grosser  wird,  je  grösser  das  z  ist.    Die  Entwickelung  der  Curve  entspricht 
der  Parabel,  welche  entsteht,  wenn  ein  Körper  mit  einer  horizontalen  Ge- 
schwindigkeit =  rw  hinausgeworfen  würde  und  kein  Luftwiderstand  vor- 
handen wäre. 

Aehnlich,  wie  im  letzten  Falle  das  z,  könnte  man  die  Winkelgeschwin- 
digkeit 9  durch  eine  gleichförmig  beschleunigte  oder  verzögerte  Drehung 
and  das  z  darch  eine  gleichförmige  Bewegung  entstehen  lassen.  Man  würde 
dadurch  anch  die  Cnrven  erhalten,  welche  entstehen,  wenn  die  Rotationsaxe 
horisontal  liegt  und  die  Rotation  mittels  einer  auf  einem  cylindrischen  An- 
■Atae  sich  abwickelnden  und  mit  einem  fallenden  Gewicht  versehenen 
Schnur  hervorgebracht  und  die  zeichnende  Spitze  parallel  der  Axe  gleich- 
förmig fortgeführt  wird.   Die  Gleichungen  der  Cnrven  für  diesen  Fall  sind 

0  bezeichnet  die  Winkelbeschleunigung  und  rv  die  anfängliche  Winkel- 
geschwindigkeit. Für  die  verzögerte  Bewegung  ist  6  negativ  zu  nehmen. 
B  ivire,  wenn  die  Drehung  durch  ein  fallendes  Gewicht  hervorgebracht  und 
▼on  der  Massenbewegung  und  den  Bewegungswiderständen  abgesehen  wird, 

^=— ;  dabei  ist  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  und  m  der  Radius  des 

zylindrischen  Ansatzes.  —  Nun  Hessen  sich  beide  Bewegungen  als  beschleu- 
i*>gte  oder  verzögerte,  oder  abwechselnd  als  solche  auffassen;  oder  man 
ktante  das  %  und  q>  durch  Schwingungen  elastischer  Körper ,.  welche  nach 

^^^iHniY^  oAet  q>^=if.sintyu  erfolgen,  entstehen  lassen,  oder  endlich 
^^^  die  eine  dieser  Grössen  den  Schwingungen  entsprechend  annehmen 
^>^d  i)ei  der  andern  eine  gleichförmige  oder  beschleunigte,  oder  vcr- 
*^S6rte  Bewegung  annehmen  —  in  allen  den  Fällen  hält  es  nicht  schwer, 
^'^  Gleichungen  der  verlangten  Curve  sofort  anzuschreiben.  Ausserdem 
■od  ||]]q  Andeutungen  im  Allgemeinen  gegeben,  welche  bei  der  Discussion 
'^^er  Linien  sn  betrachten  sind. 

Ist   die  Geschwindigkeit  des  zeichnenden  Punktes  nicht  längs  der 
*  A^e,  sondern  iSngs  des  Meridians  bekannt,  so  hat  man  nach  Nr.  11  aus 

***  J^l-^^/V.^V  dMs  dzt=— :: Und  darana  z  lu  \>ea,\A.TOavwcv.    ^i^'^ 


Ueber  Cnrven  auf  Rotati oncfiKclinD. 


Gleicbungea  für  q  nud  ip  bleitiei 
>li<!  ßitwrgnng  auf  iJnm  MeriiÜnu  i 

n-  im.l  ;-  i-nnslant  .ukI  mnn  PrliSU  < 


idert.    LXsst  mut  heup 
id  die  DrelluaggloichfuriDtg  " 


Vi  +  ^K 

'    Üioso  Gli?icbiing  beslimml  tiplicn  ?  =  /":  und  tp  =  wt-{-<p'  unsere  rar» f-    Dl« -| 
weilereii  Gleiclmngeu  sind  liieraos  ohne  MüIie  abgtiloitPn.    Vär  f= 
ergeben  sich  die  Gleicbungcn  der  äcbraiibcnliDte,  für  [=^m  dio  der  ff 
sprechenden  Linie  auf  der  Kogeifittche. 

Man  kann  nun  im  letzten  Fnlle  nach  »talt  der  WinkoIgnfckwindigVd 
din  nnscbnindigbeil  nnf  dem  Pnrnllntkrriae  cnnntanl  nein  laasen;  daflj 
eihiill  mnn  die  ßleichnngen" 

'=\Iy'^^^-'"''T-  "-'■fr"-  '"'■•■ 

Dns  M^  igt  die  Lilnge  dea  Mi^ridinns  bis  zur  Stelle  xn  :.    Dn  bir>r 
dn       p  dl      p 
"         dm      Bdl      V 
conatant  ial,  sn  sind  diese  Cnrvnn  nichts  Anderem,  als  dir  IjOxoHromcn, 

M.^vl,     ?J1/t.?2(  =  r  oder  ]/v  +  df',.di,=  r  nnd    ^  =  r,  r<rf<Pigl 
folgt 


daher 


a&M  die  frOhero  (iloicliung.    8chr  einfach  gestaltet  sicli  mit  A»n  nnnvi 

Hlinrninngasllli-kcii  die  Kcdlfication;  es  wird  nümlich 

Hin  licsiiliat.  dwB  sieb  aaeh  anniilt.dljar  crgicbt. 

13.   hio  Opscbwindigkeit  P  nnf  dem  larallolkrtinP  knnn  mich  aus 
1'hoilon  bestehen  nnd  elwn  =  P'+  /'"  srnn,  «UdHon  Ihsat  sieb  der  eine  ' 
als  RcGchwindigkeit  auf  dem  Parallelkreisc  noch  forltielrackten,  der  anda 
Thell  aber,  durch  f  dividirt  und  mit  dem  entgegengesotKton  Vorxeichon  v( 
sehen,  als  Winkclgeacbwindigkcit  dos  Kiirpars  einfiibrcn.    AcbDlicbGH  gi 
UWdzi.    Umgokrhn  ist  man  beim  Vorhandensein  sweior  solcher  Bewegung« 
im  Stande,  üie  auf  leicht  erBichtliche  Weise  nur  auf  eine  Bewegung  aaril 
sufübren  und  dadurch  nnscre  nUigen  Resultate  nuinittolbat  KUr  Anwsodni 
zu  bringen. 

AU  ßoisjfiel  dieser  Art  soU  VolgeHÄcs  geueminen  werden.    Kinn  Holm 
ü'onaffächr^  drehe  «ich  mU  cons»attXe.tVJwW\%*scV'«\i.vö\.ö«*'*'<' '»»*''»*  ^» 
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und  auf  ihr  habe  ein  Punkt  eine  constaute  Geschwindigkeit  p  in  der  Rieh- 
tQDg  des  jeweiligen  Parallelkreises  und  eine  coustante  Geschwindigkeit  v 
in  der  Richtung  des  Meridians.  Die  .r// -Ebene  sei  so  gewählt,  dass  p 
nnd  fp  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  sind,  je  nachdem  sie  mit  der  Dreh- 
ricbtnng  von  OX—OT  fibereinstimmon  oder  nicht.  Will  man  nun  die  Rota- 
tionsfllr*  j  als  feststehend  betrachten,  so  muss  man  dem  erzeugenden  Punkte 
noch  die  Geschwindigkeit  —fw  anf  dem  zugehörigen  Parallelkreise  geben; 
die  Gesammtgeschwindigkeit  wird  dann  p  —  fw.  Man  erhält  demnach  für 
die  Corve  folgende  Gleichungen : 


e  =  /'c,   J]/T+Wzdz==vt,     (pr=j^-  -p^dl^pjjdt-^n^t. 


Ans 


dp      »  —  /»> 
ro(angce=-j-^  = 


dtn  V 

folgt,  dass  o  nicht  coustant  und  die  Curve  daher  keine  Loxodromo  ist.   Die 

äderen  Eigenschaften  der  Curve  ergeben  sich  auf  bekannte  Weise.     Je 

,  nach  den  verschiedenen  Vorzeichen   von  p,  w  und  v  erhält  man  zu  den- 

Mlben  absoluten  Grössen  verschiedene  Curven.    Ist  an  einer  bestimmten 

Stelle  psssfwj  so  geht  die  Curve  in  diejenige  über,  welche  ein  Punkt  be- 

'^rolbt,  der  in  der  Richtung  des  Meridians,  etwa  der  Erde,  mit  einer  Ge- 

scbirindigkeit  v  fortzugehen   und   gleichzeitig   vermöge   der  Trägheit  die 

^'^b windigkeit  der  Punkte  des  anfänglichen  Parallelkreises  beizubehalten 

mchty  welche  dieselben  vermöge  der  Umdrehung  der  Erde  haben.     Für 

diese  Anwendung  ist  es  vortheilhaft ,  die  Umdrehungszeit  einzuführen;  sie 

**  ==  T.    Nun  wird,  wenn  f'  den  Radius  des  anfänglichen  Parallclkreifles 

▼orstolit: 

2n       ,  _.  2n 

«'  =  —  und  p  =  f .  —  ; 

T  T 

^'^'R'ioTi  geht  die  Gleichung  für  (p  über  in 

^imrrfe^  man  die  Erde  als  Kugel  an ,  versetzt  die  Anfangsstello  an  den 
-Aeqra^^y  und  lässt  die  oj-Axe  durch  diese  Stelle  gehen,  so  ist  für  /  =  0 
*»»^cl  1  =  0;  dann  ist 

T  =  24.00.60,     /•'=;•, 
inithi^ 

0       ^  =  j/r«— ««,     11/1  + dpi d :  =  /        ^       dz,    d.i.   r arrsin  1  =  r / , 
oder 

2\  .Vi 

'  3  =  r  si«  — , 

r 

^®  ^^e  OJeiebang  sich  anch  finmittefbar  einsehen  VAast«,  oxviVWcVv  v^V 
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^      24.00.60  V,/ ^;.t_j»  /      24.60.601     /         ^  ) 

=  iO^  (-  7  •  '-'^  ['""^  (f  - 2-')]  -  ')• 
Man  sieht  hieraus ,  dass  für  tp  nur  so  lange  reelle  Wcrthe  cxistiren ,  als 

als,  mit  Worten,  der  Punkt  vermöge  seiner  Geschwindigkeit  v  nicht  den 
Pol  erreicht.  Für  die  Werthe  vorher  ist  lang  ein  echter  Bruch,  daher 
Log  negativ  und  das  erste  Glied  demnach,  wie  es  sein  soll,  positiv.    Setzt 

man  /=  — ,  so  wird  qp=oo;  die  Curvc  umkreist  also  den  Pol  mit  unendlich 

vielen  Windungen.    Es  ist,  wenn  /3  die  geographische  Breite  eines  Ortes 

bezeichnet,  r  =  rsf«|5,  folglich  ist  auch  |5  =  —  ,  und  daher 

r 

^~r.24.00.0oL~    '^^  ""^  \4  ""  2"/       7.1 
Setzt  man  z  negativ,  so  erhält  man  die  Curve  auf  der  andern  Hemisphäre; 
beide  Curven  stehen  in  denselben  gegenseitigen  Beziehungen,  wie  I)  und 
III)  in  Nr.  5. 

um  auch  ein  Zahlenbeispiel  zu  verfolgen,  sei  t;  =  lC  =  der  Geschwin- 
digkeit eines  mittleren  Windes,  und  et«  soll  nun  bestimmt  werden,  in  wel- 
cher Weise  sich  dieser  Wind  verhalten  würde,  wenn  er  vom  Aequator  ohne 
weitere  Hindernisse  bis  in  unsere  Breiten ,  also  beiläufig  bis  zu  50  Graden 

käme.    Aus 

^      rjS      r.ÖJt      1000000»^  ^  ^^  ^ 

/  =  —  = =  -  -  See.  =  6,43  Taee 

V         18t;  18  * 

folgt,  dass  dieser  nicht  ganz  6^  Tage  brauchen  würde,  um  zu  uns  zu  ge- 
langen.   Die  Formel  für  <jp  ergiebt 


9>  =  i 


40000000/ 
24.60^  \ 


-Z;oöf/a/iöf20«-^j 


180 
in  Bogenmass  und  dies  mit  —  multiplicirt,  qp  =  c.3Ö6,l";  der  Wind,  wel- 

eher  zu  uns  gelangt,  hätte  daher  im  Golf  von  Guinea  zu  entstehen.  Er  um- 
kreist die  Erde  in  südwestlichor  Richtung  und  überschreitet  den  vollständi- 
gen Umlauf  um  0".  Sucht  man  den  Winkel  desselben  mitdemParallolkreise 
hei  «V)^,  so  hat  man  nach  oben 

dp       p^fw      2rn  —  2r.cosß. 7t      2rn{l  —  (^osß) 

cotanga=--—i= = —■   = 

dm  V  t.v  v.x 

2        80000000  .  ^t>i*  25® 


v.t  lo.^4.eo.^    ' 
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daraus  a  =  3°27'37";  der  Wind  ist  also  fast  ein  vollständiger  Westwind. 
Soll  endlich  noch  die  Geschwindigkeit  desselben  ermittelt  werden,  so  erhält 
man  für  dieselbe 


=  7/ .  sm^  i-  )  +  10*  =  r  165,4», 

f^     \  24.Ü0.Ö4  2/   ^  '     ' 


allerdings  einen  Werth,  der  durch  die  verschiedenen  Widerstände  nicht 
aufkommen  kann.  Im  Uebrigen  ist  ersichtlich ,  dass  im  Allgemeinen  die 
Geschwindigkeit  um  so  grösser  wird,  je  grösser  das  ß,  d.  h.  je  grösser  die 
geographische  Breite  ist,  und  dass  viel  von  seiner  theoretischen  Grösse  ver- 
loren gehen  und  er  trotzdem  noch  eine  bedeutende  Stärke  behalten  kann. 
In  ganz  entsprechender  Weise  Hesse  sich  mittels  des  g)  die  durch  die  Dreh- 
ung der  Erde  bedingte  Ablenkung  von  Kugeln  ermitteln,  welche  an  einer 
bestimmten  Stelle  der  Erdoberfläche  mit  einer  gegebenen  Geschwindigkeit 
in  der  Richtung  des  Meridians  abgeschossen  werden,  desgleichen  die  übri- 
gen Elemente  dieser  Bewegung,  soweit  man  den  Vorgang  auf  die  Erdober- 
*  fläche  bezieht  und  von  den  Widerständen  absieht.  Bei  einer  in  der  Folge 
sich    darbietenden    Gelegenheit    wollen     wir    einen    derartigen    Fall    ins 

Auge  fassen. 

(Fortsetzung  folgt.) 
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Die  FnndamentaleigenBchaften  der  LinsenBysteme 

in  geometrischer  DarBtellang. 

Von 

A  Beck, 

Docent  am  oiclgon.  Polytechnikum  in  Zürich. 


(Hierzu  Tafel  VII,  Fig.  1  —  8.) 


Den  bekannten  Fiindainentalsätzen  über  den  Ziisammcnbang  zwiscbe  i 
Object  und  Bild  bei  einem  centrirten  Linsensystem  liegen  die  bt^idcM» 
Voraussetzungen  zu  Grunde:  1.  Alle  Licbtstrablen  bilden  mit  der  Axe  ver- 
schwindend kleine  Winkel.  2.  Von  den  brechenden  Kngelflftchcn  werden 
nur  Segmente  von  verschwindend  kleinem  Centriwinkel  benutzt. 

Nach  der  von  Gauss  gegebenen  Ahleitnng  dieser  Sätze  (Gauss' Werke, 
Bd.  5)  sind  dieselben  mehrfach  analytisch  bebandelt  worden:  von  Helm- 
holt  z  (physiologische  Optik  I8C5) ,  Maxwell  (Quarierly  Journal  of  pure 
and  applied  mathemnlics,  voL  IL  1858),  Hansen  (Abhandlungen  der  math.- 
physikaliscben  Olasse  der  königl.  sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften, Bd.  10,  1871)  u.  s.  w.  In  anderen  Ableitungen  sind  mit  gutem  Erfolg 
geometrische  Betrachtungen  angewandt  worden:  C.  Neu  mann  (Haupt- 
und  Brennpunkte  eines  Linsensystems,  Leipzig  1866),  Martin,  Reuach, 
Töpler  u.  s.  w.  MObius  (Berichte  über  die  Verhandlungen  der  k.  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  in  Leipzig,  Bd.  7,  18f»5)  halte  schon  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  zwischen  Object  und  Bild  die  Beziehungen  der 
Collineation  bestehen.  Ks  wird  sich  also  zu  einer  anschaulichen  Darstellung 
am  besten  die  Betrachtungsweise  der  neueren  Geometrie  eignen.  In  diesem 
Sinne  ist  die  Theorie  vor.  Lippich  (Fundamentalpunkte  eines  Systems 
centrirter  brechender  KugelflJIchen ,  Graz  1871)  bearbeitet  worden. 

In    der    Abhandlung  von  Casorati:    Alcuni  slrumenti  topografiei  a 

ri/iesstone    e    le  proprieia   eardinali    dei    cannocckiali    anche    non    eenirali, 

Mlano  tS72)  ist  die  analytische  AWeitun^  iwÄ  kü^^xi^xvÄ^  ^«t  \^^M«t. 
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minanten  sehr  vereinfacht  und  es  wird  gezeigt,  dass  die  Fandamental- 
eigenschaften auch  dann  noch  fortbestehen ,  wenn  das  System  nicht  genau 
centrirt  ist.  Im  Folgenden  soll  die  Theorie  der  Linsensysteme  mit  £in- 
schluss  der  Verallgemeinerung  von  Gas o rat i  rein  geometrisch  abgeleitet 
werden. 

I.    Durchgang  des  Lichtes  durch  eine  einzige  brechende  Fläche. 

1.  Es  sei  eine  brechende  Kugelfläche  F  mit  dem  Centrum  C  gegeben 
und  ein  Durchmesser  o:  als  Axe  bezeichnet,  gegen  welche  E)le  Licbtafrahlen 
unter  verschwindend  kleinen  Winkeln  geneigt  sind«  Sei  ferner  ein  auffal- 
lender Lichtstrahl  /  gegeben,  der  aber  die  Axe  nicht  schneide,  sondern 
zu  derselben  windschief  sei.  Der  gebrochene  Strahl  /'  muss  dann  zunächst 
durch  den  Punkt  gehen ,  in  welchem  /  die  Kugelfläche  trifft.  Da  aber  nach 
der  Voraussetzung  nur  ein  unendlich  kleines  Kugelsegment  zur  Anwendung 
kommen  soll,  so  kann  jenem  Punkt  der  Schnittpunkt  S  des  Strahles  /  mit 
der  Ebene  Z  substituirt  werden,  welche  die  Kugel  im  Schnittpunkt  mit  der 
Axe  X  berührt.  Somit  haben  wir  zunächst,  wenn  wir  die  Oesammtheit  aller 
oinfallenden  Strahlen  als  „erstes  System**,  die  Gesammtheit  aller  gebro- 
chenen Strahlen  als  „zweites  System**  bezeichnen:  Jedem  Strahl  /  des  ersten 
Systems  entspricht  ein  Strahl  /'  des  zweiten  Systems,  und  zwar  so,  dass  je 
zwei  einander  entsprechende  Strahlen  /  und  /'  sich  auf  der  festen  Ebene  £ 
schneiden. 

2.  Die  Ebene  C/,  welche  durch  den  einfallenden  Strahl  und  das 
Centrum  der  Kugel  geht,  ist  die  Einfallsebene  und  nachdem  Brecbungs- 
gesetz  muss  in  derselben  auch  der  gebrochene  Strahl,  l'  liegen.  Je  zwei 
entsprechende  Strahlen  /  und  /'  liegen  also  auf  einer  Ebene,  die  durch 
einen  festen  Punkt  C  geht. 

Nehmen  wir  ferner  im  ersten  System  einen  Punkt  P  an  oder  denken 
wir  uns  alle  Strahlen  eines  Bündels,  so  ist  leicht  zu  zeigen',  dass  ihre  ent- 
sprechenden Strahlen  unter  der  Voraussetzung  verschwindend  kleiner  Ein- 
fallswinkel wieder  ein  Bündel  bilden.  Wir  legen  durch  C  die  Ebene  F 
senkrecht  zur  Axe.  Wenn  A  der  Schnittpunkt  von  /  mit  JTist,  so  muss  auf 
der  Geraden  AC  der  Schnittpunkt  A'  von  /'  mit  T  liegen  (2).  Ziehen  wir 
noch  den  Radius  CS  oder  r,  so  ist  dieser  das  Einfallsloth  und  folglich  <X  rl 
der  Einfallswinkel,  <)C  rl'  der  Brechungswinkel.  (Fig.  I*)  Nach  dem 
Brechungsgesetz  muss  der  Quotient  ihrer  beiden  Sinusse  constant  sein, 
und  zwar  gleich  dem  Verhältniss  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  v 
und  v'  des  Lichtes  im  ersten  und  zweiten  Medium.  Weil  aber  nur  Vjer- 
schwindcnd  kleine  Einfallswinkel  zugelassen  werden,  so  kann  inaii,fitfi^t 
des  Verhältnisses  der  beiden  Sinusse  das  Verhältniss  der  boidan  Ta^gantai 
nehmen  und  weil  ferner  nur  ein  verschwindend  k\t>^Tkti^  ^f^VJ^ 
benützt,   aj^o  <}:^  rx  unendlich  klein  yo.raua|y^^\iX  ip(xt^j^  MK?^ 

1 
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<)^  SCJ  als  recliton  Winkel  betracliten,  eo  dass  die  Absclinitte  CA  und  CA' 
in  dorn  Vorlialtniss  der  lioidon  Tangenten  zu  einander  stehen. 

3.  Durch  die  Strahlen  /  des  Bündels  P  nnd  ihre  entsprechenden 
Strahlen  /'  entstehen  also  auf  F  zwei  ebene  Systeme,  die  offenbar  zn 
einander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind,  weil  alle  Verbindungslinien 
von  je  zwei  entsprechenden  Punkten  il,  a'  durch  einen  festen  Punkt  C 
gehen  und  die  Entfernungen  CA  und  CA'  in  einem  constanten  Verhältniss 
zu  cinanderr  stehen. 

4.  Da  nun  das  System  der  Punkte  A  für  das  Bündel  P  perspectivisch 
iat  zuuk  Systciu  der  Punkte  S  auf  £  und  ähnlich  zum  System  der  Punkte 
A*  auf  r,  so  sind  diese  beiden  letzteren  Systeme  zu  einander  collinear  und 
zwar  in  perspectivischcr  Lage,  weil  offenbar  jeder  Punkt  der  unendlich 
fernen  Schnittlinie  beider  Ebenen  sich  selbst  entspricht.*  Es  gehen  also 
alle  SA'  oder  l'  durch  einen  und  denselben  Punkt  P\  d,  h.  jedem  Punkt  P 
im  ersten  System  entspricht  ein  Punkt  P'  im  zweiten.  Ferner:  Die  Ver- 
bindungslinien FP'  von  je  zwei  entsprechenden  Punkten  gehen  alle  durch 
«inen  festen  Punkt  C»  denn  der  Strahl  PC  des  einfallenden  Bündels  wird 
nicht  gebrochen ,  fällt  also  mit  seinem  entsprechenden  zusammen,  weil  er 
zur  brechenden  Fläche  normal  ist.  Damit  haben  wir  den  Satz:  Beim 
Durchgang  des  Lichtes  durch  eine  einzige  brechende  Fläche 
ist  das  räumliche  System  im  ersten  Medium  (Object)  centrisch 
aollinear  zum  System  im  zweiten  Medium  (Bild),  und  zwar  in 
Bezug  auf  die  Scheitelebene  £  (brechende  Fläche)  als  Col- 
lineationsebene  nnd  den  Kngelmittelpunct  C  als  Collinea- 
tionscentram. 

5.  Den  Punkten  und  Strahlen  einer  Ebene  A  des  ersten  Systems  ent- 
sprechen dann  ferner  die  Punkte  und  Strahlen  einer  Ebene  A'  des  zweiten 
Systems  und  zwar  sind  diese  ebenen  Systeme  zu  einander  centrisch  collinear 
in  Bezug  auf  X^  als  CoUineationscentrum  nnd  die  gemeinsame  Schnittlinie 
der  beiden  Ebenen  mit  £  als  Collineationsaxe.  Ist  die  eine  Ebene  parallel 
zu  £^  so  muss  es  die  andere  auch  sein.  In  ^,  sowie  in  F  fallen  je  zwei 
entsprechende  Ebenen  zu8ammen.  Während  aber  in  £  jeder  Punkt  mit 
seinem  entsprechenden  zusammenfällt,  sind  die  beiden  in  F  liegenden 
einander  entsprechenden  ebenen  Systeme  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  in 
Bezug  auf  C  als  Aehnlichkeitscentrum  und  mit  v  :  v'  als  Aehnlichkeits- 
verhältniss. 

Die  Gegenebenen  F  und  0'  der  beiden  Systeme  heissen  hier 
Brennebenen.  Sic  gehen  durch  die  Gegenpunktc  (Brennpunkte)  Fund  G' 
der  beiden  auf  x  liegenden  projectivischen  lieihen  und  sind  parallel  zu  £, 


*  Reje,  Geometrie  der  Lag© ,  1.  Ahttu  tS.\oTlt%^. 
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6.  In  Bezug  auf  diese  beiden  Reihen  auf  jc  ist  Folgendes  zu  bemerken: 
durch  £)  C  und  v  :  v'  ist  die  ganze  Brechung  bestimmt.  Wir  nehmen  auf 
oinem  Perpendikel  zur  Axc  in  C  zwei  t^unkto  A  und  A'  so  an,  dass 
CA  :  CA'  =  v  :v'.  (Fig.  2.)  Diese  Punkte  sind  dann  zwei  entsprechende 
Punkte  der  beiden  Systeme  (3.,  5.).  Um  nun  zu  einem  Punkt  P  von  x  den 
entsprechenden  P'  zu  finden,  ziehen  wir  im  ersten  System  den  Strahl  P^^. 
Sein  entsprechender  Strahl  muss  sich  mit  ihm  in  S  auf  £  schneiden  und 
durch  A'  gehen.  Da  nun  ein  negatives  BrechungsverhSitniss  keinen  Sinn 
hat,^  also  A  und  A'  immer  nach  derselben  Seite  von  x  liegen,  so  sieht  man 
ohne  Weiteres  ein,  dass  die  beiden  ron  Ptind  P'  beschriebeneti  projecti- 
vischen  Reihen  immer  gleichlaufend  sind.  C  und  der  Sehnittptinkt  tnrt  E  sind 
ihre  beiden  Doppelpunkte.  Die  Brennpunkte  F  und  G^  ergeben  sich,  indem 
man  das  eine  Mal  P\  das  andere  Mal  P\m  Unendlichen  auf  «r  annimmt  und 
die  vorige  Constrnction  anwendet  (Fig.  3).  Man  sieht,  dass  die  Brennpunkte 
immer  ausserhalb  der  Strecke  der  beiden  Doppelpunkte  liegen  müsBeh^  und 
zwar  symmetrisch  zu  den  letzteren.  Ebenso  leicht  ergiebt  die  Figur, 
dass  das  Verhältniss,  in  welchem  F  oder  G'  die  Strecke  zwischen  den 
beiden  Doppelpunkten  tfaeilen,  gleich  dem  Verhältniss  CA  :  CA\  d.  h.  gleicli 
dem  Brechungsverhftltniss  ist«  Wenn  wir  die  Abstände  der  Brennpunkte 
F^G'  von  der  brechenden  Fläche  der  Brennweiten  f^g'  nennen,  so  lässt 
sich  das  Vorige  auch  so  aussprechen:  das  Brechungs verhältniss  9  :  t;'  ist 
gleich  dem  Verhältniss  der  Brennweiten  g^  if. 

7.  Die  vorigen  Betrachtungen  gelten  ganz  gleich,  ob  die  brechende  Fläche 
convex  oder  concav  (C  rechts  oder  links  von  Z)  sei  und  ob  derUebergang  vom 
dünnern  zum  dichtem  oder  vom  dichtem  zum  dünnern  Medium  stattfinde. 
Aus  der  angegebenen  Construction  lassen  sich  die  bekannten  Regeln.tiber  die 
gegenseitige  Lage  von  Objeet  und  Bild  in  den  verschiedenen  Fällen  der  Bre- 
chung ohne  Weiteres  ablesen.  Da  die  einander  entsprechenden  ebenen 
Systeme  in  zwei  zur  Aze  senkrechten  einander  entsprechen  Jen  Ebenen  A,  A' 
zu  einander  perspectivisch  liegen  in  Bezug  auf  das  Centrum  C^  so  ist  das  Bild 
eines  in  A  liegenden  Objectes  aufrecht  oder  verkehrt,  je  nachdem  A  und  A' 
auf  derselben  Seite  von  €  liegen  oder  nicht.  Wenn  A  ausserhalb  des  Baumes 
Zriiegt,  so  muss  A'  ebenfalls  ausserhalb  liegen,  und  zwar  anf  derselben 
Seite  oder  auf  der  entgegengesetzten ,  je  nachdem  A  anf  der  einen  oder 
andern  Seite  der  Brennebene  F.  liegt.  Denn  in  Z  oder  F  fallen  zwei  ent- 
sprechende Ebenen  zusammen,  die  unmittelbar  vorher  nicht  zu. verschie- 
denen Seiten  von  ^  oder  /'liegen  konnten,  weil  die  Reihen  auf  x  gleich- 
laufend sind.    Da  £  und  F  die  Doppelebenen  sind  und  die  Breiinebeuen 


.'j*'*^'jii'  •■ 


*  Die  Reflexion  kann  zwar  als  eine  Breobäing  mit  vm  P* 
—  \   angeselieu  werden;   wir  betrachten  aber  nur  wirkliclie 
lassen  sich  die  zu  entwickelnden  Resultat«  ohne  weit 
Reflexion  übertrafifen. 
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immer  ausserhalb  des  Raumes  SF  liegen  (G),  so  muss,  wenn  A  innerhalb  ET 
liegt,  auch  A'  innerhalb  liegen,  das  Bild  also  aufrecht  sein.  Vorkehrte 
Bilder  reeller  Gegenstände  können  also  nur  dann  vorkommen,  wenn  F  im 
ersten  Medium  liegt,  d,  h.  entweder  wenn  die  brechende  Fhäche  couvex 
and  das  £weite  Medium  das  dichtere  ist,  oder  wenn  die  brechende  Flächo 
conoav  und  das  zweite  Medium  das  dünnere  ist  (6,  Fig.  3). 

8.  Object  und  Bild  auf  zwei  Ebenen  A,  A',  normal  zu  .r,  können,  weil 
sie  in  Bezug  auf  C  perspectivisch  sind,  nie  gleich  gross  und  gleich  gerichtet 
sein,  ausser  wenn  sie  in  £  Punkt  für  Punkt  zusammenfallen.  Für  welche 
Ebene  A  ist  das  Object  gleich  gross  wie  das  Bild  auf  A',  aber  entgegen- 
gesetzt gerichtet?  d.  h.  für  welches  Ebeuenpaar  AA'  sind  die  in  ihnen  lie- 
genden Systeme  centrisch  symmetrisch?  Diese  beiden  Ebenen  müssen 
in  gleichem  Abstand  von  6\  aber  nach  verschiedenen  Seiten  liegen.  Ziehen 
wir  einen  Strahl  /  parallel  z\x  x^  so  liegen  die  Punkte,  welche  zu  den 
Funkten  von  /  symmetrisch  liegen  in  Bezug  auf  (7,  auf  der  Geraden  /*,  die 
parallel  zu  x  ist  und  von  ihr  denselben  Abstand  hat  wie  /,  aber  nach  der 

entgegengesetzten  Seite  (Fig.  4).  Die  Gerade  /'  geht  durch  die  Punkte  IE 
nnd  G'  nnd  schneidet  /*  in  einem  Punkt  der  gesuchten  Ebene  A'.  Die  ent- 
sprechende Ebene  A  liegt  zu  A'  symmetrisch  in  Bezug  auf  C,  Man  sieht, 
dass  es  nur  ein  Ebenenpaar  von  der  angegebenen  Eigenschaft  giebt  und  dass 
die  Ebene  A  (A')  den  doppelten  Abstand  von  Z  hat  als  F  {G'), 

0.  Beim  Dnrcbgange  des  Lichtes  durch  eine  einzige  brechende  Fläche 
schneidet  jeder  gebrochene  Strahl/'  den  entsprechenden  einfallenden  aufZL 
Ein  Bildsystem,  welches  zum  Objectsystem  nicht  diese  Beziehung  hat, 
kann  also  nicht  durch  eine  einzige  Brechung  erhalten  werden.  Um  die 
Beziehung  zweier  solcher  centrisch  collinearer  Systeme,  wie  sie 
durch  eine  einzige  Brechung  entstehen,  zu  bestimmen,  genügt  ausser  der 
Angabe  der  Axe  die  Angabe  eines  Paares  von  entsprechenden  Strahlen  /,/', 
die  sich  in  einem  Punkte  S  schneiden,  dagegen  zu  x  windschief  sind.  Es 
ist  dann  nämlich  die  Ebene  durch  S  und  normal  zu  x  die  Ebene  2  (bre- 
chende Fläche),  während  die  Ebene  II  aus  x  das  Centrum  C  heraus- 
schneidet. Die  Strahlen,  die  man  durch  C  parallel  zu  /  nnd  /'  ziehen  kann, 
treffen  /'  und  /  in  je  einem  Punkt  der  Brennebenen  G'  und  F  (Fig.  6).  (In 
den  Figuren  sind  die  wirklichen  Schnittpunkte  zweier  Geraden  durch  kleine 
Kreise  von  den  blos  scheinbaren  Schnittpunkten  unterschieden.)  Das  Brech 
ungsverhältniss  v  :v'  wird  ausser  durch  die  Lage  der  Brennebenen  noch 
veranschaulicht  durch  die  Abschnitte  CvyCv\   welche  die  Strahlen  /  und  /' 

auf  der  Schnittlinie  der  Ebenen  //'und  /"•  hervorbringen.  Dabei  ist  noch 
zn  bemerken:  wenn  die  Figuren  orthogonale  Projectionen  sind,  wobei  die 
Axe  in  der  Bildebene  liegen  soll,  so  wird  jenes  Verhältniss  auch  noch  durch 
hJ^rbjectiooen  der  beiden  AbscbmU©  dw%ft«Xe\\\.\  ^^ ^Vi.\^ «^Uo  nur  lur 
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Ermittolttug  des  Schnittpunktes  Cder  Ebeue//'  mit  x  die  Auwciiduiig  (.'.incr 
awoiten  Projoctionsebene  orfordorlicb. 

10.  Wenn  eine  nach  Lage  und  Krüminuug  gegebene  bi  ocheude  Fliiclio 
vorliegt,  so  bilden  die  Strahlen  /',  die  oincin  und  demselben  Strahl  /  bei 
verschiedenen  BrechungsverhÜltnissen  entHprecben,   ein  Strahlbuschol  mit 

dem  Scheitel  S  und  der  Ebene  IC,  Sollen  dagegen  das  HrecbungsvorbHltniss 
und  die  Ebene  2^  gegeben  sein,  während  die  Krümmung  sich  ändert,  .so 
findet  Folgendes  statt:  das  Perpendikel  Cv  boschreibt  ein  hyperbolisches 
Paraboloid,  dessen  eine  Richtungsebene  die  Normalebone  zu  x  ist;  «uf 
diesem  ParaboToid  beschreibt  u',  da  CviCv  constant  sein  soll,  eine  Er- 
seugende  A  der  andern  Schaar,  zu  welcher  auch  /  und  x  gehören,  und  der 
Strahl  /',  der  einem  und  demselben  /  entspricht,  beschreibt  also  ein  Strahl- 

bQifchel   mit  dem   Scheitel  ^9  und    der  Ebene  SA.     Analoges   gilt  für  alle 
Strahlen  /,  welche  einem  und  demselben  /'  entsprechen. 

Man  hätte  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Systemen  auch  dadurch 
bestimmen  können,  dass  man  ausser  £  ein  Paar  entsprechende  Punkte  P 
nnd  P'  gegeben  hätte,  die  mit  x  in  einer  Ebene  liegen.  Dadurch,  dass 
man  diese  beiden  Punkte  mit  einem  Punkt  S  auf  2^  verbindet,  ist  dann  Alles 
wieder  auf  das  Vorige  zurückgeführt. 

n.  Durohg^ang  des  Lichtes  durch  beliebig  viele  brechende  Flächen. 

l.  Die  brechenden  Flächen  seien  2'j ,  Z^^  ^^»"^t  die  zugehörigen 
Mittelpunkte  C^j  C^^  C^ ...  C  und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  des 
dichtes  in  den  auf  einander  folgenden  Medien  e?,  v, ,  r, ...  v\  Wonn  nun  die 
Mittolpunkte  6',,  C^..,C'  zwar  nicht  genau  auf  einer  Geraden  liegen,  aber 
^ou  feiner  gewissen  Geraden  y  nur  verschwindend  kleine  Abstände  haben, 
^  Werden  die  in  I,  1  und  2  gemachten  Voraussetzungen,  welche  das  Auf- 
treten der  Collineation  zur  Folge  hatten,  gleichzeitig  für  alle  aufeinander 
''^IgQDden  Brechungen  erfüllt  sein,  wenn  sie  es  für  die  erste  Brechung  sind. 
infolge  dessen  haben  wir  eine  Reihe  von  räumlichen  Systemen  i)/,  y)/,, 
^t  •..Af',  von  denen  jedes  zum  folgenden  in  der  Beziehung  der  Central- 
^"Hineation  steht.  Zwei  nicht  aufeinander  folgende  Systeme,  wie  namentlich 
das  erste  System  M  und  das  letzte  Al\  sind  also'auch  zu  einander  collinear, 
*ber  im  Allgemeinen  nicht  in  centrischer  Jiago.  Wenn  wir  nun  als 
^^llineBtionsebeneu  2^,,  2^^,  £^,,£'  für  je  zwei  auf  einander  folgende 
^y*'*tome  iliejenigen  Tangentialebenen  der  brechenden  Kugelflächen  nehuien, 
*"lclie  alle  zu  jener  Goradi^n  tj  normal  sind,  was  ollVnbar  den  Voraus- 
*^*Ungen  nicht  wider::ipricht,  so  ist  die  Collineation  zwischen  zwei  nicht  auf 
''*aiiJer  folgenden  Systemen,  wie  A/  und  Af\  \  on  fol^^rntW  r  Art:  dio  hcideii 
y**teme  A/und  iV'  haben  die  Punktreihc  auf  d<'r  uinnillicli  frrii(»n  Geraden  n 
^^  Normalebenen  zu  y  t'ntsj»rec1iend  gemein:  denn  in  dicbcr  unendlich 
**'iif'//  Gtfrnürii  acluwidcn  ^ich  alle  CoUinei\V\imso.\)e\kC\\  Z^,,,!!'»   ^^\i>x 
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aber  zwei  collineare  Systeme  eine  Punktreihe  u  euUprechend  gemein 
haben,  so  müsseD  sie  auch  ein  Ebenenbüschel  x  eutsprecliond  gemein 
haben.  Denn  zwei  Ebenen  A,B  von  M,  die  durch  u  gehen,  entßprechcu 
zwei  Ebenen  A',B'  von  Id\  die  auch  durch  u  gehen,  und  weil  jeder  I^unkt 
von  u  sich  selbst  entspricht,  so  ist  die  Collineation  der  ebenen  Systeme  auf 
A  und  A\  sowie  auf  B  und  B'  eine  contrische.  Die  Gerade  x^  welciie  dab 
zu  AA'  gehörige  Collineationscentrum  mit  dem  zu  BB'  gehörigen  verbindet, 
ist  dann  offenbar  sich  selbst  entsprechend  in  M  und  Af\  weil  sie  einen 
Punkt  von  A  und  einen  von  B  enthält,  sowie  ibre  entsprechenden  Punkte 
auf  A'  und  B'.  Es  entspricht  aber  jede  Ebene  durch  x  sich  selbst,  weil 
ihr  Schnittpunkt  mit  u  sich  selbst  entspricht. 

Es  giebt  also,  auch  wenn  das  System  nicht  genau  contrirt  ist,  immer 
einen  und  nur  einen  Strahl  x  des  ersten  Systems  J/,  welcher  mit  seinem 
entsprechenden  des  letzten  Systems  lU'  zusammenfallt  (Cardinalliuie.) 

2.  Wenn  die  Cardinallinio  o;  gegeben  ist,  so  genügt  zur  Bestimmung 
der  collinearen  Beziehung  zwischen  M  und  At'  die  Angabe  eines  Paares 
von  entsprechenden  Strahlen  /,/'  der  beiden  Systeme,  wenn  diese  Strahlen 
zu  X  windschief  sind.  Da  die  unendlich  ferne  Gerade  u  sich  selbst  ent- 
spricht, so  entspricht  einer  Normalebcne  A  zu  y  wieder  eine  solche  Normal- 
ebene A'  und  die  beiden  Ebenen  sind  centrisch  collinear  (ähnlicli)  zu  ein- 
ander in  Bezug  auf  einen  Punkt  A  von  x  als  Collineationscentrum.  Folglich 
erhält  man  zu  einer  Normalebene  A  die  entsprechende  A'  und  das  zugehörige 

Centrnm  ^,  indem  man  vom  Schnittpunkt  A  /  aus  die  Transversale  zu  V  nnd  x 
zieht«  Ihre  Schnittpunkte  mit  /'  und  x  bestimmen  A'  und  A.  Zu  irgend  einem 
Punkt  P,  der  nicht  auf  /  oder  x  liegt,  wird  der  entsprechende  P'  gefunden, 
indem  man  durch  Pdie  Normalebene  zu  y  legt,  dazu  die  entsprochende  Ebene 
und  das  zugehörige  Centrum  sucht  und  von  letzterem  den  Strahl  nach  P  zieht. 
Aus  der  angegebenen  Construction  von  A  zu  A  oder  A'  mit  Hilfe  der  Trans- 
versalen zu  /,/',  X folgt,  dass  die  Reihe  der  Punkte  A.,.  auf  x  projectivisch 
ist  zu  dem  Büschel  der  zu  y  normalen  Ebenen  A...  oder  A'. ...  Daraus 
folgt  weiter,  dass  es  immer  ein  und  nur  ein  Ebenenpaar  II, H'  giebt,  für 
welches  das  zugehörige  Centram  im  Unendlichen  liegt,  so  da&s  die  Systeme 
auf  Hund  II'  congruent  sind  (llauptebonen).  B  nnd  Z^' seien  die  Schnitt- 
punkte von  U  und  H'mit  x  (Hauptpunkte).  Man  erhält  diese  Ebenen, 
indem  man  durch /und  /'diejenige  Transversale  zieht,  welche  zno?  parallel  ist. 

3.  Wenn  man  jetzt  das  System  M'  so  weit  parallel  zu  x  verschiebt, 
bis  ü'  mit  H  zusammenfällt,  so  ist  das  System  M  zu  der  Verschiebung  />/* 
des  Systems  if'  centrisch  collinear,  weil  die  beiden  Systeme  die  Ebene  II 
Punkt  für  Punkt  entsprechend  gemein  haben  (Collineationsebene). 
Es  oxistirt  dann  also  ein  Collineationscentrum  J{  für  die  beiden  Systeme 
M^M*y  das  selbstverständlich  auf  x  liegt,  weil  x  sich  selbst  entspricht.* 


♦  Bej^e,  /.  c.  8.  24, 
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Jeder  Strahl  durch  K  entspricht  sich  selbst  in  den  beiden  Syslemen  .V 
und  If*.  Verschiebt  man  nun  das  System  M*  wieder  zurück  in  die  Lage  M\ 
80  kommt  der  mit  K  zusammenfallende  Punkt  von  M^  in  eine  Lage  A",  mo 
dass  der  Abstand  der  beiden  einander  entspreclienden  Punkte  K ^K*  gleicli 
gross  ist  wie  der  Abstand  HIV  der  beiden  Hauptpunkte  oder  dass  die 
Strecken  iTA"' und  //'/r  denselben  Mittelpunkt  0  haben.  Geht  ein  Strahl 
im  System  M  durch  A',  so  ist  sein  entsprechender  zu  ihm  parallel  und  geht 
durch  Ä '  ( Kn olenpunkte). 

4.  Jedes  der  beiden  Systeme  M ^M'  hat  eine  Gegenebene,  F, G',  normal 
zu  y,  entsprechend  der  unendlich  fernen  Ebene  des  andern  Systems,  und 
da  für  die  per^pecti vischen  Systeme  M^M*  die  Gegenebenen  symmetrisch 
liegen  müssen  zu  K  und  /^  (I,  6),  so  müssen  die  Gegenebenen  F,G'  von 
M^M'  symmetrisch  liegen  zu  71,  K'  (Brennebenen).  Sind  F^G'  die 
Schnittpunkte  von  F, G'  mit  x  (Bronnpunkte),  so  hat  die  Strecke  FG' 
denselben  Mittelpunkt  0  wie  die  Strecken  Hli'  und  H' K,  Unter  Haupt- 
brennweiten versteht  mau  die  beiden  Strecken  HF=sf^  B'G'=sg', 

5.  Endlich  kann  man  nach  denjenigen  Normalebenen  zu  f  fragen, 
welche  mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen.  Für  ein  solches  Ebenon- 
paar  liegt  das  zugebörige  Ceutrum  im  Schnittpunkt  der  beiden  zusammen 
fallenden  Ebenen  mit  x.  Diese  Ebenen  sind  die  Doppelebenen  S,'r  der 
beiden  projectivischen  Büschel  der  Normalebene  zu  ij  und  sind  offenbar 
durch  diejenigen  beiden  Transversalen  zu  ljl\x  bestimmt,  welche  zu  y 
senkrecht  sind  (symptotischo  Ebenen)*.  Ihre  Schnittpunkte  mit  X 
seien  S^T,  Diese  sind  die  Doppelpunkte  der  beiden  projectivischcn Eeihen 
aufgrund  liegen  folglich  zu  den  Gegenpunkten  /^^  und  G^' symmetrisch,  so 
dass  also  die  vier  Strecken  /JA"\  H'K,  FG'  und  57*  denselben  Mittelpunkt 
0  haben. 

0.  Es  ist  aber  zu  bemerken,  dass,  wJthrend  die  Hauptpunkte,  Knoten« 
punkte  und  Brennpunkte  immer  reell  sind ,  die  symptotischen  Punkte 
imaginär  werden  können,  da  ihre  Uonstrnction  (Doppelpunkte  zweier  pro- 
jectivischcn Kcihen  auf  x)  eine  Aufgabe  zweiten  Grades  ist.  Diese  beiden 
Reihen  aufx  sind  offenbar  gleichlaufend,  weil  die  EbenenbUschel  A  ...  A'..  • 
es  sind,  zu  denen  sie  porspectivisch  liegen  (das  EbenenbUschel  A...  ist 
gleichlaufend  mit  A|  . .. ,  dieses  mit  Af . . .  u.  s.  w.).  Infolge  dessen  mUsaen 
S  und  r,  wenn  sie  reell  sind,  zwischen  f  und  G'  liegen  (I,  6).  Die  sympto- 
tischen  Punkte  haben  mi*  d^n  Brennpunkten  das  gemein,  dass  sie  schon 
bestimmt  sind  durch  die  projectivische  Beziehung  der  beiden  Reihen 
A,,,  Ä,.,  auf  u:,  was  bei  den  Haupt   und  Knotenpunkten  nicht  der  FaH  iat. 

Da  die  Knotenpunkte,  wenn  man  die  Systeme  M^M'  bis  zur  per* 
spectivischen    Lage   verschiebt,    zusammenfallen    und    das   Collineatiows* 


*  Lifltjw^,  Pogg.  Ann.  Bd.  29. 


596  Von  A,  Beck. 


ceiitrum  bilden,  80  künnen  sie  in  der  arspiiinglichen  Lage  von  MyM'  dadurch 
erhalten  werden  (I,  9),  dass  man  durch  /  die  Ebene  legt  parallel  zu  /'  und 
durch  /'  die  Ebene  parallel  zu  /;  die  erhtere  Ebene  schneidet  x  im  Punkte  K^ 
die  letittere  iin  Punkte  A".  Vermöge  der  Eigenschaft  (II,  3.)  der  Knoten- 
punkte kann  man  dieselben  {K^H')  auffassen  als  die  Aehnlichkeitbcentreu 
der  Brennebenen  (F',G). 

7.  Wir  wollen  für  das  Weitere  annehmen,  dass  die  Systeme  genau 
centrirt  seien,  so  dass  die  beiden  Geraden  x  und  y  zusammenfallen  (Axe). 
Dann  lassen  sich  die  Fundamental  Punkte  und  -Ebenen  in  einer  einssiiren 
Figur  anschaulich  darstellen:  8eien  gegeben  a*,/,/'.  Diese  drei  Geraden 
bestimmen  eine  Kegelschaar  ihrer  Transversalen  Die  Ilauptebenen 
sind  bestimmt  durch  diejenige  Erzeugende  der  Schaar,  welche  parallel  ist 
zur  Leitgeraden  x*  Die  Bro unebenen  sind  bestimmt  durch  diejenigen 
Erzeugenden  der  Schaar,  welche  parallel  sind  zu  den  beiden  anderen  Leit- 
geraden /,/'.  Die  Knotenpunkte  sind  die  Schnittpunkte  dieser  beiden 
Erzeugenden  mit  der  Leitgeraden  x.  Die  sympt oti sehen  Ebenen  oder 
Punkte  sind  bestimmt  durch  diejenigen  beiden  Erzeugenden  der  Schaar, 
welche  senkrecht  sind  zur  Leitgeraden  x, 

8,  Um  für  ein  centrirtes  System  den  Satz  zu  beweisen:  „Die  Haupt- 
brennweiten /,  g'  verhalten  sich  zu  einander  wie  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten im  letzten  und  ersten  System**,  betrachten  wir  zuerst 
nur  die  drei  Systeme  37,  A/,,  3/,.  Die  collineare  Beziehung  der  Systeme  M 
und  A/|  ist  bestimmt  durch  Angabe  eines  Strahles  /  in  M  (windschief  zu  a:) 
und  seines  entsprechenden  /,  in  M^  (II,  2).    Der  entsprechende  Strahl  /,  in 

Ml  ist  dann  eine  Transversale  zu  /  und  /,.    Durch  die  Punkte  //,  und  /|/, 

gehen  die  Ebenen  1', ,  2^,  während  die  Ebenen  //,  und  /(/,  die  Axe  in  den 
Punkten  C,  und  Cf  treuen.  Dur:h  (\  geht  ein  Perpendikel  zu  x^  welches 
/  und  /|  in  zwei  Punkten  VyVx  schneidet  und  die  Strecken  6\  v  und  C^Vx ,  sowie 
auch  ihre  Projectiunen  (I,  0) ,  stehen  zu  einander  in  demselben  Verhältuiss 
wie  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  i\Vi  im  ersten  und  zweiten  Medium 
(Fig.  7).  Die  Strecken  CfV^  und  i\v^y  welche  /,  und  /,  auf  dem  in  C,  errich- 
teten Perpendikel  zu  x  abschneiden,  repräsentiren  ebenso  das  VerhAlt- 
Diss  Vi  :  Vf  Aendert  sich  nun  /{,  während  /  und  /,  fest  bleiben,  so  ändert  sich 
auch  das  Verhältniss  v  w^  -,  v^.  In  der  ursprilnglichen  Lage  von  /(  ziehen  wir 
durch  den  Punkt  v»  die  Gerade  jl,  welche  mit  /  und  x  zu  derselben  Schaar  v(»n 
Erzeugenden  des  hyperbolischen  Paraboloids  gehört,  das  durch  /  und  x  als 
Leitlinien  und  durch  die  Normalebene  zu  x  als  Rieht ungsebene  bestimmt 
ist  (1,  10).  Wenn  dann  /(  sich  so  ändert,  dass  es  auch  fortwährend  diese 
Gerade  l  schneidet,  so  bleibt  das  Verhältniss  v:  r,  constant.  Ebenso  giebt 
es  eine  Gerade  Ag  durch  t;'|,  welche  von  allen  denjenigen  /|  geschnitten  wird, 
/ffr  welche  Vf  :  Vf  denselben  VVerth  haben  soll,  wie  bei  der  ursprüngHchen 
/^sge  von  /f.    Nun  läsat  sich  aber  leicht  bewe\aeti,  (^äi^ä  \^d^Ä  (v^  welches  l 
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scliDeidet,  auch  l^  trifft.  In  xler  That  haben  die  vier  Geraden  /,  X,  A^,  /^ 
liyperbolische  Lage,  d.  b,  sie  lasson  unendlich  viele  Transversalen  zu,  weil 
man  drei  solcher  Transversalen  angeben  kann,  nämlich  die  ursprüngliche 
Gerade  /j  und  dann  noch  die  beiden  Transversalen  zu  x^  /,  /jj,  welche  scnk- 
Tcclit  sind  zu  .r  (II,  5).  Jedes  /^  bestimmt  also  eine  ganze  Regelschaar  von 
Transversalen  /^  zu  /  und  Z^,  für  welche  das  Verliältuiss  v:  v^:v^  dasselbe  ist. 
I^iese  Regelschaar,  die  zu  einem  bestimmten  /^  gehört,  wird  gefunden, 
indem  man  mit  Ililfe  des  Punktes  C\  (6^)  die  Gerade  k  (A^)  construirt, 
^reiche  die  dritte  Leitlinie  der  Kogelschaar  ist. 

9.    Um   nun  die  verschiedenen  Verbfiltnisse  v :  i\  :  v^  in  Betracht  au 

Ziehen,  welche  allen  Transversalen  /^  von  /  und  ^2  entsprechen,  genügt  es 

'^«ch  dem  Vorigen,   alle  diejenigen  /^  zu  betrachten,    welche  durch  einen 

*>eliehigen  festen  Punkt  5 -von  /  gohen.    Denn  irgend  ein  anderes  /j  würde 

eine    ganze  Regeischaar  bestimmen,   deren  Erzeugende,  als  /^  genommen, 

''^öselbe  Verhttltniss  vzv^:  v^  liefern,  und  unter  diesen  Erzeugenden  giobt  es 

®'>^e  ,  die  durch  den  Punkt  S  geht. 

Die  zu  betrachtenden  1^  bilden  also  jetzt  ein  Strahlenbüsehel  mit  dem 
^^ eitel  S  und  der  Ebene  SLj^   so  dass  für  alle  diese  /^  die  Ebene  /^/^  und 

^^üit  de    Punkt  C^  fest  ist,    wahrend  die   Ebene  11^  ein   Ebenoubüschel 
*^     der  Axe  /  bildet  und   der  Punkt  (\  eine   dazu  perspectivische  Reihe 
d;  beschreibt.     Wir  suchen  nun  das  Verbältniss  r  :  r^  ^^'^^'^^^^^^^^^ '    ^^^ 
^^hältnisse  v  :  v^  lind  v^  :  v^  sind  auf  den  Perpendikeln  in  C^  und  C^  dar- 
-  stellt    (II,    8).      Das    zweite    dieser    Perpendikel    ist   fest    sammt    dem 
^"^nkt  »'2  auf  demselben.     Wenn  wir  in  der  Projection  (Fig   8)   von  dem 
-»leinbaren  Schnittpunkt  R  von  x  und  /^  aus  das  Perpendikel  in  6\  auf  3as 
^rpendikel  in  Cg  projiciren,   so  projicirt  sich  6^  in  C^,   v^  in  v\   und  v  in 
^em  Punkt  v\  so  dass  also  das  Verbältniss  der  Abschnitte  63»'  und  C^c'2 
'^^m  Verbältniss  viv^  gleich  ist.    Nun  lÄsst  sich  aber  leicht  beweisen,  dass 
^^«aer  Punkt  v'  fest  bleibt,  wenn  /,  jenes  Strahlenbüschel  beschreibt.    Es 
*^t  nftmlich  die  Reihe ,  welche  v  auf  /beschreibt,   projectivisch  zur  Reihe 
^^r   Punkte  B  auf  x^   weil   die    letztere   projectivisch    ist   zur   Reihe  der 
-Punkte    Cj   auf  .r.     Die  beiden  Reihen   /?...  und  v.,,  sind  aber  in  per- 
^pectivischer  Lage;    denn  wenn  C\  und   damit  auch   v  in  den  scheinbaren 
Bchnittpunkt  von  /  und  x  füllt,  also  die  Ebene  //j  normal  zur  Zeichnungs 
ebene  ist,  so  füllt  auch  R  mit  diesem  scheinbaren  Schnittpunkt  zusammen. 
l)ie   Geraden  Rv   bilden   also   ein    Stralilonbüschel.     Der  Scheitel   dieses 
Büschels  muss  aber  auf  dem  Perpendikel  In  C\^  liegen,  denn  dieses  Perpen- 
dikel ist  selbst  ein  solcher  Strahl  Rü\  die  Gerade  SC^inuss  nämlich  /jj  wirk 
lieh  schneiden;  nimmt  man  aber  diese  Linie  SC^  als  /, ,  so  fällt  R  nach  t\ 
and  f)  auf  das  Perpendikel  in  CV    Damit  ist  bewiesen,  dass  <ler  Punkt  v' 
auf  dem  Perpendikel  in  C^  fest  ist,  und  da  1;'^  auch  fe^l  \ä1  ,  äv\  \\^.Vk%w  h*\\ 
denSMtz: 


Eiuer  betttiinrnteD  coUineareu   BeiiehuD^  zwiscbea  detn  i 
(IriUeu  S^älem  ciitspriclil  aiicb  ein  besiimmlcs  VerliHlluUs  f  ;  ii^  ilcr  Fi>rt- 
{lAatizungvgesvbwiniligkeitQn    im    erste ti    uud   JritlPn   Mctliti 
Woien  aiicb  üor  Uvbergaug  vom  ersten  zum  iJriltcii  S^slem  mil  Hiirc  eioei 
zu  beiden  pei'ii)ipctivi»cbeii  zweiten  S}'»lem6  gcmacbt  werde. 

10.  Wii  üeuken  uus  das  8yäteio  JH  parallol  zn  a-  verseliobRH,  bia  es  a« 
jt/g  {lersjiectiri^cb  wird  (II,  3),  iiad  bezoicbnei)  es  in  dieser  verscbobene^ 
Lsgo  mit  Ifl*.  Didueä  Systoin  M*  knnn  nun  nacb  {II,  9)  »1»  rer mietet n de« 
Syalem  genouitueu  wncdeii  anstatt  jV^;  denn  en  ist  sowuhl  zu  J/j  als  ancb  n 
Af  perH}JCctiviscb,  LeUleres  allerdings  in  der  ganz  spectetlen  Woise,  dav 
dnti  Collinpatioiiäcentrum  auf  der  nncudlicb  fernen  CollineationsebcDD  [irg^ 
so  Anna  aino  für  den  Uebergaug  von  M  za  !U'  das  VerbSltnisu  p  :  r,  de« 
Werlb  =  I  hat.  Infulgo  dcasen  iot  das  Vorbällniss  e,  :  i-^  nir  den  Üeber- 
gang  von  4f  *  zi<  TU^  zugleich  das  Vcrbältniss  e  :  p^.  Um  also  dtcseH  Vcc 
bälluitis  t :  f ,  zu  bestimmun,  bra^icht  man  nur  die  Systeme  Ht  und  Mg  bj< 
zmperspecliviscbenl.Hgezusauimcnznschieben  und  dasBrecbungsvetliAltniaa 
dicbcr  beiden  c«>niriE<:b  collinearen  Systeme  nach  (I,  D)  zn  bestimmen. 

11.  Es  seien  jelat  wieder  die  n  +  l  centrirten  Systeme  ßl, 
i^...ifii„l,  iW  gegeben.  Alles  wird  bestimmt  sein,  wenn  atiaser  d»' 
AI«  ^  ^^  Zog  v*>u  gernden  Linien  /,/, ,  1^..  In~-i,l'  gegeben  ist,  die  diesek 
Sypfoireu  angebären  und  einander  entsprechen,  vou  denen  aljo  jede  di9 
folgende  schneidet,  während  sie  zu  3'  windschief  sind.  Der  ScbDit^nnkl 
zweier  nof  einander  folgenden  /  hcslimuit  die  zwischenliegende  brecbende 
Fl&cbe,  die  Ebene  der  beiden  /  bestimmt  das  ungehörige  Kugelceotroo^ 
Za  dan  auf  eiuaoder  folgenden  Brechnngeu  geboten  ferner  die  Brecbunga^ 
verhSlluisse  v.v^,  f, :  r^, ...  f»_,  ;  t'  nnd  Jxirch  die  culli 
der  Systeme,  wie  sie  durch  den  Linienzug  l,l^...l'  bestiminl  ist,  wird  f 
jedes  Medium,  z.  B.  M' ,  eine  Fortpilausungsgescbwindigkeil,  v' ,  bestimmt« 
sobald  difi  Fort|itlaQznugi>goschwindigkcit  v  im  ersten  Medium  gegebei 
IT,  wird  direct  bcstirnml  dnrch  die  ceutriache  CoUineatioa  zwischen  M  und  S^ 
Um  Vy  zu  bosl)u>nieu,  veiBchieben  wir  M  bis  znr  peispectivischrn  Lage  mit 
Jf|  Qud  bebtimmeu  das  Breehungaverhiiltniss  ij:i^,  unabhängig  von  i 
derselben  Weise  bestimmt  sich  aber  weiter  c,  nnabbängig  von  p,,  indem 
wir  M  noch  weiter  verschieben  bis  zur  perspectiviscbcn  Lage  mit  M^  u.  s,  «r. 
Dapiit  iel  bewiesen:  „Wenn  die  coDineare  Beziehung  zwischen  dorn  ertUui 
uud  letzten  System  gegeben  ist  (durch  ',''),  so  ist  damit  auch  das  Vac- 
bällnias  v:v'  der  ForlpftAnzuiigf^gescbwindigkeiteu  im  ersten  and  lotcieD 
Medium  bestimmt,  ganz  unabhängig  von  der  Anzahl  uud  Bcschaffoubctt  d« 
veiinitlolnden  Systeme;  diesnu  Verhältnis»  ist  dasjenige,  welches  doT  pOf 
specliviscbcn  (verschobenen)  Lage  der  beiden  Systeme  lü ,  !S'  eutirpricJit,  ab» 
auch  gleich  dem  Verbällniss  der  beiden  Hauplbrennweiten  j'  .f."  (I,  »,  Fl,  4,) 

12,   Weuu  «Iso  V  und  v'  gegeben  &\u4,  Ä.V.-wftiiadie  äusseren  M«diett 
roa  beatimtatet   ubysikali»cliei   Bettt\uL5ft»\vti\\,   a«™  viJiftxi.,  »»  \ma 
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geometrische  (collineare)  Beziehung  zwischen  Objcct  und  Bild  nicht  mehr 
jede  heliebige  sein;  die  Strahlen  7,  /',  durch  welche  diese  Beziehung  voll- 
kommen bestimmt  ist  (11,2.),    müssen  so  liegen,  dass   beim   Znsammen- 
Rclnrben  eine  centrische  Collineation  entsteht   mit  dem  VerhJiltniss  v :  v\ 
Wir  construiren  zn  /  die  Gerade  X  nach  (I,  10),  welche  dem  Verhältniss  t;:?/ 
entspricht.    Dann  erhalten  wir  alle  möglichen  /',  indem  wir  alle  möglichen 
'i^r^nsversalen  zu/  und  A ziehen  und  dieselben  um  beliebige  Strecken  parallel 
2U  .2  verschieben.  Durcli  jodm  bt'liebigon  Zug  von  geraden  Linien  /j,  /2  ...» 
^'''ölcher  l  mit  /'  verbindet,  ist  dann  eine  Art  des  Ueberganges  von  M  zu  M' 
o«ic*x   eine   Combination    von    brechenden    Flächen    zwischen    bestimmten 
^'«•-clien  dargestellt  (II,  11),  für  welche  M'  das  Bild  von  3/ ist. 

Wenn  die  äuHseien  iMedien  gleich  sind,  v--f>\  so  sind  auch  die  beiden 
^^^►"Hptbrenn weiten   einander  gleich   (II,    11).      Die   zusammengeschobenen 
■^  >'"  Sterne  reprSsentiren  eine  Oentralcollineation,  in  welcher  das  Oentrum  auf 
*^**  Collineationsebene  liegt  (Fmit  2^  zusammenfallt,  weil  das  Aehnlichkeits- 
^^"»^hÄltniss  auf  /' =  1  sein  soll),  wJihrend  die  Gegenebenen  sich  zu  beiden 
iten   von   derselben   in  gleichen   Abstanden    befinden.     Die  Bedingung, 
»Icber  /,/'  geniigen  müssen,   besteht  also   in  Folgendem:    wenn  man  /' 
*^^"Tallel  zu  X  verschiebt,  bis  es  /  schneidet,  so  muss  das  von  diesem  Schnitt- 
nkt  auf  X  gerillte  Perpendikel  mit  /und  dem  verscbobenen  /'  in  derselben 
ene  liegen.  —  Der  Knotenpunkt  K {K')  liegt  auf  der  Ilauptebene  EL  (H). 
13.  VergrÖsserung.  Wir  betrachten  zunächst  wieder  den  allgemeinen 
11.    Ist  das  Ubject  eine  ebene  Figur  in  einer  Normalebene  A  zu  o?,  so 
•"•«gt  das  Bild  ebenfalls  in  einer  solchen  Nornialebene  A'  und  Object  und 
ild  sind  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  in  Bezug  auf  ein  f^entrum  C  auf  x. 
eien  P  und  P'  ein  Paar  entsprechender  Punkte  von  A  und  A',  die  mit  C 
^Ti   einer  Geraden  liegen   müssen,   so   stellt   das  Verhältniss  CP'.CP  die 
lineare  Vergrösserung   für  das  Ebenenpaar  AA' dar,   d.h.  das  constantc 
^erhältniss  einer  Strecke  in  A'  zu  der  entsprechenden  in  A.    Wie  dieses 
Verhältniss  sich  ändert,   übersieht  man  deutlich,   wenn  man  sieb  die  col- 
lineare Beziehung  wieder  durch  die  beiden  Strahlen  /,/'  bestimmt  denkt. 
Die  Verbindungslinien  PP'  der  entsprechenden  Punktepaare  dieser  beiden 
Geraden    bilden    dann   eine  Kegelschaar    mit    x    als    dritter   Leitgeraden 
(II,  2);   ihre  Schnittpunkte  mit  x  sind  die  Punkte  C.    Nun  projiciren  wir 
diese  Regelscbaar  orthogonal  auf  eine  Nornialebene  zu  j-,  wodurch  die  Ver- 
hältnisse nicht  geändert  werden;  da  aber  die  Regelschaar  sich  als  Strahl- 
büschel  projicirt,  so  sind  die  Vergrösserungen  dargestellt  durch  die  Ver- 
hältnisse der  Abschnitte,   welche   die  Projectionen  von   f'  und  /  auf  den 
»Strahlen  dieses  Büschels  bestimmen.    Man  übersieht  so  deutlich,  dass  diese 
Vergrösserung   alle  Werthe  von— oobis+oo  dtirchläuft  und  jeden  Werth 
nnr  einmal  annimmt. 

Seien  ^,  ^'  zwei  entsprechende  Punkte  vow  a^  a^a    7>«^\  \\ixOvN.  ^vi. 
gehende   ehandcr   ent.<»])rochende    Strahlen.      Daiiw    \a\.    ^^^  N^^ViW«^'««» 
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lg  {xa)  :tg  (ira),  für  welches  man  wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  das 
Verhältniss  der  Winkel  selbst  nehmen  kann  (Winkelvergrössernng) »  con- 
stant  für  alle  Strahlenpaare  der  Bündel  AyA\  Denn  wenn  man  die  beiden 
Systeme  M^M'  bis  zur  perspectivischen  Lage  verschiebt,  so  schneiden  sich 
die  Strahlenpaare  von  A  und  Al  auf  der  Collineationsebeno  21  und  es  ist 
tgiica')  :  tg{xa)  =  SA  :  SA\  wo  S  der  Schnittpunkt  von  2^ mit  x  ist.  Denken 
wir  uns  durch  A,A'  die  Normalebenen  A,A'  zu  x  und  nennen  wir  das 
Collineationscentrum  €^  so  drückt  das  Verhältniss  CA' :  CA  die  lineare  Ver- 
grösseruug  für  das  Ebenenpaar  AA'  aus. 

In  dem  spociellen  Fall,  wo  die  äusseren  Medien  identisch  sind,  fallen 
C  und  Ä^  zusammen  (II,  12),  so  dass  für  irgend  ein  Punktepaar  A^A'  auf  a- 
die  lineare  Vergrösserung  derreciproke  Werth  der  Winkelvergrösserung  ii»t. 

Ist  noch  specieller  das  System  ein  teleskopisches,  d.  h.  entsprechen 
einander  die  unendlich  fernen  Ebenen  von  M  und  M\  so  ist  die  lineare 
und  damit  auch  die  Winkelvergrösserung  constant  für  alle  Punktepaare. 
Denn  den  Punkten  von  3/,  welche  auf  einem  Parallelstrahl  zu  x  liegen, 
entsprechen  wieder  die  Punkte  eines  solchen  Parallelstrahls  in  M\  da  der 
unendlich  ferne  Punkt  von  x  sich  selbst  entspricht. 

Von  der  Beziehung,  welche  bei  einem  teleskopischen  Linsensysteui 
zwischen  M  und  M'  besteht,  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  sie  durch 
Angabe  der  Axr  x  und  eines  Paares  entsprechender  Puqkte  PP'  bestimmt 
ist,  während  im  alljiemeinen  Fall  ein  Paar  entsprechender  Strahlen  erfor- 
derlich war.  Zu  irgend  einem  Strahl  /  durch  /*  lässt  sich  dann  /'  durch  P' 
construiren  mit  Hilfe  von  (II,  W)  und  der  Bemerkung  am  Schlüsse  von  (II,  12). 


Kleinere  Mittheilungen. 


XXVII.  Znrttckflüinmg  der  abstossenden  Natorkräfte  auf  die 

Newton'sche  Anziehungskraft. 

Bei  dem  offen  vorliegenden  Gegensatz  von  Anziehnng  und  Ab- 
stossung  könnte  es  fast  verwegen  erscheinen,  die  Abstossung  auf  An- 
ziehung zurückführen  zu  wollen.  Wir  dürfen  aber  nicht  vergessen,  dass 
wir  in  unseren  Bezeichnungen  häufig  voreilig  sind  in  unseren  Schlüssen 
von  den  Wirkungen  auf  die  Ursachen.  Wenn  ein  Körper  auf  einen 
anderen  stösst  und  nun  zurückprallt,  so  ist  nur  thatsächlich,  dass  sich 
der  zweite  Körper  nach  dem  Zusammenstoss  von  dem  ersten  entfernt, 
und  dass  er  abgestossen  werde,  dasö  sich,  zwischen  beiden  eine 
abstossende  Kraft  einstelle,  ist  ein  Schluss.  Wenn  Kalium  dem  Wasser- 
molekttl  den  Sauerstoff  entreisst,  so  sagen  wir  nicht,  dass  der  Wasser- 
stoff ^^on  dem  Sauerstoff  abgestossen  werde,  obwohl  auch  hier  beid'e 
Stoffe  sich  von  einander  entfernen,  weil  hier  der  wahre  Grund:  die 
grössere  Anziehnng  zwischen  Kalium  und  Sauerstoff,  zu  nahe  liegt. 
Wenn  die  Flüssigkeiten  vom  Boden  aus  bis  in  die  Gipfel  der  Bäume 
steigen,  so  sagen  wir  nicht,  die  Erde  stosse  dieselben  ab  und  treibe  sie 
so  in  die  Höhe;  und  wenn  wir  ein  enges  Röhrchen  in  eine  Flüssigkeit 
tauchen  und  diese  steigt  im  Innern  zu  einer  beträchtlichen  Höhe,  so 
behaupten  wir  nicht,  die  Erde  oder  die  grössere  Masse  der  Flüssigkeit 
stosse  die  gehobene  ab,  sondern  vielmehr,  dass  die  Wandungen  die 
dünne  Flüssigkeitssäule  in  die  Höhe  ziehen,  da  durch  die  geringere 
Entfernung  der  Röbrchenwände  von  der  Flüssigkeit  diese  von  jener 
stärker  angezogen  wird,  als  von  der  ganzen  Erde.  Wenn  ein  Planet 
durch  das  Pirihelium  gegangen  und  nun  sich  von  der  Sonne  entfernt, 
so  schliesst  der  Astronom  daraus  nicht,  dass  die  Sonne  den  Planeten 
abstosso,  und  ebenso  wenig  denkt  Jemand  daran,  wenn  ein  Planet  von 
der  Erde  sich  entfernt,  dass  hier  eine  Abstossung  stattfinde,  da  man 
weiss,  dass  die  Anziehungskraft  der  Sonne  diese  Entfernung  bewirkt 
und  jene  nur  eine  Folge  des  Beharrungsvermögens  ist.  Wenn  alao 
Körper  sich  abstossen,  wenn  die  Thal8ac\\ei\  müä  t^'^vk^^'kw  ^xsJl:Qs^^KsasK«v^ 
(Ihbb  die  Moleküle,  die  Atome  nach  dem  Z\iaamm^Tia\,Q^%  «vOcl  ^«^  ^vöäsääx 
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ziohungskraft.  Wenn  das  Streben  dieser  Kraft  dahin  geht,  diu  Materie 
immer  mehr  zu  verdichten,  so  sind  wir  gezwungen  zu  der  Annahme, 
dass,  je  weiter  wir  in  der  Vergangenheit  zurückgehen,  die  Verdichtung 
ytpr^BO  weniger  vorgeschritten  war,  und  es  einen  Zeitpunkt  gegeben 
^  haben  müsse,  in  welchem  die  Materie  den  Weltenraum  gloicbmHssig  erfüllte. 

In  dem  Folgenden  wollen  wir  nun  hauptsächlich  der  mathematischen 
Behandlung  wegen  eine  vollständig  gleichmXssige  Massenvertheilung  zu 
Grunde  legen«  Wir  werden  aber  nur  solche  Schlüsse  ziehen,  die  auch 
bei  einer  nicht  gleichmässigen  Massenvertheilung  richtig  sind. 

Denken  wir  uns  nun  einen  materiellen  Punkt,  so  wird  derselbe 
von  allen  Seiten  angezogen,  wirkt  seinerseits  aber  auch  anziehend  auf 
alle  Materie.  Die  Masse  desselben  sei  m  und  er  sei  der  Mittelpunkt 
einer  Kugel,  deren  Radius  R  und  deren  Dichtigkeit  fi  sein  möge.  Wir 
wollen  nun  die  Grösse  der  Kraft  suchen,  womit  der  Punkt  m  nach 
einer  jeden  Richtung  angezogen  wird.  Durch  den  Mittelpunkt  m  denken 
wir  uns  eine  Ebene  E  gelegt,  welche  also  die  Kugel  in  zwei  Halb- 
kugeln thcilt.  Die  Kugel  bestehe  aus  concentrischen  Schichten  mit  der 
Dicke  dR.  Wir  können  nun  die  eine  Schicht  in  differentielle  Elemente 
zerlegen,  indem  wir  sie  durch  Ebenen  schneiden,  die  mit  E  parallel 
sind.  Nennen  wir  den  Winkel,  den  der  Radius  R  mit  dem  auf  E 
in  7/1  senkrechten  Durchmesser  bildet,  a>,  so  ist  R  sin  m  der  Radius  des 
kreisförmigen  differentiellen  Elementes.  Demnach  ist  das  Volumen 
desselben  2itsin(o  R^  dR  de^y  die  Masse  also  2n(isinai  R*  dß  do).  Mithin 
ist  die  Kraft,  womit  m  nach  der  auf  E  senkrechten  Richtung  an- 
gezogen wird, 

f,li.m.KnR,*dR,sviG}.  cos  o .  (/o) 

+  .. ___. 

=  +  ^^f,fi,m.n.dR,sin2m,d,{2  w). 
Nun  ist 

i  ^f*IJ^'f»»n.dRJsin2md(2€i})=:  +  f.li.m.n.dR,cos2€ii. 

TB 

Dieses  Integral   ist  zu   nehmen  von  w=— bis  a)=n;,  also  hier  von 

7c  bis  2 TT.     Die  anziehende  Kraft  der  halben  Kugelschicht,    deren  Dicke 
dR  ist,  ist  mithin  f,ii,m,fc,dR,     Nun  ist 

H 

f. fi.m. 7t I  dR  =  f.iA.m,n,R. 

0 
Die  Anziehungskraft,  womit  m  nach  irgend  einer  Richtung  von  der 
Kugel  gezogen  wird,  ist  also  R  proportional.  Es  ist  daher  die  Frage 
nicht  mehr  zu  umgehen,  wie  gross  R  anzunehmen  sei  oder  ob  die  Welt 
begrenzt  oder  unbegrenzt  sei.  Nach  Kant  führt  sowohl  die  eine  wie 
die  andere  Annahme  vn  Widersprüchen.  (Siehe  Kritik  det  x^vbäj^  M-vx- 
nunft  8.  3'28.)     Doch  sein   Beweis   gegen  4eia  XluXi^^xcviTXÄwa.  ^^^^^^3^ 
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entfernen,  so  kann  diese  sogenannte  Abstossung  immerbin  die  Folge 
von  zurückziebenden  Anzieliungskräften  sein.  Nacb  dem  New tou'scben 
Gesetze  wird  ja  jedes  Tbeilcben,  ancb  das  kleinste  Sonnenstäubchen, 
von  der  Gosammtbeit  der  Weltmaterie,  also  nacb  allen  Seiten  angezogen. 
Je  zwei  Kräfte  wirken  nacb  gerade  entgegengesetzten  Riebtungen.  Es 
sind  also  Differenzen  von  Kräften,  w^elcbe  bauptsäcblicb  die  Bewegungen 
der  Körper  bewirken.  Bei  der  unmessbaren  Ausdebnung  der  Welt 
müssen  diese  Kräfte  gegen  ihre  Differenzen  so  gross  sein,  dass  letztere 
nicbt  in  Betracht  kämen,  wenn  jene  sieb  nicht  au  fliehen  w^ürdon.  Allein 
wenn  auch  zwei  nacb  entgegengesetzten  Richtungen  wirkende  Kräfte 
sich  tboilweise  oder  ganz  aufbeben,  so  beisst  dieses  Auflieben  doch  nur, 
dass  der  betreffende  Körper  bei  sich  aufbebenden  Kräften  wieder  der 
einen,  noch  der  anderen  Kraft  folgt,  es  kann  aber  nicbt  beissen,  dass 
diese  Kräfte  absolut  wirkungslos  seien,  da  es  keine  Kraft  ohne  ent- 
sprechende Wirkung  geben  kann.  Wie  die  aufgehobene  Massenbewegung 
nach  dem  Zusammenstoss  zweier  Körper  nicht "  spurlos  verschwunden, 
sondern  in  Wärme  übergegangen  ist,  also  die  Wirkung  der  einen 
Bewegungsgrösse  nicbt  blos  in  der  Aufhebung  der  anderen  besteht,  so 
mnss  auch  eine  entsprechende  Wirkung  eintreten,  wenn  ein  Atom  nach 
zwei  entgegengesetzten  Richtungen  angezogen  wird.  Da  nun  aber  bei 
zwei  gleichen,  nacb  entgegengesetzten  Richtungen  ziehenden  und  in 
demselben  Punkte  angreifenden  Kräften  keine  Bewegung  eintreten  kann, 
worin  besteht  denn  die  Wirkung?  —  •Da  Nichts  vorbanden,  als  Aus- 
dehnung und  Widerstandskraft  oder  Undurcbdringlichkeit,  die  Ausdehnung 
aber  nur  durch  die  Widerstandskraft  besteben  kann,  so  liegt  der  Gedanke 
nahe,  dass  die  Undurcbdringlichkeit  in  den  nacb  allen  Richtungen 
anziehenden  Kräften  der  Weltmaterie  ihren  Gnind  bat.  Wir  müssen 
diese  daher  etwas  näher  untersuchen. 

Die  Resultate  der  Geologie  und  Astronomie  weisen  darauf  bin,  dass 
ursprünglich  die  Weltmaterie  «len  Weltenraum  gleicbmässig  erfüllto. 
Betrachten  wir  unsere  Erde,  so  ist  ihre  gegenwärtige  Gestalt  im  Grossen 
mit  der  Abplattung  an  den  Polen  dieselbe,  welche  sich  ergeben  musste, 
wenn  w^r  sie  in  fh'issiger  Form  unter  dem  Einfluss  der  durch  die 
Rotation  sich  ergebenden  Oentrifugalkraft  'betrachten.  War  aber  die 
Erde  früher  in  flüssiger  Form,  so  wird  sie  vordem  in  Gasfonn  existirt 
haben,  und  die  Hypothese,  wornacb  sie  sich  von  dem  rotirenden  gas- 
förmigen Sonnenkörper  losgelöst,  gewinnt  an  Wahrscheinlichkeit.  Nehmen 
wir  hinzu,  dass  die  Astronomie  uns  Himmelskörper  kennen  lehrt,  deren 
Dichtigkeit  zwischen  den  weitesten  Grenzen  schwankt,  so  ersetzt  uns 
dieses  gleichzeitige  Vorkommen  von  Gebilden,  deren  Zustand  die  Stufen 
zwischen  der  embryonalen  bis  zur  entwickeltsten  Form  repräsentirt,  den 
Mangel  einer  vollständigen  Geschichte  eines  Himmelskörpers.  Zu  don- 
Belben   Schlüssen   zwingt  uns  die  Betrachtung  der  Nowton'scbcn   An- 
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üetinngtkrart.  Wenn  das  Streliuii  dieser  Kraft  dnhm  geht,  rtii;  Materie 
immec  mehr  zu  verdichten,  so  einil  wie  gezwungen  zu  der  Acnnliniu, 
d&sst  je  weiter  wir  in  der  Vergaugpnheit  aurütkgehen ,  die  Verdiclituiig 
iww  so  weniger  voTgeschritli-n  war,  tind  es  einen  Zcilpnnkt  gefielii'u 
liabeu  müsse,  io  welchem  die  Materie  den  Weltenraum  gleiclimHssig  erfiillle. 
In  dem  Folgenden  wollen  wir  min  hanplsltchlitii  der  inatheiivitischen 
lekftndlung  wegen  mne  vollständig  gleichmSsaige  JJlaaeenvetHieilung  zn 
Mode  legen.  Wir  werden  aber  nur  solche  Hcblitsse  ziehen,  die  auch 
'incr  nicht  gldichmSstiigen  Maesenvertheiluiig  richtig  sind. 
Denken  wir  uns  nun  einen  matertelien  Punkt,  '  eo  wird  dersclhr 
von  allen  Seiten  angezogen,  wirkt  seinerseits  aber  auch  anziehead  auf 
alle  Materie.  Die  Masso  desBelben  sei  m  nnd  er  sei  der  Mitlclpnnkt 
einer  Kugel,  deren  Radius  H  und  deren  Diahtigkeit  fi  sein  möge.  Wir 
wollen  nnn  die  GrössB  der  Kraft  suchcu,  womit  der  Punkt  m  nach 
einer  jeden  Richtung  angezogen  wird.  Durch  den  Mittelpunkt  m  denken 
Mir  tin«  eine  Ebene  £  gelegt,  welche  also  die  Kugel  in  zwei  Halh- 
BjRgela  thcih.  Die  Kugel  bestehe  aus  concentrLschen  Suhicbten  mit  der 
deiche  ilR.  Wir  können  nun  die  eine  Schicht  iu  differentielle  ElementQ 
*<*tiegen,  indem  wir  sie  durch  Ebenen  sehneiden,  die  mit  E  parallel 
>ind,  Neunen  wir  den  Winkel,  den  der  Radius  R  mit  dem  auf  E 
in  m  senkrechten  Durchmesser  bildet,  u,  so  ist  R  siu  w  der  Radius  des 
teisrörmigcn  differentiellen  Elementes.  Demnach  ist  das  Volumen 
Ueelben  Zitsina  HUI R  tia,  die  Masse  also  ■iTtfishuo  R'  dJi 'Im.  Mithin 
t  die  Kraft,  womit.  >»  nach  der  auf  E  senkrccbteu  Kicbluug  an- 
PMgen  wird,  ,       , 

,  Aii.B».*.reÄ.*rfR-*iw(0-cosD),rfM 


(an  ist 

+  J/.^.»i.re.(ift /s/.i2wrf(2«)= +  /-.fi.«i.ji.(/Ä.rc.'aü). 

Dlesee  Integral    ist   zu    nehmen  von  ni  =  —  bis  io  =  it,  also  hier  von 

'"•I2w.     Die  anRJehendn  Kraft   der  halben   Kugelsthicht,    deren  Diike 


'  'ft,  iat  mithin  f.fi.m.it.dR.    Nun  i 
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Die  Anziehungskraft,  worait  711  nach  irgend  einer  Richtung  von  der 
*>KeI   gezogen    wird,    ist   also    R    proportional.     Es    ist  daher  die  Frage 
"■*ht  mehr  zu  umgehen,  wie  gross  R  anzunehmen  sei  oder  ob  die  Welt 
^^grenzt    oder    unbegrenzt    sei.     Nach   Kant   führt    sowohl  die  eine  wie 
^P^  sudere  Annahme  bh  Widersprüchen.     (SieVe  K.i\\W  i«   «\'o.%ii  N'p.i- 
^BlaA  A  5riv.^     Doch  sein   Beweis   gegen   (\ivb   UöWg^eaiVaeÄTi   i.^^  "^«JCi. 
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entrenien,    so   Icnnn    disHc  scigenaunt«  Abstossung  immerhin   di«  P»!^ 
von  zmückxieliendi'n  Anzietiungskräfti'n  spin.     Nacli  Jei 

GcBPtae    witil   ja  jedes  Tbeüclien,    auch    das    kleinste    Sonncnslitaljchfli 

vini  der  Gesaramthcif  der  "Wyltnintprie,  also  nach  allen  Seitou  angeso^fr^ 
.Te  zwei  KrSfle  wirken  unch  gerade  pntgegengese taten  Riefatnngfn.  f^ 
sind  also  Differenzen  von  Kräften,  welche  hauptsächlich  die  Bewegung»^ 
der  Körper  bewirken.  Bei  der  uninefAbaren  Atlsdehnnog  der  Vf^—- 
mÜBBen  diese  KrSfte  gegen  ihre  Differenien  so  gross  spiu.'da»  leu 
nicht  in  Hetraehl  kämen,  wenn  jene  sit-li  nicht  nnDiebeii  wUrden.  AU^ 
wenn  ancli  awei  nach  entgegengesetzten  Riehtungen  wirkende  Kifl 
sich  thcilwciae  «der  ganz  aoflieben,  so  beisst  diesen  Anflielien  doch  e 
dass  der  betreffende  Körper  bei  sich  aurhebenden  KrSflen  weder 
einen,  noch  der  anderen  Kraft  folgt,  rs  kann  nlier  nicht  heisson,  ■ 
diose  KrÄfte  absnlut  wirkungsloR  seien,  da  es  keinn  Kraft  nhno  « 
sjirecbende  Wirkung  geben  kann.  Wie  die  aiifgidiubene  Massenb« 
nach  dem  Zusammen stnss  swcier  KMrpcr  nicht  spurlos  verschnari 
sondern  in  Wftrme  übcrgegangpn  tat,  also  die  Wirkung  der  »«B 
Bewegnngsgrössc  nicht  blna  in  der  Anfbehnng  der  andi^ren  beateht^ 
mnss  auch  eine  entsprerheudi-  Wirkung  eintreten,  wenn  ein  Aton  m 
zwei  entgegen  gesetzten  Richtungen  angezogen  wird.  Da  dud  aber  1 
zwei  gleii^hen,  nach  enigegengesetatrn  Riehtnngcn  «iebenden  und  ' 
demselben  Funkte  nngreifenden  KrSften  keine  Bewegung  cintretcu  k 
worin  bestellt  denn  die  Wirkung?  —  'Da  Nichts  vorhanden,  «Ic  - 
dehnung  und  Widerstandskraft  oder  Undurcbdringlichkoit,  die  Aas^o^ 
aber  nur  durch  die  Widerstandskraft  bestehen  kann,  so  liegt  der  C 
nahe,  dass  die  llndurchdringlichkeit  in  den  nach  allen  RIebtXN 
anziehenden  Kräften  der  Wellmatcrie  Ihren  Grund  hat.  Wir  nO» 
diese  daher  etwas  näher  unlersucheu. 

Die  Resultate  der  Geologie  niid  Astroumuie  wria«n  daimuT  InOi  ■ 
ursprünglich     die    Wellmatorie    den     Wclipnraum    gleiebmiUsig    «fOl 
Betrachten  wir  nnaere  Krde,  so  ist  ihn-  gegenwärtige  (ioetall  im  Otö* 
mit  d(^  Abplattung  an  den  Polen  dietelhf,   »eiche  aieh  «i^ebra  HB* 
wenn     wir    sie    In    ilÜHsigor   Form    unter    dem    ICinDoM    der    dnnfc 
Rotation    «ich    ergebenden    Ceiitrirugalkran    Setmchten.     War    abcv 
Erde    früher    in   flfissiger   F"rm,    S«  "Hivl   lin   vnrdetn   in  Oaaform  | 
haben,  and    die    1I^  i 
fliruiigi-n  Simnenkoi  ]  ■ 
wir  hinsu,  dass  die 

Dichtigkeit    /ni-icliesi     .l.-n    nei  *rii»,,u,l.r  . 

dieses  gleicliz'itl'  '  TimiBi  -«i  Zu 
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iderum  verändert  werden,  wah  dieeo  atier  nur  diudi  Veräiiderang  der 
enen  Bewegung  voimögen,  Eia  vollslämligi's  WiedcreiLalteu  der  Ge- 
lt Yor  dem  Drucke  ist  also  oLne  üuliilfeiiiilime  anderer  Kräfte  uiclat 
mltbar.  Die  duicb  den  Druck  geleistete  Arbeit  kann  nur  durch  andere 
raffe  uieder  aufgelioLen  werden.  Wir  werden  Uiilier  nuteveucbcn  inüsseu, 
I  nicht  die  Uejiulsiou  uud  ElaKtidtät  notb  andeiswo  ihren  Grund  haben. 
■  nuldür  Anuäbei-ung  nacli  dem  NGwtou'bthen  Gesetse  die  AnziebungH- 
«fl  wächst,  so  ist  die  Ui'sacbe  der  ÄbiitiiKsung  in  der  veränderlen 
exiehung  zur  gesummten  Weltiunleriu  zu  vermullieu.  Denken  wir  uns 
lu  eine  Kngel  von  gieicliniäüiiig  vertbeilter  Mtitene  mit  der  Dichtigkeit 
,  Im  Mittelpunkt  bußiide  sieb  clor  materielle  Funkt  m  jni  Uleicligewiclil, 
idem  er  nach  allen  Seilen  mit  gleichen  Klüften  angeitogeii  wird.  Nun 
erde  in  um  r  ans  der  Gleichgewichtslage  berausgebrauht.  Alüdatm  lehrt 
i«  Mechanik,  das«  m  nur  der  Auziehnngbkiafl  der  Kugel  nntcrliegt, 
'eiche  mit  der  Ursprung] leben  couceutriseh  ist  und  deren  Oberfläche  durch 
in  tankt  Ri  geht,  weil  alle  diese  Kugel  umgebe ii den  Schichten  der 
•tem  auf  >n  nur  sich  aufhebeude  Einwirkungen  ausüben,    in  wird  daher 

ich  der  GleiehgewichtHlage  mit  der  Kiaft  f.— — '■ — ^^— -^=  J /",((,  m.sr.  »■ 

igezugen,  also  mit  einer  Kraft,  welche  der  Entfernung  von  der  Uleieh- 
iwicbtalage  proportional  ist.  Nun  kennen  wir  aber  jeden  Punkt,  der  im 
leichgewicht  ist,  als  den  Mittelpunkt  einer  Kräl'tekugel  ansehen.  Wird 
a  materieller  Punkt  dann  aus  dietiem  Gleichguwichtsmiltelpunkt  herauji- 
ibrachl,  so  wird  er  nach  demselben  wieder  zurUckgesogeu.  Der  Zustanil 
aes  materiellen  Punktes,  sowie  der  ciueä  aus  n»lchen  zusammengeselzlen 
BirerB  ist  ein  derartiger,  dass  in  der  Gleiebgewichtalage  die  inneren 
i(t  üusseren  Kräfte  ein  System  bilden,  dessen  Reaultirende  Null  Ist. 
ii'd  nun  aber  ein  Körper  in  der  Richtung  iili  bewegt,  so  wüubst  die  nach 
T  Hichtnng  ''«  anziehende  Kraft,  während  die  in  der  Kichtung  ab 
fliende  abnimmt,  da  ja  die  nach  der  Kichtung  bu  hin  liegende  Welt- 
■lerie  zu-,  die  nach  ab  hin  gelegene  dagegen  abnimmt.  J/'.ft.m.Ji.r 
llt  aber  nur  die  Kraft  dar,  womit  die  Masye  m  zurückgezogen  würde, 
etil  es  sich  nur  um  die  Masse  m  handelte,  die  benachbarte  Materie 
%baus  keine  Aenderung  erlitte.  Stösst  aber  ein  Körper,  und  sei  er 
'h  nur  viu  materieller  Punkt,  auf  einen  anderen  Körper,  so  bringt  er 
Eile  des  anderen  Körpers  aus  ihrer  Gleit-hgeivicbtslagP:  ja  es  gilt  dieses, 
lau  auch  mit  der  Entfernung  rasch  abnehmend,  streng  genommen  von 
gesammten  Wcllmaierie.  Auf  diese  Weise  wird  die  Bewegung  des 
tpers  für  einen  Augenblick  aufgehoben.  Wird  nun  ein  Theilcbeo  um 
kus  seiner  Gleichgewichttilage  gebracht,  so  wird  es  bei  einer  Masse  in 
■h  dem  Obigen  mit  der  Kraft  ^./.fi.'ri.ji.  (i  zurückgezogen.  Uei  dieser 
cftckbewegung  nun  wirkt  dieses  Theilchen  mit  zur  Zurückbeweguiig  der 
\Khbnrtea  Theihhi^n,  voizugswcise  auclt  des  uiB^iÖÄ^vtVftti.  toa.V«"cv^t\i. 
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Punktes  m.  Wenn  nun  dieser  um  r  verschoben  tvorden  ist,  so  sei  der 
folgende  um  9?,r,  der  zweitfolgende  um  ip\<p.r,  der  drittfolgende  um 
fjp  '.  fjp' .  9? . r  etc.  verschoben.  Wird  aber  der  ursprüngliche  Punkt  cm^l  mehr 
verschoben,  so  liegt  es  auf  der  Hand,  dass  dann  der  nächstfolgende  eben- 
falls cmal  weiterrückt,  also  c.g^.r,  ebenso  der  zweitfolgende  c,q)\fp.r^ 
der  drittfolgende  c.(p".(p'.(p.r  etc.  Mithin  ist  auch  für  alle  die  zurück- 
ziehende Kraft  cmal  grösser,  mithin  auch  die  beschleunigende  Wirkung 
auf  den  Punkt  m.  Die  Gesammtkraft,  die  diesen  zurücktreibt,  ist  also  der 
Entfernung  von  seiner  Gleichgewichtslage  proportional. 

Somit  hätten  wir  also  die  Kraft  gefunden,  die  man  bis  jetzt  dem  so- 
genannten Aether  zuschrieb,  einem  Stoff,  den  man  nur  deshalb  annahm,  um 
die  Erscheinungen  des  Lichtes  und  die  Bepulsionskräfte  zu  erklären.  Wir 
brauchen  nun  nach  dem  Vorhergehenden  nur  solche  Atome  anzunehmen,  dio 
anziehend  wirken.  Diese  Atome  sind  durch  Materie  getrennt,  welche  von  sehr 
unbedeutender  Dichtigkeit  ist,  dagegen  den  Raum  stetig  erfüllt.  Wir  können 
nun  zur  Erklärung  der  Lichterscheinnngen,  wenn  jene  dünne  Materie  dazu 
nicht  hinreichend  sein  sollte,  immerhin  an  Stelle  des  Aethers  Atome  annehmen, 
die  im  Vergleiche  mit  den  eigentlichen  Körperatomen  an  Grösse  und 
Dichtigkeit  sehr  unbedeutend  und  dem  bis  jetzt  angenommenen  Aether 
in  dieser  Hinsicht  ähnlich  sind.  Ausser  den  eben  angeHihrten  müssen 
übrigens  noch  weitere  Aenderung^  mit  den  Hypothesen  über  die  Con- 
stitution der  Körper  vorgenommen  werden.  Nur  durch  die  obige  Auf- 
fassung der  Undurchdringlichkeit  verbunden,  mit  der  Annahme,  dass  die 
Atome  durch  weniger  dichte,  aber  stetige  Materie  getrennt  seien,  ist  der 
Widerspruch  vermieden,  der  darin  liegt,  dass  die  Atome  durch  leere 
Räume  getrennt  seien.  Folgenschwerer  ist  die  Annahme,  dass  die  Atome 
unveränderlich  seien.  Durch  diese  Annahme  ist  eine  befriedigende  Ver- 
mittelung  zwischen  unorganischer  und  organischer  Welt,  zwischen  Pflanzen- 
und  Thierreich  geradezu  abgeschnitten,  und  daher  die  abstossenden 
Erklärungsversuche  des  Materialismus.  Da*  die  Atome  ausgedehnt  sind, 
so  haben  wir  in  demselben  Atom  die  Materie  in  der  innigsten  Berührung. 
Die  Anziehungskraft  muss  daher  sehr  gross  sein,  woher  es  ja  auch  kommt, 
dass  die  gewöhnlichen  Kräfte  der  Natur  das  Atom  nicht  zu  theilen  ver- 
mögen, d.  h.  die  Materie  des  Atoms  nicht  voneinander  reissen  können. 
Während  nun  aber  die  nach  aussen  gerichteten  Kräfte  des  Atoms,  obwohl 
sie  im  Vergleiche  zu  jenen  auf  das  Innere  wirkenden  sehr  klein  sind, 
entsprechende  Wirkungen  hervorbringen,  bringen  jene  nur  die  Starrheit  des 
Atoms  zu  Stande,  wir  haben  also  ein  fortgesetztes  Streben,  sich  zu  durch- 
dringen ohne  den  geringsten  Erfolg.  Dieses  ist  ein  Widerspruch.  Nehmen 
wir  aber  die  Un Veränderlichkeit  des  Atoms  nur  in  relativem  Sinne,  d.  h.  wird 
die  Veränderlichkeit  erst  in  sehr  langen  Zeiträutnen  merkbar,  so  haben 
wir  den  tiefsten  Grund  des  Fortschrittes,  und  zwar  eines  nothwendigen 
Fortschrittes  in  der  Natur.     Die  organischen  Körper  unter-scheiden  sich 


djinn  im  letzten  Grnti'Ie  dndarch  vod  den  ud organischen,  daea  aie  Atome 
enthalten,  in  welclicn  die  Durchdringung  der  Materie  wi'itur  fortgeschritten 
ist.  Doch  braucht  dicBee  nicht  bei  allen  Atomen  eines  orgnnischen  Körpers 
der  Fall  zu  sein. 

Die  voralebenden  Krgebniase  habe  ich  bereite  in  meiner  Bchrift  ,)Gutt 
und  die  Welt  ron  Schill"  angedeutet;  doch  wurden  dieselben  dort  mehr 
aar  philosophischem  Wege  gorunden  und  ergaben  sich  als  Conseijnenz 
^ines  p IUI 08 op bischen  Systems. 

Boppard.  GiLi.BS, 

Gy  Ol  uatiiallolirer. 

XXVm.  Ist  Oersted  odei  Schweig^er  der  eigentliohe  Entdecker  deiBlectio- 
nagnetiamus? 

Oersted  verSffentlichte  bekanntlich  seine  Versnche  durch  sein  Circnlar 
n»it  DatnmCopenhagenden  21.  Juli  182(1,  vergleicheGilbertAnnalen,  Bd.  66 
Seite  295,  wo  dieees  Circnlar  abgedruckt  steht. 

In  der  Einleitung  sagt  Oeraled:  „Aus  diesen  Versuchen  schien  zu  er- 
■>ellea,  daas  die  Magnetnadel  sich  mittels  des  galvanischen  Apparates  ans 
>hr^t  Lage  bringen  lasse,  und  zwar  bei  geachlossenem  galvanischen  Kreise 
•nd  nicht  bei  nft'enem,  wie  vor  mehreren  Jahren  einige  berühmte  Physiker 
••»»aonKt  es  versucht  haben." 

Als  achter  Versuch  sagt  Oersted:  „Wird  der  verbindende  Draht  lolh- 
*'oeht  nahe  bei  einem  Pole  der  Mngnetnadel  ihm  gegenübergestellt,  nnd 
^*s  obere  Ende  des  Drntfaes  erhält  die  ElectrlcitSt  von  dem  ucgativeu  Endo 
"■«a  galvanischen  Apparates,  so  bewegt  sich  dieser  Pol  nach  Osten"  etc.  etc. 

Die  gleiche  Tliatsache  verötTenllichl  Schweigger  bereits  12  Jahre  früher 

E'^'^d  eeigt  diesen  Versuch  sowohl  an  am  geschlüssensD,  ali  auch  am  offenen 
tetrischcn  Kreise. 
In  Gehlen'a  Journal  der  Chemie  nnd  Phyaik  etc.,  Bd.  VII.  vom  Jshre 
08,  Seite  206,  findet  sich  Schweigger's  Aufsatz  mit  der  Ueberschrift : 
„üeber  Benutzung    der  magnetischen  Kraft  bei  Messung  der  elec< 
«hen." 
Der  Anfsnlz  lantet  im  Auszüge :  „Bei  den  metaten  Eleclrometern  wirkt 
«lic  Kraft  der  Eleclriciiat  gegen  die  Schwerkraft,  oder  die  Drebnngskraft 
^inea  dünnen  Fadena  wie  bei  Coulomb's  electrischer  Waage;  ich  weiss  ahcr 
*\ich(,  oh  man  schon  den  mit  Electricitftt  so  nahe  verwandten  Magnetismus 
%n  ähnlichen  Zwecken  benutzt  hat." 

„Denken  Sie  sich  Conlomb's  electrische  Wange  so  eingerichtet,  daas 
^io  Nadel,  etalt  an  einem  Faden  aufgehängt  zu  sein,  anf  einer  Nadelspilzn 
■chwebt,  welche  vollkommen  iaolirt  ist.  Die  Nadel  sei  flbrigens  von 
magnetischem  Stahl  und  mit  angesteckten  ganz  kleineu  Messingknöpfchen 
T«rB«hen.  Man  sieht,  dass  bei  dieser  Vorrichtung  ElectricitSt  nnd  Mnguetis- 
mit  tick  preehadm<ilig  zum  Matisse  dienen  ViiinveT\,"  etc. 
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,, Soeben  erhalte  ich  (vom  Mechaniker)  ein  nach  dieser  von  mir  an- 
gegebenen Idee  verfertigtes  Electromcter,  das  überaus  zart  ist/* 

„Die  geringste,  dem  durch  den  Deckel  (des  u;ngebenden  Glases) 
gehenden  isolirten  Stifte  mitgetheilte  Electricitüt  stösst  die  Nadel  aus  denoi 
magnetischen  Meridian,  die  dann  oft  viertelstundenlang  von  dem  Kügelcben 
des  zu  leitenden  Stiftes  absteht,  bei  dessen  Berührung  sie  jedoch  sogleich 
wieder  in  tlire  ursprüngliche  Lage  zurückkommt,  welche  sie  indessen  alsbald 
von  Neuem  verlässt,  wenn  durch  jene  Berührung  die  Electricität  nicht  voll- 
kommen aufgehoben  wurde,  etc.**  etc. 

„Weiss  man,  welcher  Grad  der  ElectricitHt  erforderlich  ist,  um  den 
magnetisirten  Stahlstift  von  seiner  natürlichen  Lage  auf  eine  bestimmte 
Weite  zu  entfernen,  so  Ijisst  sich  die  Electricität  des  Turmalin  höchst  bequem 
auf  gemeine  Electrometergrade  reduciren/' 

Durch  obiges  Electrometer  zeigte  also  Schweigger  die  gleiche  Er- 
scheinung, welche  Oersted  als  seinen  achten  Versuch  bezeichnet,  und  zwar 
am  geschlossenen  und  am  offenen  electrischen  Kreise;  denn  in  dem  Augen- 
blicke, wo  Schweigger  dem  isolirten  Stifte  am  oberen  Ende  Electricität  mit- 
theilt, wird  dieselbe  durch  den  isolirten  Stift  geleitet,  den  man  daher  auch 
isolirte  Leitung  nennen  könnte,  und  bringt,  bei  der  Magnetnadel  angekommen, 
die  Ablenkung  derselben  hervor.  Die  Magnetnadel  musste  isolirt  sein,  sonst 
würde  der  Funke  überschlagen,  ohne  die  Nadel  abzulenken. 

Bis  jetzt  war  das  Experiment  mit  offenem  electrischen  Kreise  ge- 
macht; in  dem  Augenblicke  aber,  wo  Schweigger  die  Leitung  berührt,  ist  die 
Verbindung  mit  der  Erde  hergestellt  und  der  electrische  Kreis  ge- 
schlossen. Die  Electricität  in  der  Leitung  durchströmt  dieselbe  in 
umgekehrter  Richtung  und  die  Magnetnadel,  welche  zu  dieser  Umkehrung 
nicht  mehr  isolirt  zu  sein  braucht,  schlägt  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
und  stellt  sich  dann  in  den  Meridian  ein,  weil  der  electrische  Strom  bereits 
aufgehört  hat  und  sich  auch  keine  Electricität  mehr  in  der  Leitung  befindet. 

Wollten  wir  uns  nun  an  die  anerkannt  beste  Definition  des  Begrifles 
Electromagnetismus  halten,  welche  uns  Professor  Dr.  W,  H.  Dove  in  dem 
Handwörterbuch  der  Chemie  und  Physik,  Bd.  L  Seite  690,  giebt,  und  in 
welchem  jeder  Artikel  mit  der  Ueberschrift  des  Verfassers  versehen  ist,  so 
bestätigt  es  sich,  dass  Schweigger  durch  seinen  Electrometer  eine  electro- 
magnetische  Erscheinung  nachgewiesen  hat.  Die  Definition  lautet:  „Unter 
Electromagnetismus  versteht  man  die  Gesammtheit  der  magnetischen  Er- 
scheinungen, welche  hervortreten,  wenn  ein  irgendwie  hervorgerufener 
olectrischer  Gegensatz  sich  abgleicht.** 

Es  ist  unbedingt  eine  magnetische  Erscheinung,  wenn  die  Magnetnadel 
aus  dem  Meridian  abgelenkt  wird ,  also  die  Richtung  verlässt^  welche  sie 
dem  Erdmagnetismus  zufolge  einnehmen  muss. 

Es  ist  ferner  ein  mit  dem  Magneten  sich  abgleichender  electrischer 
Gegensatz  vorhanden,  denn  Schweiggor  schreibt,  die  Nadel  habe  oft  Viertel- 
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aUiudeii  Imi^  von  di-m  zuieitBnden  Stifte  abgestatidea,  ebe  ei«  eicli  nacb 
aad  nacli  in  den  Moi'idinu  wieder  eingestellt  Imbe.  Die  Langsamkeit  der 
fii'ickkehr  der  Nadel  bangt  mit  der  langsamen  Ausströmmig  Jer  Electricität 
in  die  Luft  zuBammen^  und  die  Nudel  gab  alao  in  jedem  Augenblick  die 
tSUüJEe  der  in  der  Leitung  vorhatidenen  Blectrieität  an,  war  also  in  jedem 
Aagenblick  mit  der  Stiirke  der  Electricität  des  Stiftes  abgeglichen.  Ja! 
Scliweigger  konnte  sogar  die  Stärke  der  Electricitttt  messen  an  den  Graden 
der  Ablenkung  der  Magnetnadel,  denn  er  schreibt:  „WeisH  m%D,  welcher 
Grad  der  Eleclrltitat  erforderlich  ist,  um  die  Nadel  vuu  ihrer  natürlichen 
Ijageaut  eine  bestimmte  Weit  e  zu  entfernen,  so  lässt  sich  die  Electricität 
des  l'uvmalin  böchst  be([uem  auf  gemeine  Electrometcrgrade  roduciren.*' 
Wollte  man  die  Definition  über  Etectromftgnotisnius  dahin  verstehen, 
der  electrische  Gegensalz  niü^ste  tiich  nicht  nur  dnrch  die  magnetischen 
Ersclieiouiigeu  abgleichen,  wie  sich  z.  B.  auf  der  Waage  die  Gewichte 
mit  der  Waaie  abgleichen,  sondern  der  electiische  Gegeusats  miisste  sieb 
nn  und  für  sich  abgleichen,  es  müj^ste  sich  erst  -|-  und  —  Electricität  mit 
einander  verbinden,  sich  gegenseitig  aufheben,  und  auf  diese  Art 
«tigU'ichen  oder  ausgleichen,  und  erst  dann  könnte  man  die  dadurch  ent- 
st^Leuden  magnetiachen  Erscheinungen  Electromagnctismas  nennen,  so 
bleibt  i>s  dennoch  richtig,  dass  Schweigger  eine  eleutromagnctIiicbeErscheinimg 
nacli gewiesen  hat;  denn  in  dem  Augenblicke  als  Schweigger,  die  Leitung 
*»erüliit,  gleicht  sich  eben  die  +  und  —  Electricität  in  diesem  Sin  no  ab, 
"id  Sthweigger  heubachlete  in  diesem  Augenblicke  die  dadurch  ent- 
stehende magnetische  Erscheinung,  et  sprach  es  aus  und  bewies  es  durch 
"ciDenElectrometer,  dasssichin  diesem  Augenblicke  die  Mugnetnadelbewegt, 
•t*o gleich"  bewegt. 

Es  ist  nun  wohl  hinlänglich  bewiesen,  dasB  Schweigger's  Electrometer 

I  •>&    niagnetisebea    Electrometer    ist    und    auf  Electrnmagnotismus    basirt. 

T ''^«weigger  hatte  also  bereits  1&08  durch  dieses  Instrument  eine  sleclro- 

Agnetiscbe  JBrscheinung  nachgewiesen,  folglich  gebührt  ihm  die  Ehre,  den 

'leclrnmagnetismus  entdeckt  zu  haben,   da  Ocrsted  erst  12  Jahre  später 

Une  Entdeckung  machte,  resp.  veröffentlichte,  uämlich  1S20. 

Nebenbei  sei  hier  noch  bemerkt,  daas  Oereted  bereits  ISüS  obige  Ab- 
"■■»•dlung  Schweigger's  uebst  dem  dazn  gehörigen  InHlrumante  gekannt 
■•**;  denn  im  gleiirheu  Bande  von  Geblen's  Jonrnal,  wo  Schweigger's  Anfsalz 
•toht,  findet  sichauch  ein  Aufsatz  von  0  erst  ed,  und  zwar  Öette374. 
Wie  kam  es  aber,  dass  Scbweiggcr's  Aufsatz  ISOS  eo  ganz  Uherseheu 
"»•"de,  und  besonders,  wiekam  es,  dass  Schweigger  nicht  energisch  protestirte, 
**"  Oereted  mit  seiner  Entdeckung  1820  hervortrat. 

Schweigger's  Aufsatz  erschien  ISOS,  also  zu  der  Zeit,  als  Deutschland 

"»"ch  Napoleon  niedergeschmettert  war  und  der  Minister  Stein  geachtet 

■  ^"«■«Jb.   Iu  solch  einer  Zeit  kümmert  mau  sich  weniger  um  wissenBCbaftliche 

*b«ile«,  aJar  1S20,  wo  Ocratod  «eine  Entilockuuv;  VivblcVv«  uai  %B.ai\^*'a.'ut'i'a- 
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Iftnd  froh  aufjauchzte  über  die  glücklich  beendeten  Freiheitskriege,  über  die 
Verbannung  des  gefürchteten  Napoleon.  Jetzt  wurde  jede  Entdeckung 
freudig  begrtlsst  und  so  auch  die  Oersted^sche  Entdeckung,  die  man  mit 
R^cht  eine  Vervollkommnung  der  bereits  1808  gemachten  Entdeckung 
nennen  kann,  da  Oersted  die  Erscheinung  der  Ablenkung  der  Magnetnadel  am 
geschlossenen  Kreise  der  Berührungs-ElectricitAt  zeigt,  während  Schweigger 
1808  diese  Erscheinung  durch  Keibungs-Electricitlit  nachgewiesen  hatte,  und 
zwar  am  geschlossenen  und  am  offenen  elcctrischen  Kreise. 

Warum  aber  hat  Schweigger  1820  nicht  energisch  protestirt  und  so 
lange  auf  seine  12  Jahre  früher  gemachte  Entdeckung  hingewiesen,  bis  ihm 
und  nicht  Oersted  die  Entdeckung  des  Electromagnetismus  zugesprochen 
wurde? 

Der  Grund  liegt  zumTheile  darin,  dass  der  Name  „Electromagnetismus" 
nicht  von  Schweigger  herrührt,  vielmehr  hatte  Schweigger  1808  dafür  noch 
keinen  Namen,  obwohl  er  den  genauesten  Zusammenhang  zwischen 
Electricität  und  Magnetismus  gekannt  hat;  ja  Schweigger  schreibt  sogar  in 
Gehlens  Journal  Bd.  VII.  Seite  1^8  in  einem  Aufsatz:  „Magnetismus  und 
Electricität  sind  nur  Modificationen  ein  und  derselben  Kraft". 

Der  Grund  liegt  ferner  in  Schweigger's  damaliger  Stimmung,  die  ihn 
zu  literarischen  Arbeiten  untauglich  machte.  Er  schreibt  darüber  in  seinem 
Journal  der  Chemie  und  Physik,  welches  er  wahrscheinlich  deswegen  gleich- 
zeitig an  Meinecke  übergab,  Bd.  33  Seite  2  in  einer  Anmerkung:  ,iDie 
schreckliche  Nachricht  von  der  Ermordung  meines  Bruders,  des  vormaligen 
Professor  der  Botanik  und  Zoologie  zu  Königsberg,  welcher  sich  in  Sicilien 
auf  einer  wissenschaftlichen  Reise  befand,  erfüllt  mich  mit  ebenso  gerechter 
als  tiefer  Trauer,  und  raubt  mir  jede  Stimmung  zu  literarischen 
Arbeitien." 

Der  Grund  liegt  endlich  in  Schweigger^s  grosser  Bescheidenheit,  die 
auch  Professor  Dr.  Fr.Ph.  v.  Martins  in  seiner  Denkrede  am  28.  November 
1857  (München  bei  J.  G.  Weiss)  hervorhebt.  Man  erkennt  diese  Be- 
scheidenheit sogar  in  obigem  Aufsatz  von  1808.  In  der  Einleitung  schreibt 
Schweigger :  „Ich  weiss  aber  nicht ,  ob  man  schon  den  mit  Electricität  so 
nahe '  verwandten  Magnetismus  zu  ähnlichen  Zwecken  benützt  hat.'* 
Schweigger  hat  sehr  gut  gewusst,  dass  vor  1808  noch  kein  Mensch  die  Stärke 
der  Electricität  durch  Magnetismus  gemessen  hat,  und  dennoch 
schreibt  er:  „Ich  weiss  aber  nicht."  Er  schreibt  also  lieber  diese  Worte, 
als  dass  er  irgend  einem  Nebenmenschen,  der  möglicher  leeise  den  Gedanken 
vor  ihm  gehabt  haben  könnte,  zu  nahe  tritt. 

Es  wäre  nun  wohl  für  die  Geschichte  der  Physik  interessant,  Stimmen 
zu  hören,  ob  Oersted  oder  Seh weigger  der  Entdecker  des  Electromagnetismus 
war;  dem  Verfasser  will  es  scheinen,  als  ob  man  Schweigger  diese  Entdeckung 
zuschreiben  mttsste. 
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XXIX.    Bemerkungen  ftber  geodätische  Linien. 
I.    Ist  ds  das  Bogenelement  einer  Cürve  Ruf  einer  Fläche,  so  sei     - 

Für  eine  bestimmte  Curve  kann  man  u  und  v  als  Fnnctionen  einer  Variabein 
/  ansehen  und  mit  Beziehung  hierauf  sei 

du       ,     d^u        „      dv       ,     d^v        „ 

Bezeichnet  man  durch  <p  den  Winkel,  welchen  die  Curve  im  Punkte 
(^1  y>  2)  mit  der  Curve  bildet,  für  welche  u  allein  variirt,  so  ist 

Diese  Gleichung  nach  /  diiTerentiirt,  giebt 

V  dl 

-(^"'+^'-'i(r»-!H)"-+r^"+4-!''+^"'+""1 


Eu*  +  2Fuv+Gv^  (dh: 


2v  \du  öu  du      J 


Für  den  Fall  einer  geodätischen  Curve  reducirt  sich  die  vorstehende 
Gleichung  einfach  auf 

0  cosq>y  E  __du  du  öu 

^  ^  •  ä7         ""  (^''  +  2AiV+Gc'*)%' 

Sind  nun  E^  /*,  6i?  von  ti  unabhängig,  also  Functionen  von  v  allein,  so 
verschwindet  in  der  Gleichung  2)  die  rechte  Seite,  es  ist  also  dann 

cosip .  y E  =  a^ 

wo  a  eine  Constante  bedeutet.    Die  Gleichung  1)  giebt  dann 


Durch  Integration  erhält  mau  hieraus 


3) 


wo  M,  und  y,  Constanten  sind,    Mittels  der  Gleichungen  3)  kann  man  u  und 
V  als  Functionen  zweier  neuen  Variabein  w,  und  ü,  ansehen.  Man  erhält  dann 


Kleiner«  MitthviluDgeib' 


Miltels  diesur  GleicLuufjou  folgt 

Nimmt  mau  aläo  fiii'  dfts  allgemeine  Bogeuelemeot  folgenden  Ausdruck: 

80  findet  man  mittels  der  Gleicbuagen  6)  und  vier  analoger  Gloichungei 
mit  Rückeicht  auf  den  Werth  voa  H  aus  4) 


<■) 


^(-fj.  -.-(-^) 


7)  E,  =G,,     (F,-\-E,y^la'E,. 

Die  Quantitäten  u,  and  v,  sind  die  Argumente  eweier  Systame  ] 
düiiauber  Linien,  welcbe  durcli  die  Gleidiuugen  7)  charakterlnirt  i 
Sulzt  man 

F,  =  cox^,  y^t  0,  =  i'i  ctijrqt, , 
so  ergeben  die  Gleicbungcu  ü) 

'_+_"!?_' =  '^ 
_  ^  ^' 

oder,  da  cuntp  .yE=:it  iat; 

CO«  Jqp,  =;  t-osqi  uder  gi,  ^^S^. 
t'ur  eint»  Helikoidflücliu  finden  die  Gleicliungen  statt 

wo  /i.  9,  n>  Functionen  von  u  sind,  von  denen  nnr  eine  arbitilir  ca  MiH 
brauclit  and  b  eine  Coiiätauto  bedeutet.  Nimmt  man  swiscben  p,  q  nad  ^ 
»olclie  UelAliunen  nu,  das«  F=^ü  und  6'=^l  ist,  so  bat  mau 


ilie  tiluicbuiUj'fii  3)  gebi 
0) 


£  =  /.'  + 6«. 

n  dienom  Falle 

"  =  ".  +  "., 
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Im  Falle  einer  Schraubeufläcbe  ist  in  den  Gleichungen  8)  p  =  v  und 
7=0. 

Nimmt  man  A'<  I  und  ä*  +  A'*=1,  so  giebt  die  Gleicbung  9) 


6>a,     a  ^=bky    v  =  bk' lang a m 


M,— V, 


<^a,      b  =  ak,    v  = 


k      ' 
ak' 


cos  am  (m,  —  »|)  ' 


Ist  das  Prodact  der  Hanptkrflmmungsbalbmesser  constant,  so  bat  man 
nacb  dem  Theorem  von  Gauss,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  E^  F  und  G 
von  tf  unabhängig  sein  sollen : 

,  d^  / ^l  __  dE\      -/EG^^^ 

wo    m  das  constante  Prodnct  bedeutet.     Ist  n  eine  weitere  Constante,  so 
ergiebt  sich  leicht  durch  Integration 


und  hieraus 


BE 

dl 


^  m 


=  yEG''F\ 


Mittels  dieser  Gleichungen  geht  dann  die  Differenz  der  Gleichungen  3) 

über  in 

,     /»  adE 


/»  g  dE 

I  EyE—a^y  n-- 


E 
m 

welche  Gleichung  durch  eine  leicht  auszuführende  Integration  v  in  Functio- 
nen von  Mj  — »I  giebt. 

Die  Gleichungen  6)  geben  noch  zu  einem  bemerkenswertben  Falle  Ver- 
anlassung, wenn  ^constant  ist,  und  zwar  E;=2a^,  Dann  ist  F,  =  0.  Wenn 
aber  E  constant  ist,  so  verschwindet  das  Krümmungsmass  in  jedem  Punkte 
einer  Flftche,  dieselbe  ist  dann  eine  developpable  Fläche.  Da  es  in  diesem 
Falle  bequemer  zu  sein  scheint,  von  anderen  Gleichungen  auszugehen,  so 
mögen,  für  die  developpabeln  Flächen  noch  die  folgenden  kurzen  Bemer- 
kungen Platz  finden. 

n.  Sind  die  beiden  Variabein  u  und  t>,  von  denen  die  Coordinaton 
eines  Punktes  einer  Fläche  abhängen,  so  gewählt,  dass  sie  die  Argumente 
zweier  Systeme  geodätischer  Linien  auf  der  Fläche  sind,  so  finden  die 
GMchoDgea  statt: 
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fdF        dE\  dE  (dF      ,dG\  dG 

\du      ^dv/       ^    du  \dv      ^duj       ^    ov 

wenn  wieder 

ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv\ 

'WO  ds  das  Bogenelement  einer  beliebigen  Curve  auf  der  Fläche  ist. 
Soll  ^"=0  sein,  6o  geben  die  Gleichangen  10) 

dE      ^      dG      ^ 

also  E  ist  nur  von  u  und  G  nur  von  v  abhängig.  Man  kann,  unbeschadet  der 
Allgemeinheit,  dann  einfach  i^=l,  (?=:1  nehmen.  Für  £=1,  G  =  l  und 
F=0  verschwindet  das  Krümmnpgsmass,  die  Fläche  ist  dann  developpabel. 
Es  kann  also  nur  auf  einer  developpabeln  Fläche  ein  Coordinatensystem 
existiren,  bestehend  aus  geodätischen  Linien,  welche  sich  orthogonal  schnei- 
den. Fasst  man  eine  solche  Fläche  als  Tangentenfläche  einer  beliebigen 
Banmcurve  auf,  so  finden  die  Gleichungen  statt 

11)  x=^l  +  rocosay     y  =  ti  +  wcosß^     z  =  j;+wcosy^ 

wo  (5,  17,  t)  ©*°  Punkt  einer  Ranmcurve  ist  und  «,  j3,  y  die  Winkel  sind, 
welche  die  Tangente  in  diesem  Punkte  zur  Curve  mit  den  Coordinatenaxen 
bildet.  Man  bezeichne  nun  durch  ds  das  Bogenelement  der  Raumcurve, 
durch  Q  und  r  resp.  den  Krümmungsradius  und  Torsiousradius  im  Punkte 
($1  V^  t)i  endlich  durch  il,  fi,  v  und  /,  m,  n  die  Winkel,  welche  die  Haupt- 
normale und  die  Normale  zur  Krümmungsebene  im  bemerkten  Punkte  mit 
den  Coordinatenaxen  bilden.  Bezeichnet  man  den  endlichen  HauptkrÜm- 
mnngshalbmesser  im  Punkte  (jt,  y,  z)  der  developpabeln  Fläche  durch  9, 
80  ist 

12)  g  =  w—. 

Q 

In  den  Gleichungen  U)  sind  nun  w  und  s  Functionen  von  it  und  v.    Mit 
Hücksicht  hierauf  erhält  man 

dx     d(w+s)  ,  w  ds 

.    du  du  Q  du 

^^^  ^    dx     d{w+s)  ,   w  d$ 

dv  dv  Q  dv 

Aus  den  GVeichnngen  13)  und  vier  ähnlichen  Gleichungen  ergeben  sich 
für  E=ly  G=\  und  F=0  folgende  Relationen: 


oder 

14) 


d{w+s)  d(w+s)      /wV  ds  ds^_ 
du  dv       ^\^/  du  dv'^^' 

d{w+s)  d(w+s) 
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15)  —  —-  =  5iw<3P,         —  r-  =  ro59, 

'  ^   du  p   dt; 

wo  g)  ein  näher  zu  bestimmender  Winkel  ist.    Eliminirt  man  w-^^  zwischen 

den  Gleichungen  14) ,  so  fol^t 

dq[)      1         dq>      \ 
10) 


Die  Gleichungen  15)  geben 

Mittels  der  Gleichungen  14)  und  15)  geht  diese  Gleichung  Über  in 

dtp  ^     ,      dw      sinw  f  ^A  .  cosw  f  ds\  1 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  IG)  folgt 

.  1     dop         1     d<p  1 

17)  .. -: — ^  = ^  = . 

^  stnq>  du      cos<p  ov  w 

Sieht  man  umgekehrt  u  und  v  als  Functionen  von  s  und  tv  an,  so  geben 
die  Gleichungen  15)  und  17)  in  Verbindung  mit 

(ds  dw     ds  dni\d<p d<p  dw      dq>  dw 
du  dt>      dvdu/ds      d,u  dv      dv  du 
die  Gleichung 

dq>  ___  1 

d5  ~       q' 

es  ist  also  dtp  daa  Complement  des  Contingenawinkels  der  Raumcurvc  im 
Punkte  (J,  ij,  t). 

Mittels  der  Gleichungen  14)  und  15)  gehen  die  Gleichungen  13)  über  in 

d  X  d  X 

18)  r—  t=  COS a  cos w  +  cosk  sin ©,      tt-  =  —  cosa  sin  cp  +  cosk  cos w. 
du  dv 

Mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  15)  und  17)  erhält  man  aus  18) 

d'a?  cosl  ds    ,  d^x  cosl  ds 

dir  r     du  dv*  r     dv 

Für  die  Curven,  Ifings  welchen  nur  u  oder  nur  v  variirt,  mögen  im 
Punkte  {x*yj  z)  a«,  A«,  /y,  pui  ^«  und  a^»  i»»  /»,  ^v,  r^  analoge  Bedeutun- 
gen haben  wie  «,  A,  /,  ^,  r  für  die  Wendecurve  der  developpabeln  Fläche. 
Setzt  man  dann  nach  10),  12)  und  15) 

1        l   d5    .  p  sin*<p      sin*q) 

20)  9m      r  du  r       w  q     ' 

1        1  d*  Q  cos*<p      cos*q) 

—  =  -~C059=—    -=z T 

9v       r  dv  r      w  g 

so  lassen  sich  die  Gleichungen  18)  und  10)  auch  schreiben 

cos  «tt  =     cos  aeos<p-\'  cos  k  sin  9 ,     co5  Ay  =  —  co5  /, 
cos  a„  ~  —  cos  a  sin  (p-i-cosk  cos  q> ,     cos  A^  =  —  cos  L 


Diese  Gleiclinngen  in  Verbiii'luii^  mit  15),  17)  und  30)  f;pbi>ii 
troi/.  ,         jfriii»  cnx«p 

~-  =  (-^»sX  sin  <p  +  cosacn^  v)  ""'^J'""^. 
Alis  ilieseu  GleicImDgeii  and  den  GleichoDgen  20)  schliesst  t 


Die  ünletst  entwickelten  GleichaDgen  Inesen  sicli  nocli  Iciclit  weiter 
untereinander  combioiren,  wna  hier  der  Kürze  halber  übrrgxngen  werden 
möge;  zu  bemerken  ist  nur  noch,  dass  die  niigcriihrteu  Gleichungen  impti- 
eiter  die  Gtimm Hieben  Reanitate  der  Äbbandlnog  von  Molins  entbalteo: 
„Sur  les  lignes  de  courbiire  et  les  lignes  geodesiques  des  nirfacei  dfveloppaMft^ 
(Journ.  de  Mnthem.  Atmie  1851),  T.JV  p.Zil).  ^    Knneper. 


Berichtigung. 

In  meinem  AiifsnlBc  im  zweiten  Hefte  dieier  Zi^iUclirift  S.  218:  „Ueber  dlo 
diiitliBliache  tiuit  dio  iinitarieche  Armiclit  in  der  ElettrieitäUlebre",  findet  sich  ein 
bednuerlicher  HeuhenTebler,  der  zwar  auf  den  Gang  der  lietracbtting  von  wesetiV 
Ikliem,  Hilf  die  dort  um  Ende  gciiot;ene  Scldaasfoigernni;  »bcr  tod  keinem  KittA 
ist,  lind  der  mir  nnr  dadun-h  orkliirlich  wird,  da»  ich  die  b«fcitante  Oleichnja« 
Potetitialtheorie:  y=-CvQd«i  (111,  S.  220),  ans  «iner  «ndern  gleiohieitigen  tJ». 
tersiichnng  suf  die  eboiigenannie  Betrncbtnng  ohne  Weiteres  Übertrag. 

Die  UleicliiiDg  I),  S.  210,  miiss  njimlich  lauten 

iiiid  infolge  dessen  wird  din  Glelchu.ig  lil),  8.220,  xu 


"■=-/"?■' 


damit  wird  aber  anoh  die  S.  231   gexageno  Fot^emnii;:  „Gleit 
hinfällie  nnd  die  beiden  Gleichungen  S.Sil  mÜsieD  Ixnlen: 


Giebl  roiin  nun  «li  experimentelle  Thatsat he  lu.  dass  zwei  K3r|>Br  aucb  sei 
durch  gegenseitige  Anniiherung  (nhne  unmittelbare  Beiühruiig)  einander  elektrii 
KU  Diachen  im  StNnde  sind,*  ao  bleiben  die  itnler  1  bis  4,  8.222  and  ?2a,  gtso^ 
nen  SchliiisfnlgernDgen  in  allrr  Strenge  bestehen,  da  sie  nnr  daranf  baairen,  du 
wie  die  Glcii-hnng  A)  «eigt,  für  7=0  aneb  (  =  0  »ein  mu»8,  aliio  nncb  Att  daali 
ttichen  Ansicht  durch  Annilhernng  xweier  nnclektriscber  Körper  keine  Klekirt 
eiUll  entstehen  könne. 

Prcibcrg,  Dr.  KumiKtTtsci 

•  ViTgL  Äta  Xeaaab  Ton  (i<tnU<t.  mio:  Maj.  Bd.  M,  l»ll. 
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Becensioneu. 

Biblioiheca  Mathematioa.  Systematisches  Verzeichniss  der  bis  1870  in 
Deutficliland  auf  den  Gebieten  der  Arithmetik ,  Algebra,  Analjsis, 
Geometrie,  Trigonometrie,  Polygonomctrie  und  Stereometrie,  Dy- 
namik, Statik  und  Mechanik,  Hydrologie,  Hydrodynamik,  Hydro- 
statik und  Hydraulik,  Carmologic,  Astronomie,  Astrologie,  ma- 
thematischen und  physikalischen  Geographie  erschienenen  Werke, 
Schriften  und  Abhandlangen.  Mit  Autorenregister  etc.,  bearbeitet 
von  A.  Erlecke.  Erster  Band,  die  encyklopädisch- mathematische 
Literatur  umfassend.  Halle  a.  S.  Verlag  von  A.  Erlecke,  1873. 
2  Bde.,  307  S.  8".     Preis  für  das  ganze  Werk  5  Thlr. 

Jede  auf  dem  genannten  Gebiete  neu  erscheinende  Publication  wird 
bei  dem  dermaligen  Zustande  der  mathematischen  Bibliographie  mit  Dank 
aufzunehmen  sein;  von  einem  solchen  Werke  aber,  das  in  der  vorge* 
druckten  Ankündigung  sich  selbst  als  „epochemachend  und  sehn- 
lichst erwartet^*  hinstellt,  ist  man  berechtigt,  in  jeder  Beziehung 
Vorzügliches  zu  verlangen  und  deshalb  an  dasselbe  einen  strengen  Mass- 
Stab  der  Beurtheilung  anzulegen.  In  dieser  Weise  hat  Referent  sich 
erlaubt,  die  bis  jetzt  erschienenen  zwei  Lieferungen,  mit  denen  der  erste 
Band  abschliesst,  durchzusehen. 

Dass  auf  dem  Titel  des  Werkes  manches  Ueberflüssige  steht,  das 
schon  in  anderm  Aufgezählten  enthalten  ist,  fällt  zunächst  in  die  Augen; 
dagegen  vermisst  man  darin  den  ganzen  wichtigen  Abschnitt  der  mathe- 
matischen Physik,  der  in  einer  Biblioiheca  malhemalica  nicht  fehlen 
darf,  während  man  darin  die  physikalische  Geographie  recht  wohl  ent- 
behren könnte. 

Die  beiden  bis  jetzt  erschienenen  Lieferungen  enthalten  die  beiden 
crHten  Hauptabschnitte.  Der  erste  derselben  ist  überschrieben:  Mathe - 
matische  Bibliographie.  Trotzdem  an  Werken  über  diesen  Gegenstand 
nicht  Ueberfluss  vorhanden  ist,  hat  der  Verfasser  es  doch  mö^Uclv  ^<;i,^sv«Ä\J>l^ 
eine  Reibe  von  Schriften  zu  übersehen.    So  M\\V  %.  \^.  <We  ,,TcA^V^as\\\\\^v\\^ 

Lit^rmtaneituag  d.  Zeitachr.  f.  Math.  n.  PhyH.,  XVIll,  1.  V 


Lil«rnturaeitUB|^J 


Bibliothek",  Leipzig  1866  tig.;  Schott«,  Itcpertörinm  der  toS 
mnliBclien  JonrnalliterBtur,  Leipzig  lälj9  tlg.  (Hii<A,  ein  niaj 
sches  Unternehmen,  ist  später  imlcr  den  raathernfttiscbiml 
aufgerührt] ;  Poggeiidorf)',  „Lehcn^linien  snr  Geecliicble  fl 
Wissenschnften ",  Bcilio  18S3;  die  vorliegende  „LiterMtn 
ihrem  so  werthvulteu  AUIiundlungsreglster  und  AehalidlH 
ScLriftea  ans  1870  als  fehlend  uatlri^n  soll,  ist  fraglich,  dd 
StcllDD  das  hi»  1870  des  Titels  als  hin  1870  incl.,  bdil 
exci.  gcfasst  ist.  V 

Der  zweite  Al)schnitt  mit  dt!m  Titel  Mathematiechv  V 
ti;u  ilberEtoigt  aber  an  Ungleichniässigkeit  der  AiufUliniiil 
Referent  bis  dahin  gesehen  hat.  Znnäcbsl  die  Frage,  V 
Cummeiitarii  de  Bononirnsi  scientianim  insliluln  iitque  ocmMM 
1731  —  1791  in  einer  deutschen  Bibtiogrnphiu  zu  tM 
Liegt  Bidogca  vielleicht  in  Ueatsublaud,  ndcr  hat  Herr  Ei,-^ 
mit  Bonn  Uhersei^ftt'  Berechtigter  ist  vielleicht  die  AafnaliM 
biirgcr   akademischen    Schriften,    die    wenigNtens    einen   ll«^ 

Ilasin  US  Verleger  haben;  weshalli  aber  wiedt-r  die  „  AbL>^ 
dühischcn  GeHelbcbnri  der  WisBenschaflen",  Knpcuha^i  M 
irgeniiinnieii  sind,  ist  nicht  einzusehen.  Doch  das  Atti^  9 
m  die  man  rUglich  hinwegsehen  darf.  ^ 

Uie  gauxe  r«lgi>nde  Arbeit    int    aber  nii-hlH,  nh>  rSik       1 
lariuu.      äiatt    di<^    Inhnllsaugiiiie    hei    KAmmtlicheu    X>       J 
n cm  Schema  zn  mnehen,  hat  der  Verfasser  sich  bpgnii        m 
aiigalien  8o  ahzndmckeu,  »wie  jede  ZeitKchnfi  diesrlbi;  J 

hat  Grnuert'E  Arehiv  und  Crelie'«  Journal  al|iliitl  4 
Aittureii  geordnetes  KegiNter  nnd  es    ii<t  dndnrch  ein"  U-'  § 

eingetreten,  welche  man  im  Interesse  der  Kfliifer  noi  | 

vielen  Kcitiiehriften  dagegen  ist  die  Angabe  df.i  InluUU  ^ 

far  die  der  nöthign  Unum  durch  andere  Anordnung  ■'  . 

len  .louniale  h'icht  hRtte  bescbafTt  worden    kiionon.  , 

Bemerkungen  liest,  wie  die  anfS,  3U4:    „L«ider  ist 
Iniinspruchnabme  zweier  UniverBitHtsbihllütbekeu,   ti- 
hing  möglieh  gewesen,    die   betreffenden  Inhnl((.re|;i 
kiinnen  dieselheu  daher  erst  in  einer  lemcren  Anlln 
die   sich    auf  vorliegende,    sicher    inif   jedi-r   UbW<"- 
liandcne  Keitsehrift   bezieht,    so    kann    man    einen  1' 
Art   der  Arbeit   des  Herrn  E.,    ober   finch   in    die   J»fc, 
mittel  zu  vericbalTen.    Hier,  gleich  die  I1emerkuti^,<^^^^3 
plcmonthefte    zu    dieser   Zeitschrift    Herrn    B.  OdIi^^^^H 
obwoh}   sie    in  jedem  Kntaloge    der  Verlagshandhll^^^^^B 
Dh  H<>inerkgiig  zu  ilen  MonaUVientXv^ttv  4et  AS«Äiw  ^ 

i)ut   «Ämmllichen    Abhand\nngen    e\»:.,    Aenst.  Nta-  V  i 
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^^ -h  %  ^  ^•■*t-\."^v  *^  ^^^-^t^* 


preoHsiscIien  Akademie  Erwäbnung  thim,  ist  in  denselben  nur  gesagt, 
dasB  sie  an  einem  gewissen  Tage  in  der  Akademie  vorgelesen  worden 
sind.  Höchst  selten  sind  aus  den  betrotTonden  Abbandlungen  Auszüge 
darin  abgedruckt  worden.  Aus  diesem  Grunde  ist  die  Specification  des 
Inlialts  an  dieser  Stelle  unterblieben  ^\  ist  aber  in  dieser  Allgemeinheit 
entschieden  falsch,  führt  uns  jedoch  auf  einen  weitern  wichtigen  Punkt, 
den  wir  an  der  Arbeit  des  Herrn  E.  auszusetzen  haben. 

Wir  haben  nSmlich   in  einer   mathematischen  Bibliographie  Ab- 

IiAndlungcn  zu  suchen,  wie  Hofmeister,  Beitrüge  zur  Kenntniss  der  Ge- 

fäss - Kryptogammc  (Leipzig,  Abhandl.  Bd.  II,  121  —  180;  III,  603  —  682); 

wie  Pclzel,    Abhandlung  über  den  Samo,   König  der  Slaven  (Abhandl. 

einer  Privatges.   in  Böhmen   I,  222  —  242)!      Von    den    136   ausführlich 

anfgreführten  Abhandlungen  der  königl.  bairischen  Akademie  gehören  22 

in    das  auf  dem  Titel  angeführte  Gebiet;  von  den  96  Nummern  der  Ab- 

handlangen   einer   Privatgesellschaft   in    Böhmen   30;    von    den  Abband- 

langen,   gesammelt   von  Haidinger,   sind   unter  67  Nummern   16    ein- 

scblftgige;  unter  den  253  Nummern  der  Leipziger  Berichte  122;  von  den 

103  der  Denkschriften  der  Wiener  Akademie  51,  also  von  .zusammen  745 

Abhandlungen,    welche  Herr  E.   aufführt,    hätten  241  aufgeführt  werden 

dürfen,  das  heisst  noch  nicht  der  dritte  Theil. 

Auch  in  diesem  zweiten  Theile  fehlt  mancher  Titel,  z.  B.  die  Kri- 
tische Zeitschrift  für  Mathematik,  Physik  und  Chemie  von  Kekule, 
Lovinson,  Eisenlohr  und  Cantor. 

Die  Bibliographie  soll  doch  jedenfalls  auch   dem  Buchhändler,    be- 
sonders  dem   Antiquar  Nutzen   bringen ;    dies    kann   sie   nur    in   vollem 
^Ä8«c,   wenn  sie  bei  jeder  Abhandlung   gewissenhaft  angiebt,   ob   und 
vieviol  Kupfertafeln  zu  derselben  gehören;  es  ist  sonst  ganz  unmöglichi 
^**   entscheiden,  ob  der  betreffende  Ausschnitt  vollständig  ist  oder  nicht. 
'*^**    ist  dies  auch  ein   grosser  Mangel   der   Scientific   Papcrs ,   welche    die 
^^if€*l  Society  in  London  herausgiebt.     Referent  weiss  zufällig,  dass  eine 
"er      bedeutendsten    mathematischen   Antiquarhandlungen    in    dieser    Be- 
^'^nxing    dem    Verfasser    ihre    Mitwirkung    zur    genauen    Richtigstellung 
^'S'^botcn   hat,    ohne   von    Herrn  E.   einer   Antwort   gewürdigt   zu   sein. 
**      der  vorliegenden   Bibliographie   ist   eine   solche   Angabe   überall   nur 
'^^     gemacht,    wo  die   betreffende   benutzte  Zeitschrift   in  dem  Inhalt^ver- 
"   *^^liniss  eine  solche  Angabe   enthält.     Wie   sehr   compilntorischer  Natur 
^^^     Arbeit  ist,  kann  man  recht  deutlich  auch  daraus  ersehen,  dass  z.  B. 
^^-     Inhaltsangabe   von  Grunert's   Archiv   soweit   gegeben    ist,    als    die 
'^den    bis    jetzt    erschienenen    Registerbände    gehen.      Für    den    Rest 
^  *^62 — 1870)  wird  auf  den  Nacht  rag  verwiesen;  viellcMcht  erscbeint  ja 
^    dahin  ein  weiteres  Registerheft  und  überhebt  Herrn  E.  eigener  Arbeit. 
I  Referent  muss   nach  alledem   seine  Meinuu«^  dahin   zusau\uu*ufatiü«iu^ 

^^*w   die    vorliegende  iiibliographie    keii\e»we.ga    \\\v<i\Ä  '/»wwviNk^j    ^v^\v\^.^^ 
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rjfdcnfBlU  mcTit  epochpmneliond  ßpin  wird,  untl   'Iaeb  rin  Tiatbwcg«  tiniMcli- 
kDclbiicIi    der   mnl.lirmnttMcIivn  13i1)linßrnpb)c    nnc-ti    nncli    lU-m  Er- 
I   (trhcmon  'Ins  vorüi-gonden  ein  jiiiim  lUsi- 


Die  Aoagleichongsrechnang   nach    der  Methode    dor   kleinsten   Qnadratea 
mit    Anwendung    auf   die    Geodäsie    und    die    Theorie   der    Hess-- 
instnunente,  vnn  V.  \l.  Hklmeut.     Lcipuig  1872.  aiir<  S.  S". 
Nftch   verbaltnissmäfisig  langer  Pause  begrOsson  wir  hier  ein  Lolir- 
bucli  der  Mislhodo  der  kleinslcn  Quadrate,    welches  vor  dcu  bisher  t 
hnndeiion  zwei    bedeutende  Vorzüge   xetgt.     Erstens    giebt  dnsscliic  ihm 
erstenmal    in  organischem  /usarnmeDhang  die  Losungen    aller  derjei 
Aufgaben  ,  welche  bis  jetal,  als  in  <laa  Gebiet  der  Ansgleiclinngsrechnnn 
gehörig,  iu  Miinograjihien  behandelt  worden  sind,  nnd  zweitens  wird  e 
neue  hitcliet  intotesHanle  Äurgabc,    im   iiumitlel baren  Änschluss  au 
gewöhnlichen  Ansgleicliiingsaurgabcn,    und    uuablinngi);   von  'einem 
stimmten  FchlervertheilungsgeHetz  bchnndolt,  nämlich  die  von  r.  And 
bei  Gelegenheil  der  Ermittelung  der  Gensnlgkoit  der  )iiitheu»'iBchon  A 
gnlio  suerst  unternommene,  und  vom  Verfasser  des  besprochenen  BucIh 
unabliiingig  hiorvtm  nus  derselben  Veranlassung  weiter  sutigerhhrtc  V« 
ichanliuhung  der  fiennuigkett    der  Festlegung   eines  Punktes    in  ei 
eno  mittels  der  „  Fehlerellipsc". 
Die  Aui'gahen  der  eigentlichen  Ausgleicbuugsrechnung  werden   ' 
Verrasscr   fulgendcrmassen    eingctbeilt;     I.    Uirccte    Itoobaebtu  ng     ■      "" 
(uritlnnetisches  Mittel),    II.  Vermittelnde  Beoh«chtung««-(oinf««=^  T"' 

r    Fall    mobrercr    Unbekannter),    III.    Gediugte    Beobachtung - 
(unmitletbaro  Beobachtungen  mit  Nebcuboditi 
TriangulirungBRUSgleirlinng),     IV, 

mit  BedingnngsgleichuTigen  (die  wichtigste  Form  für  die  GeodJi^  i 
bisjeijst  von  Bessel  in  der  Gradmessung  in  Ostpreussen ,  Ilauscu  n  "■ 
ch  behandelt),  V,  Allgemeinste  Aufgabe,  welche  alle  ander"* 
als  speHelle  Fälle  euthält. 

Für  alle  diese  Aufgaben  wird  mitgetheilt  die  Bestimmung  dei 
scbeinlichsteu  Werlhe  der  Uubekanutea,    der  mittleren  Fehler  dcrKulV-' 
und  dos  mittleren  Fehlers  eiiier  Function  ^vt  Unbekannten. 

Ua  die  ersten  vier  Aufgaben,  nhgleich  sie  nnr  spccicile  IhtWvi  S 
letzten  siud,  vur  dieser  und  selbständig  behandelt  werden,  so  wän 
eonsequent,  wenn  dieses  vollstständig  geschShe;  es  wird  jedoch  beS 
arilbmotischon  Mittel  auf  die  Ausgleichung  vermittelnder  Beohacbtong« 
F^rwieiSen ;  wie  überbnupt  mehrere  vorwürls  weisen  de  Citale  aufTsIloii. 
/o  (/er  fngrQndung  der  MottioÄc  A«  WtosVmv  ^,'\»4.^We>  Mvd  der  B 
tlmmnng  der  mittleren  Fehler  \\ä\1  aiA  AmVpt^mmi  toT«^\A^'w^^  " 
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von  einem  bestimmten  Felilergesetz  und  schliesst  sich  deswegen  im  Wesent- 
lichen au  die  ihepria  comhinalionis  au;  jedoch  wird  auch  den  Fehlergesetzen 
die  gebührende  Aufmerksamkeit  gewidmet.  Es  werden  drei  Gesetze 
der  Wahrscheinlichkeit  fpiß)  des  Fehlers  b  behandelt,   nämlich  <3P(f)  =  <^» 

^(e)  =  c(l — ^j  und<3p(€)  =  ce*'*',   und  es  wird  für  jedes  derselben    die 

Beziehung  zwischen  durchschnittlichem,  mittlerem  und  wahrscheinlichem 
Fehler  aufgesucht. 

Besonders  glücklich  scheint  uns  die  Wahl  des  zweiten  Gesetzes 
(erste  Näherung  für  das  dritte),  welches  als  Curvc  eine  die  gewöhnliche 
Wahrscheinlichkeitscurve  osculirende  Parabel  giebt. 

*  Bekanntlich  ist  man  bei  allen  Anwendungen  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  worin  andere  als  lineare  Functionen  der  Fehler  vorkommen, 
genöthigt,  die  höheren  Potenzen  der  letzteren  zu  vernachlässigen;  es 
scheint  daher  uur  consequent,  auch  in  dem  Ausdruck  für  die  Fehler- 
wahrscheinlichkcit  eine  entsprechende  Näherung  eintreten  zu  lassen,  wie 
hie  das  zweite  Gesetz  bietet.  Dieses  führt  darauf,  dass  kein  Fehler  als 
möglich  angenommen  wird,  der  grösser  wäre  als  der  2,24 fache  mittlere 
oder  der  2,^^  fache  wahrscheinliche  Fehler. 

Ausser  dem  mittleren  und  wahrscheinlichen  Fehler  wird  noch  dem 
durchschnittlichen  Fehler  mehr  Aufmerksamkeit  gewidmet,  als  bisher 
gewöhnlich  geschah,  wenn  derselbe  nur  berechnet  wurde,  um  unter  An- 
nahme eines  bestimmten  Fehlergesctzes  den  wahrscheinlichen  oder  mitt- 
leren daraus  abzuleiten. 

Es  zeigt  entschieden  von  der  Gründlichkeit  des  Verfassers,  dass  er 
die,  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gelieferten  Resultate  im 
Allgemeinen  nicht  „wahrscheinlichste'^  sondern  im  Gegensatz  hierzu 
„plausibelste**  nennt,  offenbar  um  stets  an  die  Unabhängigkeit  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  von  der  ersten  Gauss 'sehen  Begründung 
zu  erinnern;  indessen  scheint  uns  doch  die  allgemein  gebräuchliche  Be- 
nennung ,, wahrscheinlichste**  Resultate  auch  mit  gründlicher  Kenntniss 
ihrer  Herleitung  wohl  verträglich  zu  sein,  natürlich  abgesehen  von  dem 
seltenen  Falle  ungleicher  Wahrscheinlichkeit  für  gleich  grosse  positive 
uud  negative  Fehler. 

Das  Fundament  der  eigentlichen  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
wird  vom  Verfasser  in  doppelter  Weise  gelegt.  Er  giebt  zuerst  (in  §  10) 
einen  dem  Muster  der  theoria  -motus  nachgebildeten  Uebergang  von  dem 
arithmetischen  Mittel  zum  Princip  der  kleinsten  Quadratsumme,  welcher 
den  entschiedenen  Vorzug  vor  der  unmittelbaren  Gauss^schon  Darstellung 
hat,  dass  Alles  bei  Seite  gelassen  Mrird,  was  nicht  zur  Herstellung 
dieses  Uebergangs  absolut  erforderlich  ist,  nämlicb  die  Betrachtang  von 
mehr  als  einer  Unbekannten  und  die  Bestimmung  der  luti 
stanten  und  ebendamit  auch  die  Aufstellung  von  Fe!^ 
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Eine  andere  Begründung  dos  Princips  der  kleinsten  Quadratsuinme 
wird  auf  S.  80  angedeutet,  jedoch  nur  in  Kürze,  weshalb  es  uns  zweifel- 
haft bleibt,  ob  der  Verfasser  dieser  Begründung  einen  höheren  Werth 
zuerkennen  will,  als  den,  dass  sie  zeigt,  dass  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  in  dem  speciellen  Falle  einer  Unbekannten  auf  das  arith- 
metische Mittel  führt. 

In  §  12  wird  sodann  für  vermittelnde  Beobachtungen  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  aus  dem  Princip  der  kleinsten  mittleren  Fehler 
hergeleitet. 

Bei  Aufstellung  der  Formeln  für  die  Gewichte  wird  mit  Recht  jode 
Beziehung  auf  ein  bestimmtes  Fehlergesetz  vermieden,  ohne  jedoch  des- 
wegen die  erste  Gauss* sehe  Gewichtsbestimmungsmethode  zu  übergehen*). 

Es  kann  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  man  nicht  nach  dieser 
ersten  Methode  verfahren  wird,  wenn  man  ausser  dem,  was  sie  giebt,  noch 
nachher  das  Gewicht  einer  Function  der  Unbekannten  haben  will.  Wenn 
aber  Letzteres,  wie  gewöhnlich,  nicht  der  Fall  ist,  so  halten  wir  in 
Uebereinstimmnng  mit  Encke  (B.  I.  1835  S.  288)  und  im  Gegensatz 
zum  Verfasser  (S.  101)  diese  erste  Methode  für  die  bequemere;  jeden- 
falls stimmt  die  Behauptung,  es  sei  der  erste  Weg  „im  Allgemeinen 
sehr  umständlich  *^  nicht  mit  unseren  Erfahrungen  überein. 

In  der  Behandlung  bedingter  Beobachtungen  begrüssen  wir 
es  mit  Freuden,  dass  immer  zuerst  die  Reduction  auf  vermittelnde  Be- 
obachtungen empfohlen  wird,  ehe  zur  Ausgleichung  mit  Correlaten  ge- 
schritten wird.  In  sehr  vielen  Fällen  sind  die  Coefticienten  der  Be- 
dingungsgleichungen  0  oder  1  nnd  dann  macht  eine  Ausgleichung  mit 
Correlaten,  wie  sie  z.  B.  Gerling  ausscbliesslich  anwendet,  gegenüber 
der  Reduction  auf  vermittelnde  Beobachtungen  entschieden  einen  schwer- 
fälligen Eindruck,  abgesehen  von  der  Umständlichkeit  der  Gewichts - 
bestimmnngcn. 

Indessen  kann  die  Reduction  auf  vermittelnde  Beobachtungen  noch 
allgemeiner  ausgeführt  werden,  als  dadurch,  dass  man  bei  n  Unbe- 
kannten und  r  Bedingungsgleichungen  r  Unbekannte  in  den  n-r  übrigen 
ausdrückt  (8.  172);  man  kann  nämlich  alle  unter  sich  abhängigen  n 
Unbekannten  in  irgend  welchen  neuen  r  unabhängigen  Unbekannten 
(welche  natürlich  auch  zum  Theil  mit  den  alten  identisch  sein  können) 
ausdiücken  und  dann  die  letzteren  nach  der  Methode  der  vei-mitteln- 
den  Beobachtungen  bestimmen.  Obgleich  dieser  Gedanke  nicht  allgemein 
ausgesprochen  wird ,  so  findet  sich  doch  die  Aufgabe  der  llöhenaus- 
gleicbung  auf  S.  309  mit  Recht  so  gelöst. 

Die  in  der  Geodäsie  wichtige  Aufgabe  der  Ausgleichung  ver- 
mittelnder Beobachtungen  un  d  Bedingungsgleichungen  wird 


*J  Vergl.  hierüber  «nch  S.  850  dieses  Bandes, 
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in  zwei  AnflösQngen  bebandelt,  von  denen  die  zweite,  welcbe  sieb  auf 
den  Begriff  „äquivalenter  13 eobacbtungon"  stützt,  lebbaftes  In- 
teresse verdient. 

Wenn  m  Unbekannte  durcb  Ausgleicbung  von  n  vermittelnden  Be- 
obacbtungen  bestimmt  wurden,  so  kann  man  stets  annebmen ,  es  cxistiren 
gewisse  m  unabbängigc  Beobacbtungon  ipit  bekannten  Gewicbten, 
welcbe  vermittelst  gewisser  m  linearer  Gleichungen  sowobl  die  m  Un- 
bekannten nebst  ihren  Gewichten ,  als  auch  jede  Function  der  Unbekann- 
ten nebst  Gewicht  genau  ebenso  bestimmen,  wie  die  ursprünglichen 
Beobachtungen  mit  den  zugehörigen  Fehlergleichungen  selbst  (§.  21). 
Indem  hiermit  die  obige  Aufgabe  auf  Ausgleichung  unmittelbarer 
Beobachtungen  mit  Nebenbedingungen  zurückgeführt  wird,  wird  sie 
allerdings,  wenigstens  theoretisch,  sehr  „durchsichtig^*  gemacht. 

Trotzdem  möchten  wir  hierin  noch  nicht  den  Hauptwerth  der  „äqui- 
valenten Beobachtungen**  suchen,  sondern  in  der  weiteren  vom  Verfasser 
gemaclUen  Anwendung  dei-selben  auf  die  allseitige  Untersuchung  der 
Genauigkeit  geodätischer  Operationen. 

Er  zeigt  z.  B.,  dass  die  durch  eine  Triangulirung  erzielte  Festlegung 
eines  Punktes  in  einer  Ebene  in  allen  Beziehungen  ersetzt  werden  kann 
durch  den  Schnitt  zweier   durch   ihn   gehender  Geraden,    deren  mittlere 
Parallelverschiebungen  angegeben  werden  können. 

In  diesen  Untersuchungen  scheint  uns  die  Lösung  einer  auf  der 
allgemeinen  Oonferenz  der  europäischen  Gradmessung  vom  Jahr  186  7 
(Bericht  S.  107,  110  u.  111)  aufgestellten  Aufgabe  zu  liegen. 

Es  schliesst  sich  hieran  die  schon  eingangserwähntc  Theorie  der 
,, Fehler ellipso**.  Der  Verfasser  zeigt  nämlich,  dass  die  Ersetzung 
der  Bestimmung  eines  Punktes  durch  den  Schnitt  zweier  Geraden  in 
unendlich  vielfacher  Weise  geschehen  kann,  dass  aber  alle  diese  Geraden- 
])aare  conjugirte  Durcbmesbcr  einer  Ellipse  von  angebbaren  Dimenbiimen 
sind.  Derartige  Ellipsen  sind  für  mehrere  concrete  Fälle,  z.  B.  für  eine 
pothenotische  Bestimmung  und  eine  Vioreckstriangulirung  ausführlich  ge- 
zeichnet. 

Dass  die  hierauf  folgenden  allgemeinen  Untersuchungen  über  Be- 
obachtungsfehler und  die  „verschiedenen  Anwendungen**  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  manches  Neue  bieten  würden,  liessen  die  vorher- 
gehenden Paragraphen  erwarten,  und  in  der  That  sind  insbesondere  die 
auf  Geodäsie  bezüglichen  Anwendungen  sehr  lehrreich. 

Es   erübrigt  uns,    einen    Blick    auf  die   numerischen   Beispiele   des 
Buches   zu  werfen;   sie  sind   sehr  zahlreich   und   beweisen  die  Bekannt- 
schaft des  Verfassers  mit  diesem  wichtigen  Gegenstand.     Indessen  wäre 
uns  häufig  (wie  manchmal   auch   im  Uebri^ 
wünscht  gewesen ,  z.  B.  hätte  bei  der  d 
gerechneten  Fünfeoksanagleichliiipt 
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Die  vier  Speoies,  Voo  Ur.  Otto  Hesse,  o,  Professoi-  am  köuigl.  Polytechni- 
kum zu  MUncben.  Leipzig,  6.  6.  Teubucr.  IST]. 
Der  Verfasser  hat  äich  loider  nicht  über  deu  Zweck  des  kleioen,  35 
Seiten  gr.  8.  eimiehiiieiideD  SchriitchcuB  nuiigcapToclien  uad  deswegen  Tällt 
ea schwer,  ein  Urtheil  über  daBselbe  zu  fnllen.  WSlirend  der  überwiegeod 
gTäsiere  Theil  des  ScbriftchenB  (20  Seiten)  uicht  mehr  nla  die  vier  Speciea 
mit  den  reellen  rationalen  Zahlen  Lehaudelt,  sind  doch  da  und  dort  Kecb- 
oitDgen  BDgedentot,  die  man  nicht  erwarten  soUte;  msD  vergleiche  Seite  4 
Sber  die  üinkebvung  nialbeuiatiscber  Probleme,  oder  S.  5:  ,,Es  iat  ein  be- 
■■ontea  Fundamcntslproblem  der  Geometrie,  „das  Dreieck  zu  coDstruiren, 
^oa  trolchem  zwei  Seiten  und  der  von  diesen  Seiten  eingeschlossene  Winkel 
gegeben  siad",  worüber  es  bald  darauf  bcisst:  „Von  wolober  Grüsso  die 
Urci  Daten  des  Problems  aucli  seien ,  das  Problem  kann  Immer  gelüst  wer- 
■^ön  ,  denn  die  Lösung  desselben  ist  aufzufinden  unter  den  Dreiecken,  wenn 
""»D  sich  alle  möglichen  Dreiecke  construirt  denkt".  Wie  aber,  wenn  der 
B^eclieüe  Winkel  grösser  als  180"  ist?  Derartige  Demerkungea  veranlassen 
^^a  ßecensoaleu,  anzunehmen,  dass  das  Publikum,  für  welches  das  Schrrft- 
^l>en  beatimmt  ist,  weiter  mathematisch  gebildet  vorausgesetzt  wird,  als 
^ass  es  BUS  dem  Scbriftcben  die  vier  S[jocies  erst  erlernen  sollte,  und  von 
diesem  Gesichtspunkte  aus  mag  ea  gestaltet  sein,  das  Schriftchen  zu  be- 
»prechen.  Der  Kececsent  muss  zunächst  gestehen,  dsss  er  mit  grosser  Be- 
friedigung gesehen  hat,  wie  der  Verfasser  gewisse  arithmetische  Sätze  ejn- 
'*ch  iturch  eine  zweckmässige  Definition  gegeben  bat,  wJlbrend  anderwärts 
'ersnelit  worden  ist,  diese  in  Wlrklicbkeil  nicht  beweisbaren  Sätze  streng 
"»tlizuweisen;  dies  gilt  z.  B.  über  das  Preduct  zweier  negativen  Zahlen; 
"•^deyejaeitB  möchte  er  aber  auch  manche  wolilbegründete  Einwürfe  machen. 
**  Üesa  sich  z.  B.  der  geometrische  Beweis  für  Satz  ZJ,  dass  die  Factoren 
^.  Osg  Prodactes  mit  einander  vertauscht  werden  küunea,  nWa  ifc%  Vxöia-iA. 
^Bi*>«<  so  Hadern,  eebr  eiafach  auf  rein  arittimeÜBc\>om'W*t«  i*^"«'^^**^ 
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fern,  dass  man  vod  einem  Product  mit  zwei  gleichen  Facloren  ausging  und 
dann  den  Satz  erweiterte,  indem  man  den  Satz  über  die  Multiplication  eines 
Binoms  mit  binzanahm,  was  freilich  eine  kleine  Aenderung  in  der  Anord- 
nung des  Stoffes  nöthig  gemacht  hütte,  aber  wohl  ausführbar  war,  da  sich 
auch  der  Satz  über  die  Multiplication  eines  Binoms  recht  wohl  auf  rein 
arithmetischem  Wege  gewinnen  lässt,  während  auch  er  vom  Verfasser  auf 
geometrischem  Wege  hergeleitet  wurde. 

Ein  weiterer  bedenklicher  Einwurf  lässt  sich  gegen  die  Herleitung  des 

Ausspruches  machen ,  dass  ein  Bruch  von  der  Form  -  einen  unbestimmten^ 

Werth  hat ,  denn  es  geschieht  die  Herleitung  durch  Einführung  einer  stetig 
variablen  Grösse  a:,  die  aber  die  elementare  Arithmetik  nicht  kennen  lehrt, 
denn  offenbar  müssen  sich  auf  der  reellen  Zahlcnlinie  auch  die  Punkte  fin- 
den, die  die  Werthe  transscendentcr  Functionen  darstellen,  und  diese  Punkte 
durchläuft  doch  die  stetig  veriable  Grösse  x  auch  mit.  Der  in  66  gegebene 
Grundsatz:  ,,Wenn  zwei  complexe  Grössen  einander  gleich  sind,  so  sind 
sowohl  ihre  reellen  Theile  einander  gleich,  als  auch  ihre  imaginären  Theile*', 
lässt  sich  bequem  als  Folgerung  des  logischen  Princips  darstellen:  wenn 
zwei  disparate  Grössen  wechselweise  zwei  anderen  disparateu  Grössen  gleich 
sind,  so  müssen  die  einzelnen  Grössen  unter  sich  gleich  sein.  Endlich 
möchten  wir  uns  noch  gegen  die  Bezeichnung  sichtbare  (und  als  Gegensatz 
dazu  jedenfalls  unsichtbare)  Dreiecke  wenden  in  der  Bedeutung  reelle  Drei- 
ecke, denn  die  Möglichkeit  eines  sichtbaren  mathematischen  Dreiecks  kann 
kein  Physiker  zugeben.  Uebrigens  aber  ist  die  Darstellung  in  dem  Schrift- 
oben  klar,  deutlich  und  zum  Nachdenken  anregend,  weswegen  es  hier  wohl 
zum  Studium  empfohlen  werden  kann. 

Freiberg.  Th.  Kötteritzsch. 


Die  Lehre  von  der  Kreistheilung  und  ihre  Beiiehnngen  lur  Zahlen- 
theorie.  Akademische  Vorlesungen  von  Dr.  Paul  Bachhann,  a.-o. 
Professor  an  der  Universität  Breslau.    Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1872. 

Der  Aufforderung  des  Herrn  Hofrath  Schlömilch,  das  vorliegende 
Werk  in  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik*'  näher  zu  besprechen, 
komme  ich  um  so  lieber  nach,  als  ich  das  Erscheinen  desselben  mit  aufrich- 
tiger Freude  begrüsst  habe.  Denn  ein  grosses  und  höchst  interessantes 
Gebiet  wird  hier  zum  ersten  Male  in  zweckmässiger  Abgrenzung  und  licht- 
voller Darstellung  dem  lernenden  mathematischen  Publikum  leicht  zugäng- 
lich gemacht,  und  zwar  unter  Voraussetzung  von  nur  sehr  massigen  Vor- 
kenntnissen aus  der  Algebra  und  Zahlentheorie. 

Die  Lehre  von  der  Ereistheilung ,  d.  h.  die  Theorie  der  Gleichungen 
von  der  Form  o:*  a  i ,  wo  irt  eine  gegebene  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 
{pft.-Aiia»Aiii  eine  Menge  interessanter  Btgenscbaften  der  Einheitswurielo  m 
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liebon  früher  b^kaniil  waren,  doch  erst  durch  Ganss  auf  ihre  eigentlichen 
icipien  zurUcligeruhrt  und  dadarcb  der  Auegniigspunkl  für  eine  gans 
B  Wissenschaft  von  tiiiermesslicher  Ausdehnung  geworden.  Die  siebeiito 
lectioo  der  1801  erschienenen  „Diiquisiliones  ArillimeU'cae",  welche  den  Titel 
legvalionibus  circuli  sectiones  definienlibin"  führt,  ealhSlt  eine  rein  «1- 
(«braische  Methode,  die  obige  Gleichung,  deren  Auflösung  mittels  der  Iri- 
gonOTnetriscben  Functionen  längst  bekannt  war,  auf  andere  Gleichungen 
von  niedrigerem  und  awar  vou  möglichst  niedrigem  Grade  ku  reduciren. 
Hierbei  tritt  znm  ersten  Mnle  der  Begriff  der  Irreductibilität  auf  (Art,  341), 
welcher  entscheidend  für  die  ganze  Richtung  der  späteren  Algebra  gewor- 
den ist;  obgleich  Gänse  nur  einen  geringen  Gebrauch  von  demselben 
icht  (Art.  t!40),  so  xweifle  ich  doch  nicht  daran,  dass  dieses  Grundprincip 
ich  bei  der  Entdeckung  des  EiDzelncD  geleitet  nnd  dass  er  nur  der 
JCtiree  halber  die  synthetische  Darstellung  vorgezogen  hat;  namentlich  las- 
a  hieraaf  die  gewichtigen  Worte  scblieasen  {An,  ^a):  „omtiigtie  rigore  de- 
Mfiifrnre  potsumui,  Aas  arqualiouef  elcvala»  nuUo  modo  nee  eeitari  nee  ad  in- 
Iriores  reiluei  possf,  elsi  iimiies  huju$  aperis  haue  demomirationem  hie  Iradere 
n  patiantur,  i/uod  tarnen  monendum  esse  iluximiit.  ne  qui'x  adhuc  alias  seeliones 
'aeler  eas  quaS  Iheoria  nosira  suggeiil,  e.  g.  in  7,  II.  13,  19  ete.  partes,  ad 
mstrueliones  geomelricat  perducere  sperel,  lempusgue  iDuHliter  terat".  Die 
VWahrheit  der  in  denselben  enthnltcnen  Behauptung  ist  nach  dem  gegen- 
(vürtigen  Stande  der  Algebra,  namenllicb  seit  der  Fortbildung  und  Verall- 
uemoinornng  der  Gauss 'sehen  Godauken  durch  Abel  und  Galois  leicht 
■  n  beweisen.  In  der  That  ist  aus  dem  von  Gauss  gelegton  Keime  eine 
K  Wissenschaft  entstandou,  welche  man,  um  in  einem  Nichtkonner  wenigstens 
Ptine  dunkle  Vorstellung  von  ihrem  Charakter  zu  erwecken,  vielleicht  als 
die  Wissenschaft  vou  der  algebraischen  Verwandtschaft  der  Zahlen  oder, 
wenn  man  sieb  eines  von  mir  gewählten  Ausdruckes  bedienen  will,  als  die 
Wissenschaft  von  der  Verwandtschaft  der  Kflrper  bezeichnen  konnte.  Es 
seigt  sich  nämlich,  dass  die  cigenthllraliche  Beschaffenheit  einer  Gleichung, 
die  Möglichkeit,  ihre  Auflösung  auf  die  von  anderen  Gleichungen  zurilck- 
znfilhreu,  erst  dann  deutlich  erkannt  werdeu  kann,  wenn  man  ausser  ihren 

I Wurzeln  noch  unendlich  viele  andere  Zahlen  betrachtet,  welche  aus  einer 
ider  mohteten  von  ihnen  rational  ableitbar  sind  und  deren  Inbegriff  eben 
Pas  bildet,  was  ich  einen  Körper  nenne,  nämlich  ein  System  von  Zahlen, 
die  sich  durch  die  vier  einfacbsteo ,  rBtionalon  arithmetischen  Operationen 
iniiner  wieder  reproduclren.  Eigeofichaflen  einer  Gleichung  werden  bei 
dieser  Auffassung  zu  Eigenschaften  des  eulsprecheuden  Körpers,  Beaiehun- 
gen  Bwischen  Gleichungen  stellen  sich  dar  als  Verwandtschaft  zwischen 
den  Körpern;  namentlich  entsteht  bei  gegcnseiliger  Durchdringung  zweier 
Körper  A,  B  immer  wieder  ein  Körper,  Uir  kleinstes  gemeinschafitiches 
Mnltiplum  oder  kUraer  ihr  Prodnot  AB,  deesei'  "  H  Ton  der 

Verwandtsebaft  der  beiden  Körper  abbUav* 
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Neben  dieser  Entwickelung  der  eigeDtlichen  Algebra,  welche  der  Theo- 
rie der  Kreistheilung  den  ersten  Impuls  verdankt,  und  Hand  in  Hand  mit 
ihr  hat  die  Zahlenthcorie  einen  grossartigen  Aufschwung  genommen.  Die  al- 
gebraischen Untersuchungen  von  Gauss  im  Gebiete  der  Kreistheilung  be- 
durften schon  einiger,  wenn  auch  sehr  elementarer  Ililfssätze  aus  der  Zah- 
lentheorie; bald  aber  zeigte  es  sich,  dass  umgekehrt  die  Kreistheilung  zu 
einer  unerschöpflichen  Quelle  wurde,  aus  welcher  immer  neuer  und  bedeu- 
tender Gewinn  für  die  Zahlenthcorie  ausströmte.  Man  kann  sagen,  dass 
fast  alle  späteren  Fortschritte ,  welche  die  Zahlentheorie  unter  den  Händen 
von  Gauss,  JacobijDirichlot,  Eisenstein,  Kummer,  Kronecker 
gemacht  hat,  entweder  der  Kreistheilung  geradezu  ihre  Entstehung  verdan- 
ken oder,  was  in  einigen  Fällen  noch  merkwürdiger  war,  in  einen  vorher 
ungeahnten  Zusammenhang  mit  der  Kreistheilung  traten.  Zu  diesen  letz- 
teren Fortschritten  gehören  die  Untersuchungen  von  Gauss  und  Dirich- 
let  über  die  Classenzahl  der  quadratischen  Formen,  zu  den  ersteren  die 
Erweiterung  des  Begriffes. der  ganzen  Zahl  durch  Gauss,  deren  Verallge* 
meinerung  später  zu  der  Schöpfung  der  idealen  Zahlen  durch  Kummer 
geführt  hat. 

Es  ist  nun  zu  verwundern ,  dass  trotz  der  so  eben  kurz  geschilderten 
Rolle,  welche  die  Kreistheilang  in  der  Geschichte  der  neueren  Mathematik 
spielt,  und  trotz  der  grossen  Berühmtheit,  deren  sie  sich  vor  anderen,  min- 
destens ebenso  tiefsinnigen  Schöpfungen  von  Gauss  zu  erfreuen  hat  — 
man  denke  nur  an  das  Siebenzehneck  — ,  es  ist  zu  verwundern,  dass  trotz- 
dem kein  Lehrbuch  erschienen  ist,  in  welchem  die  Kreistheilung  mit  voller 
Berücksichtigung  des  theils  von  Gauss,  theils  von  seinen  Nachfolgern 
durchforschten  Details  als  ein  abgerundetes  Ganzes  dargestellt  ist.  Es  ist 
daher  ein  höchst  dankenswerthes  Unternehmen  des  Verfassers,  durch  das 
vorliegende  Werk  diese  empfindliche  Lücke  in  unserer  mathematischen  Li- 
teratur auszufüllen,  und  ich  freue  mich,  hinzufügen  zu  können,  wofür  aller- 
dings schon  sein  Name  hinreichende  Bürgschaft  leistet,  dass  er  dieses  Un- 
ternehmen in  vortrefflicher  Weise  ausgeführt  hat.  Für  Jeden,  der  ein  tie- 
feres Studium  der  Algebra  und  ihrer  Beziehungen  zur  Zahlentheorie  be  • 
absichtigt,  wird  dieses  Werk  den  besten  Führer  abgeben,  weil  es  ihn  ohne 
Voraussetzung  grosser  Vorkenntnisse  in  die  Mitte  eines  überaus  reichen  und 
bisher  nicht  leicht  zugänglichen  Stoffes  einführt,  in  welchem  man  durchaus 
orientirt  sein  muss,  wenn  man  zu  höheren  Untersuchungen  fortschrei- 
ten will. 

Ich  erlaube  mir  nun,  im  Folgenden  eine  Reihe  von  Bemerkungen  mit- 
zutheilen,  zu  welchen  mich  einzelne  Stellen  oder  auch  ganze  Abschnitte 
des  Werkes  veranlasst  haben.  Wenn  ich  dabei  einzelne  Punkte  hervor- 
hebe, bei  welchen- ich  eine  andere  Anordnung  oder  Darstellung  als  die  vom 
Verfasser  befolgte  erwähne  oder  empfehle,  so  geschieht  dies  keineswegs, 
10  Tadel  attSBttsprechen;  Jeder,  der  sieh  gründlich  mit  einem  beatimmtea 
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Gegenstände  beschäftigt  hat  —  and  seit  18  Jahren  habe  ich  mich  diesem 
Theile  der  Mathematik  mit  besonderer  Vorliebe  zugewandt  — ,  bildet  sich 
gewisse,  ihm  etgenthümliche  Gesichtspunkte  aus,  die  er  für  besonders  werth- 
voll  hält,  während  sie  einem  Andern  weniger  wichtig  erscheinen,  und  ich 
gebe  zu,  dass  hierbei  Vieles  reine  Geschmackssache  ist.  Aber  ich  benutze 
doch  gern  diese  Gelegenheit,  aus  meiner  langjährigen  Beschäftigung  mit 
diesem  Gegenstande  einige  Mittheilungen  über  meine  Ansichten  und  auch 
einige  Abschweifungen  auf  verwandte  Gegenstände  zu  machen,  in  der 
Hoffnung,  dass  sie  einigen  Lesern  willkommen  sein  werden.  Ich  lasse  sie 
hier  ohne  innere  Verbindung  so  folgen,  wie  sie  beim  Durchlesen  des 
Werkes  entstanden  sind,  indem  ich  nur  auf  die  betreffende  Stelle  ver- 
weise. 

Vorlesung  3,  Nr.  2  und  3,  Seite  13.  Der  Nachweis  der  Existenz 
primitiver  Einheitswurzeln  würde,  wie  ich  glaube,  durch  eine  kleine  Um- 
stellung an  Klarheit  und  Präcision  gewinnen.  Da  nämlich  ^{d)  definirt  wird 
als  die  Anzahl  der  n^°  Einheitswurzelu,  welche  zum  Exponenten  d  gehören, 
so  erscheint,  ehe  nicht  das  Gegentbeil  bewiesen  ist,  ^{i)  als  abhängig 
nicht  blos  von  (^,  sondern  möglicherweise  auch  von  n,  und  die  Anwendbarkeit 
des  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  bewiesenen  Summensatzes  zur  Be- 
stimmung von  ^{d)  bleibt  Zweifeln  unterworfen,  welche  erst  nachträglich 
durch  die  Bemerkungen  in  Nr.  3  gehoben  werden.  Am  einfachsten  gestal- 
tet sich  wohl  die  Untersuchung,  wenn  der  Begriff  der  primitiven  Einheits- 
wurzeln vorangestellt  und  tf;(»)  als  die  Anzahl  der  primitiven  n^"^^  Einheits- 
wnrzeln  definirt  wird. 

Vorlesung  4,  Seite  20.  In  dieser  Vorlesung  werden  die  ersten  Be- 
griffe aus  der  sogenannten  Theorie  der  höheren  Congruenzen  mitgetheilt. 
Eine  etwas  weiter  gehende  Darstellungi  welche  auch  die  wichtigsten  Sätze 
über  Primfunctionen  enthielte,  würde  bei  manchen  späteren  Gelegenheiten 
sich  als  sehr  nützlich  erweisen,  namentlich  für  die  5.,  17.  und  18.  Vorlesung; 
aber  sie  würde  freilich  auch  viel  mehr  Kaum  erfordern.  Der  Beweis  des 
Satzes  von  Schönemann  (S.  26)  lässt  sich  unter  Voraussetzung  des  For- 
mat'sehen  Satzes  durch  die  Theorie  der  Transformation  der  symmetri- 
schen Functionen  abkürzen,  welche  vom  Verfasser  doch  an  manchen  Stel- 
len (z.  B.  in  Vorlesung  5,  Nr.  4)  als  bekannt  vorausgesetzt  wird. 

Vorlesung5,  Nr.  G  und?.  Die  Mittheilung  eines  speciellen  Falles 
des  allgemeinen  Irreductibilitätssatzes  von  Kronecker  veranlasst  mich, 
den  eigentlichen  Nerv  seines  Beweises  (sowie  auch  desjenigen  von  Arndt) 
hier  hervorzuheben;  dies  kann  mit  verhältnissmässiger  Kürze  geschehen, 
wenn  man  einige  allgemeine  Begriffe  über  ganze  algebraische  Zahlen  und 
einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Ideale  als  bekannt  voraussetzt,  welche 
ich  theils  in  der  zweiten  Auflage  von  Diriehlet'a  Vorl«^*"**  ***^  Z«h- 
lentheorie  bewiesen,  theik  in  den  GOttinger  i.O«*' 
tember  1871)  ohne  Beweia  mitgetheilt  hiibr 
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Einheitswarzel ,  so  kommt  Alles  auf  den  zahlentheoretiscben  Gehalt  der 
Zahl  (l  —  fi)  an.  Ist  m  =  1,  so  ist  1  •—  fi  =  0;  ist  aber  m  durch  eine  einzige 
Primzahl  p  theilbar,  also  eine  Potenz  derselben,  so  ist,  wie  unmittelbar  ein- 
leuchtet: 

WO  e  eine  Einheit  und  tp{m)  die  bekannte  Function  der  Zahlentheorie  be- 
deutet; ist  endlich  m  durch  zwei  oder  mehrere  verschiedene  Primzahlen  p, 
9...  theilbar,  so  muss  die  Zahl  (l  —  fi),  weil  sie  in  allen  Zahlen  von  der 
Form  (1 —  fi")  aufgeht,  wo  n  jede  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  zufolge  des 
vorhergehenden  Falles  auch  in  p  ^  in  9 . . .  aufgehen  und  folglich  eine  Ein  • 
heit  sein,  was  auch  unmittelbar  aus  der  Gleichung  geschlossen  werden  kann, 
welche  alle  primitiven  m^®"  Einheitswurzeln  zu  Wurzeln  hat.  Nun  sei  a 
eine  Potenz  einer  Primzahl  p,  und  m  =  06,  wo  6  durch  p  nicht  theilbar  ist; 
man  erhält  dann  bekanntlich  alle  primitiven  m^®°  Einheitswurzeln  und  jede 
nur  einmal,  wenn  man  jede  primitive  Wurzel  der  Gleichung  x^=^\  mit 
jeder  primitiven  Wurzel  der  Gleichung  a^  =  1  multiplicirt.  Ist  nun  a  eine 
bestimmte  der  ersteren ,  ß  eine  bestimmte  der  letzteren ,  so  lautet  der  noch 
etwas  verschärfte  Satz  von  Kronecker  folgendermassen : 

„Ist  die  Grundzahl  oder  Discriminante  J{Sl)  eines  Körpers  £1  nicht  theil- 
bar dnrch  die  Primzahl/?,  so  hat  die  in  Sl  irreductible  Gleichung  f{x)  =0, 
welcher  a;  =  «/3  genügt,  auch  alle  (p{a)  Producte  a'/3  zu  Wurzeln,  welche 
den  sämmtlichen  (p(a)  primitiven  Wurzeln  a  der  Gleichung  x*=^l  ent- 
sprechen/* 

Der  Beweis  beruht  auf  folgenden  Momenten.  Alle  Wurzeln  fi  der 
Gleichung  f{x)  =  n{x  —  ^^=  0  sind  jedenfalls  von  der  Form  ^i  =  a'/J',  wo 
a\  ß'  primitive  Einheitswurzeln  resp.  vom  Grade  a,  b  bedeuten.  So  oft 
nun  ß^  mit  ß  identisch  ist,  wird  (/3  —  fi)  =  /3  (1  —  «'),  also  materiell,  d.  h.  ab- 
gesehen von  einem  Einheitsfactor,  =(l-- a);  ist  dagegen  ß'  von  ß  ver- 
schieden, so  wird  (/J  —  fi)  =  ^  (1  —  a /S"),  wo /5"  eine  von  1  verschiedene 
Wurzel  der  Gleichung  x^  =  l  bedeutet,  also  ist  zufolge  der  vorausgeschick- 
ten Bemerkungen  {ß  —  ^)  eine  Einheit.    Mithin  ist 

/'(^)=n(^-p)  =  «'(!-«)-, 

wo  §  eine  Einheit  und  n  die  Anzahl  der  Wurzeln  11=  a  ß'  bedeutet,  in 
welchen  /S'ss/?  ist;  es  wird  daher  f{ß)  stets  und  nur  dann  durch 

p  =  e(l-a)9(«) 

theilbar  sein,  wenn  n  =  g)(a)  ist,  d.  h.  wenn  wirklich  alle  (p(ja)  Producte 
aß  Wurzeln  derselben  in  Sl  irreductiblen  Gleichung /(o:)  =:  0  sind.  Diese 
Theilbarkeit  der  Zahl  f(ß)  durch  p  lässt  sich  aber  aus  der  Voraussetzung, 
dass  die  Grundzahl  J{Sl)  des  Körpers  Sl  nicht  durch  p  theilbar  ist,  folgen- 
derniassen  beweisen.  Zunächst  ist  diese  Voraussetzung  identisch  mit  der- 
jenigen, dass  p  durch  kein  Quadrat  eines  Primideals  des  Körpers  Sl  theil- 
bar ist,  vnd  diese  ist  wiederum  äquivalent  mit  der  Annahme,  dass  unendlich 
Tiele  sokhe  Potenzen 
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I  Primsiibl  />  exisliroii ,  für  welch»  jede  ganzu  Znlil  w  dun  KiirjiuvsJJ  doi' 
ongtuens 

■ '  —     ,  {mod.  p) 

euügl.    D«  iiui>  die  CatiTticienteti  tier  Function  /'(.i)  bolclii;  gattzc  /ShIiIuu 
sind ,  so  folgt 

nß)'^nß')A'"od.py, 

pSiilt  man  ferner,  nas  imtuer  miiglicli  ist,  die  Poteuii's  der  Priiuzabl  p  mi, 
s  i  =  !  {mod.  b),  also  |3'  =  ß,  nnd  zugleicli  s  ^  if(a)  wird ,  und  bedenkt, 
*  ftß)  den  Factor  (I  —  a)  wenigetenB  einmal  cullalt,  also  f{ßy  dwrcb  p 

beilbar  ist,  so  ergiebt  eicb ,  dasa  auch  f{ß)  =  0,  {mod.  p)  ist ,  wia  zu  Icwei- 

dung  dieses  Rüsultaleii  ergiebt  sieb  ofi'enbar 
r  nocb  wenig  allgemeiner  als  der  von  Kru  ■ 

I  relfilive  Primzabl  zu  der  Grundsahl  J  ( J2)  des  Kürpers-ß,  so 
>l  die  Gleicbung,  deren  Wurzeln  die  sftmmtlicben  primitiven  m""  Einbeits- 
^  wurzeln  sind,  irreductibel  in  ^." 

Vorlesung  Ö,    Seite  43.    In  dieser  Vorlesung    beginnt  die  eigeul- 
liclie  Theorie  der  Kreistbeiluug,  deren  Wesen  in  der  Zurückfübrang  dei' 
•Gleiclinng 

X—-~  —  0 

~ X  —\~    ' 

*  p  eine  Frioizabl  bedoniet,  auf  (üleicbungen  niedrigeren  Grades  bestebt. 
^b  erlaube  mir  hit-r  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  die  Vertbeilung 
WS  Stoffes  und  über  die  Mi^tliodo  der  Untcrstichung  2u  mnclien. 

Die  Darstellung  von  Gauss  zorntllt  in  zwei  wesentlicb  verschiedene 

noitg,  deron  erster  (Ävt.  34a — 358)  die  succesBivc  Zeilcgiiug  des  Systems 

'r  {p  —  l)  Wnrzelu  i^  der  obigen  Gleiclmng  iu  sogenannte  Perioden  und 

B  Äaf&lellung  der  ibnoa  entsprechenden  Gleicbnngen    enthält,   während 

eile  Tbeil  die  Zuruckfiihrung  deriiolbeu  auf  reine  Gleichungen,  d.  b, 

^    *6  Auflösung  durch  Wurzelzeichen  bohaudelt.    Diese  soliarfo  Sonderang 

"■"B  ich  für  äusserst  zweckmässig.    Der  erste  Theil  hat  es  nur  mit  den 

"^'cb  r  rational  darstnllbareu  Zahlen  zu  thun,  welche  einen  Kürper  R  vom 

^'ade  {p  —  1)  bilden,  und  er  ist,  wenn  dies  auch  in  der  Darstellung  von 

®ö8s  nicht  hervorliitt,  wesentlich  unabhängig  vou  der  Existenz  primiti- 

**■  CongruenzwurKeln,    Der  aweiti.'  Theil  dagegen  bedarf  der  Betrachtung 

*'  letzteren  und  ausserdem  der  Einführung  eines  Uilfskörpera  5  vom  Grade 

''(/>-l).  welcher  aas  den  Wurzeln  der  Gleichung  iP  "'=  l  gebildet  ist; 

^*  eigentliche  Gegenstand  der  Untersuchung  ist  das  Prodnct  RS  aus  bfiiden 

_^Ofp<rn  Ä  und  S,  welches  zugleich  der  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung 

■R»*-t(_  1  gebildete  Körper  vom  Orada  (p  — l^(p(^p  —  \^\s,\.   ttw^w  ■««,- 

^^^üiclie  Uatemcliied  zwischen  den   beiden   gen&nnt-Kn  tW'Äftft  ■«"iA^*  ft* 
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mir  vortheilhafter  erscheinen  lassen,  wenn  der  Verfasser  den  Hanptinhalt 
der  Vorlesangen  von  0,  15,  16,  17,  18  gleich  auf  die  siebente  hätte  folgen 
lassen. 

Was  ferner  die  Methode  der  Entwickelung  anbetrifft,  so  ist  nicht  za 
leugnen,  dass  in  der  synthetischen  Darstellung  von  Gauss  das  Streben 
nach  Kürze  den  Sieg  Über  die  Forderung  davongetragen  hat,  Alles  ans 
einem  einheitlichen  algebraischen  Gedanken  abzuleiten.  Bei  meinem  ersten 
gründlichen  Studium  der  Kreistheilung  in  den  Pfingstferien  1855  hatte  ich, 
obgleich  ich  das  Einzelne  wohl  verstand ,  doch  lange  zu  kämpfen ,  bis  ich 
in  der  Irreductibilität  das  Princip  erkannte,  an  welches  ich  nur  einfache, 
naturgemässe  Fragen  zu  richten  brauchte,  um  zu  allen  Einzelnheiten  mit 
Nothwendigkeit  getrieben  zu  werden.  Nachdem  diese  Gedanken  durch  eine 
eingehende  Beschäftigung  mit  den  algebraischen  Untersuchungen  von  Abel 
und  namentlich  von  Galois  vervollständigt  und  durch  die  im  Anfang  De- 
cember  desselben  Jahres  gelungene  Auffindung  der  allgemeinsten  Beziehun- 
gen zwischen  irgend  zwei  irreductiblen  Gleichungen  zu  einem  gewissen 
Abschluss  gekommen  waren,  habe  ich  später  in  meinen  beiden  Wintervor- 
lesungen über  Kreistheilung  und  höhere  Algebra  1856 — 1858  die  damals  ge- 
wonnene Methode  befolgt,  und  ich  glaube  noch  heute^  dass  sie  auch  für  den 
Lernenden  zweckmässig  ist.  Statt,  wie  es  der  Verfasser  mit  Gauss  thut, 
unmittelbar  von  den  Perioden  auszugehen ,  stelle  man  die  Frage  nach  der 
Anzahl  der  verschiedenen  conjugirten  Werthe ,  welche  eine  in  R  enthal- 
tene, d.  h.  durch  r  rational  darstellbare  Zahl  o  =  F(r)  besitzt,  und  welche 
entstehen,  wenn  r  durch  alle  (p  —  1)  Wurzeln  .r*  der  irreductiblen  Gleich- 
ung Jr=0  ersetzt  wird.  Bezeichnet  man  mit  A  alle  diejenigen  /*  incongruen- 
ten  Zahlen  (mod./>),  für  welche  F{r^)  =  F{r)  ist,  so  folgt  aus  der  Irreducti- 
bilität sofort,  dass  diese  Zahlen  h  sich  durch  Multiplication  reprodnciren, 
und  hieraus  weiter,  dass  sie  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Congruenz 
hf^l  (mod,ß)  bilden,  dass  f  ein  Divisor  von  (p  — 1)  =  ^/",  und  dass  c  die 
Anzahl  der  wirklich  verschiedenen  Werthe  F{r^)  ist,  deren  jeder  sich 
fms\  wiederholt;  die  sämmtlichen  (/>  — l)  Exponenten  k  zerfallen  nämlich 
in  e  Complexe  von  je  f  Exponenten  h  n ,  denen  jedesmal  der  eine  Werth 
F{r^)  entspricht.  Fragt  man  nach  der  wirklichen  Existenz  solcher  e  -  wor- 
thigen  Zahlen  a  =  F{r)y  so  ergiebt  sieh  aus  der  Bedingung  F(r)  =  F(r*), 
dass  die  rationalen  Coefficienten  oder  Coordinaten  a  in  der  Darstellungs- 
form a  =  F(r)  =  Zar*,  auf  welche  jede  in  Ä  enthmltene  Zahl  stets  und 
wegen  der  Irreductibilität  auch  nur  auf  eine  Weise  gebracht  werden  kann, 
gruppenweise  zu  je  f  einander  gleich  sein  müssen,  dass  nämlich 

sein  muss,  wo  jede  der  e  Grössen  17,  171  ..,ric—i  eine  sogenannte  Periode, 
d.  h.  eine  Summe  von  f  Gliedern  r^"  bedeutet.  Soll  eine  solche  Zahl  a 
wirklich  «-werthig  sein,  so  brauchen  nur  fernere  gruppenweise  Gleichhei- 
ten zwischen  den  e  rationalen  Zahlen  a,  a^  ...a^.i  ausgeschlossen  zu  wer* 
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äen;  mithin  sind  die  Perioden  selbst  solche  e-werthige  nnd  zwar  conjuglrto 
Ealilen.  Es  ergiebt  sich  dann  sofort,  dass  jede  e-wertliige  Zahl  a  dis  Wur- 
'  Kel  einer  irrednciblen  GleicLnng  t'^"  Grades  ist  und  daag  jede  Zahl  ß  =  /'{r), 
«welche  den  Bedingungen  /(f)  =  /"{r*)  gonllgl,  auch  ohne  e-werlhig  zu  sein, 
dnrch  a  rationül  darstellbar  ist,  dass  niso  alle  solche  Zahlen  ß  einen  Körper 
/t,  vom  Grade  e  bilden,  welcher  durch  e  vollständig  bestimmt  ist.  Das  all- 
geiiieinats  Resultat,  in  welchem  der  gnnze  erste  Tbeil  der  Kteisthoilang 
cMitbalteii  nod  welches  auf  dieselbe  Weise  leicht  abzuleiten  ist,  besteht  in 
Folgendem.  Ist  a  eine  r-werthigo,  n' eine  /-werthige  Zahl,  und  «"der 
griisile  gemeinschaftliche  Thciler  von  e  und  c'^  rte  ,  eo  genügt  a  einer  in 
/i^  irroductiblen  Gleiohnng  vom  Grade  d'.  Dasselbe  kann  auch  so  aus- 
gesproclien  werden:  Das  l'roduct  der  Körper  Bf  und  Ite-  ist  der  Körper 
Jt^;  wo  «'"  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von  c,  e  bedeutet; 
und  A/'  ist  ibr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor.     Es  bildet  nur  einen 

Peciellen  Fall  des  oben  erwiihnten  Allgemeinen  Gesetzes,  welches  wenig- 
ms  theilweise  durch  die  Glcichnng 
(BC,A)  =  {C,AB){ll,A) 
KOitgedrUckt  werden  kann,  va  A,  B,  C  irgend  drei  Körper  sind,  und  das 
Symbol  (ß,  A)  die  Anzahl  der  in  B  enthaltenen  Zahlen  bedeutet,  welche  in 
Be»ng  auf  A  unabhängig  sind. 

In  dem  zweiten  Thoilo  der  Krcistheiinng  wird  die  Frage  aufgeworfen, 
^b  die  im  ersten  Theile  betrachteten  irrcductiblen  Gleichungen  durch  Wur- 
xalsetchen  lösbar,  d.  h.  auf  reine  Gleichungen  zurückfithrbar  sind.  Dieselbe 
^ttngl  mit  Notbwendigkeit  zur  Einführung  des  Körpers  S,  und  uacbdem  die 
trrodnctibilitat  der  Gleichung  .l'=:0  in  Bezug  auf  .S'  erkannt  ist,  leuchtet 
sofort  ein,  dasa  die  SStze  des  ersten  Tbeiles  auf  das  neue  Gebiet  unmittel- 
l)ar  übertragen  werden  können.  Fragt  mau  nun  nach  solchen  Zahlen, 
Welche  reinen  GleichnngcD  genügen,  so  wird  man  auf  dieselbe  Weise  zu 
^cu  Rcsolventen  und  der  Benutzung  der  primitiven  Congruenzwuriseln 
S^triebeu,  wie  im  ersten  Theile  zu  den  Perioden,  und  alles  Detail  ergiebt 
''"l"  mit  grösster  Leichtigkeit, 

Der  im  Vorstehenden  beschriebene  Weg  ist  vom  Verfasser  nur  theil- 
*®>ae  befolgt;  aber  ich  glaube,  dass  die  Klarlegnng  der  algebraischen  I'rin- 
^'P*Cn  an  dem  klassischen  und  zugleich  einfachsten  Beispiele  der  Kroisthei- 

(""e  eine  sehr  nützliche  Vorbereitung  für  das  tiefere  Studium  der  Algebra 
Vorlesung  9,  Nr.  4.    Die  Methode  von  Kronocker  zur  Bestim- 
^'ög  des  Vorzeichens  r  =  +  1  iu  der  Gleichung 
in{x'>'~*~xr-'"'+*)=£(-\x^-\-{xr-\)f{:x) 

\H  '-^ 

**et  sich  abkilrzon,  weon  man  durch  f.i;  —  l>  4mi\T\,  ut\\  i.Mia.  x ^=^'V 
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Nutzen  ist,  erkennt  man  recht  deutlich  in  dem  vorliegenden  Falle  der 
Kreistheilung;  die  Natur  aller  hier  auftretenden  Ideale  ergiebl  sich  näm- 
lich —  wovon  man  sich  leicht  Überzeugen  wird  —  mit  wenigen  Feder- 
strichen aus  der  einzigen  l^cmerkung,  dass  die  p  Zahlen  1,  r,  r'...  rP"^  in 
Bezug  auf  jedes  in  p  nicht  aufgehende  Primideal  gewiss  incongruent  sind, 
weil  ihre  Differenzen  sämmtlich  in  der  Zahl  p  aufgehen. 

Ich  schliesse  meine  schon  zu  ausführlichen  Bemerkungen  über  das 
vorliegende  Werk,  indem  ich  dasselbe  nochmals  Allen,  welche  eine  gründ- 
liche und  vielseitige  Kenntniss  der  Kreistheilung  und  ihrer  Beziehungen 
zur  Zahlentheorie  erwerben  wollen,  auf  das  Wärmste  zum  Studium  an- 
empfehle und  dem  geehrten  Verfasser  meinen  Dank  für  die  Veröffent- 
lichung dieser  seiner  Vorlesungen  ausspreche. 

Braunschweig,  I.Februar  1873.  R.  Dedbkimd. 
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Das  kleine,  nur  CO  Seiten  »".  umfassende  Wei-kcliou  verfolgt  den  Zweck, 
Diejenigen,  welche  neu  an  das  Stodinm  der  DeteiroinnDlcn  herantreten,  so 
*roit   m   diese  Theorie  zu  führen,  daes  8ie  sich  später  von  selbst  in  den 
Biüsscren  Werken  über  Determinanten,  z.  B.  dem  von  Baltzer  oder  in  den 
t)riginalarbeiten  znrecht  finden  können.    War  schon  in  dem  den  gleichen 
St«ir  mit  gleicher  Absicht  behandelnden  Wcrkchen  von  Hesse:  „Die  De- 
terminanten, elementar  behandelt",  ein  Wegweiser  für  Abfassung  einer  ele- 
meDtarcr  gi^baltoncn  Delerminantenthcorie  vorhanden,  so  tntissen  wir  doch 
recht  sobr  dem  Urlheile  des  Verfassers  bestimnien ,  wenn  er  von  dem  Hesae- 
»clien  Wcrkchen  in  der  Vorrede  S.IV  sagt:  „Ich  glanbe,  dass  der  Verfasser 
■ein  Publikum  überscbälzt."   In  der  Tbat  hat  der  Lehrer  für  Mathematik 
">   den  oberen  Classen  von  Mittelschulen  oder  an  Akademien  am  Anfange 
"on  Schwerpunkt  seines  Wirkens  dahin  zu  verlegen,  daas  er  dem  zuhören- 
"^n  Pnblikum  Interesse  für  den  behandelten  Gegenstand  abgewinne;  dies 
^Olztero  kann  aber  vornehmlich  mit   dadurch  geacheben,  dass  einmal  der 
**Örei,iie  nicht  von  Anfang  an  mit  viclon  strengen  Definitionen  nnd  Begrif- 
^D  »0  zn  sagen  überschüttet  wird,  nnd  dann  dadurch,  dasg  der  Hörende  im- 
^^r  weiss,  zn  welchem  praktischen  Zwecke  eine  längere,  schärfere  matho- 
""^tische  Untersuchung  vorgenommen  wird.     Berücksichtigen  wir  dies,  so 
?**Ü<;liteQ  wir  von  dem  vorliegenden  HattendorfTscbeu  Werkchen  sagen,  dass 
^|P*    ans  der  Lehrprasis  hervorgegangen  ist  und  daas  gerade  darin  sein  eigent- 
^^F^ljer  ond  grosser  Werth   bestehe.    Wir  müssen  es  hierbei  ganz  besondera 
^^^*lligen ,  dass  das  Werkeben  eine  grössere  Anzahl  Iheils  vollstSn'iig  gelöster, 
•*^iU  nur  angegebener  Aufgaben  enthält,  die  systematisch  in  den  Lehrstoff 
*  *)goflochten,  dem  Lernenden  eine  nm  so  grössere  Sicherheit  im  Anwenden  - 
■   ^»  vorher,  vernommpnen  strengen  Thooreme  veiBubaflea  liiii  \\«i  witi-ftit 
^iigebendeD  Bedenlaug  derselben  um  8o  vettriulet  m&(ÄieTi.  YJft^V\ÄvÄ\. 

Zrll.rhr.  f.  Milli.  a.  (>hyf.  XVIll,  8,  ^  ~ 
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MÄtmer,  die  Herren  C.  Bnelhke.  Dr.  K.  Brobin,  Ucrfiir 
T>r.  UirBcli,  sicli  in  die  nictit  gerioge  Mülie  nnil  VeTuiiIwortH<:likeit  tlieil- 
ten.  Herr  CortEB  bat  jedcnfalln  JIb  Collationirung  der  Origtnalfaauä* 
scIiriTt  allein  vorgenoraiDen ,  und  ilieses  Verdienst  unseres  Collegcn  in  toit' 
thematisch  geschichtlicbeo  Arbeiten  ginnben  wir  öffentlich  festetelleii  g,VI 
Bollen,  glauben  der  Schwierigkeiten  gedjenken  za  niil.ssen,  welche  daba 
vieiniltig  snegestrichene  und  durch  andere  erseUte  Wörter  dem  Leser  be- 
reiten. Das  ErgebnisB  der  Collntionirung  in  Verbindung  mit  einer  gloieb- 
aeitig  tüh  den  anderen  Hcranegobern  vorgenommenen  gonanen  Ver 
gleichnng  der  vier  vorhandenen  Drncko  (von  Nürnberg  1543.  Basel  1S64 
Amalerdam  ISIT,  Warschau  1S54)  war  so  bedeutsam  für  die  Geschieht«  aw 
die  Heratellung  des  Textes,  wie  man  nur  hoffen  durfte.  Als  HauptrcsnIUI 
künnen  wir  hervorhcbeu,  dass  es  nunmehr  feststeht,  dass  Copernicn^ 
SU  drei  Malen  an  seinem  Bncbo  gearbeitet  bat,  indem  in  der  Unndschrift 
eine  erste,  eine  zweite  nnd  wenn  auch  nur  an  einzelnen  Stellen  eine  dritt« 
Becension  stets  von  der  eigenen  Hand  des  Verfassers,  aber  nicht  mit  dei 
selben  Dinto,  noch  stets  auf  dem  gleichen  Papiere  geschrieben  sich  detlt« 
licli  unterscheiden  lassen.  Der  erste  Nürnbergor  Druck,  und  Ihm  folgen 
mit  nicht  allznhedeutetiden  Veränderungen  die  anderen  Drucke,  schliesi 
sich  fast  vollständig  an  die  dem  Datum  nach  jüngste  Bearbeitung  an,  t 
BtellenweisB  auf  einen  früheren  Tcxteslaut  znriIckgreifeQd.  Eben  diesen 
jüngsten  Text  liefert  die  nene  Jabelausgabe  nnter  Beifügung  s&mmtlicber 
verschiedener  Lesarien  als  kritischen  Apparat.  Der  Nürnberger  Druck  iat 
nicht  nach  der  Origimtlhandschrift  angefertigt,  sondern  nach  einer  Ab« 
Schrift,  welche  entweder  von  Joachim  Rbeticus  abgcfasst  oder  wenig- 
stons  von  ibm  beaufsichtigt  worden  sein  muss.  Die  schon  erwähnten  man* 
nigfachon  Correcturen,  welche  heute  das  Lesen  der  Handschrift  n&Uezit 
nnmögllch  machen,  wenn  der  Leser  nicht  durch  eine  Drnck.iUägahe  auter> 
atÜKt  wird,  setzen  einen  Abschreiber  oder  Revisor  voraus,  der  den  Gegen- 
atand  vollständig  beherrschte.  Ein  solcher  war  im  Jahre  1648  nur 
Person  des  Rhcticns  vorbanden.  Kein  Setzer  hStto  ans  dem  Origin&ltt 
sieb  BUrecht  finden  können.  Aber  auch  kein  Setzer  hätte  gewagt,  iin  Mft- 
nURcripte  Durcbstricbenes  dennoch  zu  drucken,  und  dergleichen  finden  wir 
in  der  Nürnberger  Ansgahc.  Kein  Setzer  endlich  hatte  versäumt,  i 
Schlnsso  jedes  Druckbogens  anzugeben,  wie  weit  der  Satz  gediehen  b 
nnd  dergleichen  Aogahcn  mangeln  gilnzUch  in  der  Oiigtnalhandscbi 
die  Bethoiligung  des  Rbeticus  an  der  Anfertigung  der  Cupie  fllbt^ 
tcn  wir  schon  den  allgemeinen  Grnnd  seiner  Bofühigung  ku  diesem  Qe> 
schufte  an.  Weitere  Belege  liefern  die  Ortliographlo  und  Grammatik  dei 
Nürnberger  Drockea,  welche  mit  der  aus  anderen  .Schriften,  besonders  «tu 
der  sogenannten  Aarratio  prima  bekannten  Latinitüt  dos  Uhotioae,  abfi| 
nicht  mit  dem  Mannscripto  im  Einklang  sieben.  So  sclireilt  «.  D.  Rhe< 
tiena   immer  coelum   für  Himmel;   der  Nürnberger  Drnclc   hat   diaael 


aR  MauDscript  hat  dagegen  caclunt  und  begründet  sogar  die 

clireibJtrt  olymologiscb,  indem  es  cnt(um  von  cnd«re,oinnieisselo,achniiicken, 
r«:[Scb!>uerD  herleitet.  Die  Vorrede  der  Jnbelausgabe  bemerkt,  weua  auch 
xsäcbt  in  nnmiltelbarem  Hinblick  auf  dieae  Acnderung  ganz  richtig,  Rhe- 
C.  icus  sei  Kenner  und  Liebbabor  der  griechisuben  Sprache  genesen.  Co- 
pvruicnB  war  es  Dicht  in  gleichem  Haasso,  wenn  auch  Uebersctzungen 
ck«a  dem  Griechischen  von  ibm  vorhanden  sind.  Wer  wie  er  das  phüo- 
logiache  Ungeheuer  eines  Propruparoxytonous  schnf,  indem  er  sich  in  einem 
gfgfluwäTtig  der  Bibliothek  zu  Upsala  Angehörigen  Auiographe  xöncßvixos 
scbrieb,  durfte  auch  den  Ursprung  des  Wortes  coelum  statt  in  xoikov,  hohl, 
incaelare  suchoD.  Rbeticna  dagegen  mocbto  Bedenken  tragen,  eiue  solche 
sprachliche  Hypothese  nnler  dem  Namen  seines  grossen  geliebten  Lehrers 
an  verbreiieu,  und  vielleicht  ist  unsere  Vermuthnng  nicht  allzn  gewagt, 
(lus  gerade  deshalb  die  erste  Seite  des  ftlanuscriptes  in  der  Reinschrift 
und  folglich  auch  im  Nürnberger  Drucke  fehlt.  Ein  anderer  Grund  ist 
wenigstens  nicht  ersichtlich,  warum  man  sie  weggelassen  haben  sollte,  als 
weil  dort  jene  Ableilong  sich  findet,  welche  entweder  zu  einer  Inoonseiiuenz 
oder  zu  eioom  Widerspruche  hätte  führen  müssen,  je  nachdem  dort  caehwi 
oder  coelum  gedruckt  worden  wäre.  Gehen  wir  nun  zu  den  Schlussworten 
der  Vorrede  über,  so  ist  unter  den  Gelehrlen,  deren  Unterstützung  die 
Herausgeber  der  Jubelausgabe  mit  freundlichem  Danke  belohnen,  aach 
I^ofessor  Alenzzer  in  Ualhcrstadt  genannt ,  welcher  eine  mit  Anmerk- 
ungen versehene  deutsche  Uebersetzuug  des  copernicanischon  Werkes  an- 
gefertigt zu  haben  scheint.  Wir  scbliessen  uns  dem  Wunsche  an,  Herr 
Meaazcr  möge  einen  Verleger  für  diese  Uehersetzung  finden,  welche 
wohl  für  manchen  lateinscbeuen  Leser  Veranlassung  werden  dürfte,  das 
System  des  Copernicus,  welches  er  jetzt  nur  aus  moderner  Bearbeitung 
kenol,  einmal  in  der  Auffassung  des  Entdeckers  zu  atudiren. 

Ileidelberg,  Cantoh. 


^aschenbacll  der  pr&ktiEohen  Geometrie.  Eine  Sammlung  von  Eesultaten 
der  niedern  und  böhern  Vermessongskunde,  von  Wilhelm  Jordan, 
Professor  der  Geodäsie  am  grossberzoglichon  Polytechnikum  zu 
Carlsmbe.  Stuttgart  1873,  Verlag  der  J.  CMctalcr'schen  Buchhand- 
lung- 410  Seiton  8". 
Wenn  bisher  ein  Lehrbuch  der  Geodäsie  gefehlt  hat,  welches  für  alle 
■'«eleu  und  indirecten  Mossoporationen  in  gleicher  Ausfübrlicbkeit  den 
^'ntlnss  der  regelmässigen  Fehler  als  denjenigen  der  zufälligen  Beohacb- 
**Ugsfohler  betrachtete,  sowie  einen  mitlleron  Betrag  der  letzteren  anf 
^rund  von  Erfahrungen  feststellte,  so  ist  diesem  Mangel  durch 
*^lieinon  des  Jordan'scbcn  Taschenbuchs  wesentlich  abgeholfen.  Zwar  will 
**^rilerr  Verfasser  keiueawega  ein  vollstaudJgeäliQViiWt^i  %ft\ifea.,'»\'Äwinäo.-s 


'>n<lnas  der  refrelmänsi^en  Ffhlnr  als  denieni^en   der  zufällii^en  Beohacb-  "l 
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beabsichtigte  er  wesentlich  für  solche  Leser  zu  schreiben ,  die  schon  Vor- 
kenntnisse besitzen,  und  es  sind  demgemäss  auch  meistens  Endformeln 
ohne  Entwicklung  gegeben.  Referent  würde  vielleicht  in  letzterer  Bezieh- 
ang  noch  weiter  gegangen  sein  und  noch  manche  Entwickelang  unterdrückt 
oder  sie  doch,  soweit  sie  neu  und  dem  Verfasser  eigenthümlich ,  in  An- 
merkungen verwiesen  haben. 

Da  die  Grundlage  einer  wissenschaftlichen  Behandlung  des  Einflasses 
zufälliger  Beobachtungsfehler  auf  geodätische  Messungen  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  ist,    beginnt  der  Herr  Verfasser  nach  einigen  Vor- 
bemerkungen über  die  Erdgestalt  und  über  die  Eintheilung  der  Geodäsie 
—  er  unterscheidet  u.  A.  ebene,  sphärische  und  sphäroidische  Geodäsie  — 
in  einem  ersten  Theile  seines  Taschenbuchs  auf  38  Seiten  mit  einem  Abriss 
dieser  Methode  nach  Encke*s  bekannter  Bearbeitung  in  den  Berliner  astro- 
nomischen Jahrbüchern.    Jedoch  ist  auch  einzelnes  daselbst  nicht  Vorkom« 
mende  aufgenommen ,   u.  A.  die  Formel  zur  Berechnung  des  mittlem  Be- 
obachtungsfehlers aus  den  Quadraten  der  Differenzen  gleichgenauer  directer 
Beobachtungen  (S.  19).    Es  wird  auch  gezeigt,  dass  diese  Formel  nur  eine 
Umwandlung  der  bekannten  Formel  mit  den  Quadraten  der  Verbesserungen 
ist.      Man  kann  auf  diese  Art  auch  für  ungleichgenaue  directe  Beobach- 
tungen  eine   entsprechende  Formel'*'  ableiten;    immerhin  wird  man  nicht 
häufig  Gelegenheit  haben,  diese  Formeln  anzuwenden,  wenigstens  nach 
den  Erfahrungen  des  Referenten,  welcher  sie  seit  1864  kennt,  zu  welcher 
Zeit  er  sie  gelegentlich  seiner  Studien  fand ,  ohne  sie  jedoch  genügend  zu 
würdigen.  Von  grösserem  praktischen  Werth  ist  wohl  die  Formel  mit  den 
ersten  Potenzen  der  Differenzen  gleichgcnauer  Beobachtungen,  welche  aber 
nicht  aufgenommen  ist;  allerdings  ist  ihre  Bedeutung  erst  während  des  Druckes 
des  Taschenbuchs  durch  v.  Androe*s  Abhandlung  in  Nr.  1889  der  Astro- 
nomischen Nachrichten  (Jahr  1872)  genauer  festgestellt  worden.    Mag  man 
übrigens  über  die  praktische  Bedeutung  der  Formeln   mit  den   Beobach- 
tungsdifferenzen denken ,  wie  mau  will ,  jedenfalls  haben  sie  theoretischen 
Werth  und  zeigen  auf  einen  Blick ,  dass  der  berechnete  mittlere  Beobach- 
tungsfehler den  etwaigen  constanten  Theil  der  Beobachtungsfehler  nicht 
enthalten  kann ,  was  schon  allein  ihre  Anführung  rechtfertigt.    Ausserdem 
zeigen  sie,  dass  die  Berechnung  des  mittlem  Fehlers  directer  Beobachtun- 
gen nur  formell  von  den  Verbesserungen  der  Beobachtungen,  welche  die 
Ausgleichung  fordert,  abhängt,  in  Wirklichkeit  aber  von  den  Widersprüchen 


*    Sind  /|,  t^  1  .  .  .  n,  die  Beobachtungen  mit  den  resp.  Gewichten ^j  ,   so   ist 
der  mittlere  Fehler  der  Beobachtung  vom  Gewichte  eins  gleich 


±j/^ 


S_\ LL_  ^,,  i^fCf  von  1  ...  II. 


lg)  (»  - 1) 

Die  Sommirang  im  Zähler  hat  sich  auf  alle  Combinationen  von  i  and  I;  ohne 
WieteboUing  ro  erstrecken. 


Igen  anter  aicb ,  welche  inaa  mit  dem  Herrn  VorfasBer 
tke  Felller  ansehen  darf. 
Bei  der  AusgleicLnng  vecmittelDder  Beobachtungen  ist  die  Gewichts- 
reohnnug  nur  für  die  Unbekannten  selbst  angeführt.  Mittels  eines  Ent- 
wickelungsgHDges ,  wie  ihn  u.  A.  ganz  ülinlicb  Uanson  im  8.  Bande  der 
^bbandlnngen  der  königl.  eächa.  Gesellschaft  der  Wissen  seh  afteu  S,  002 
eingeachlagcQ  bat,  wird  gezeigt,  dass  bei  Anwendung  des  Gaass'scben 
Algorithmus  der  CoefÜcient  der  lot/.teii  Unbekanuten  deren  Gewicht  ist, 
und  ferner  angeführt,  wie  man  durch  zwei  Auflösungen  bei  eutgcgea- 
fesetzter  Keibenfolge  der  Uubekannteo  die  Gewichte  aller  Uubekauntou 
Süden  künnc.  Referent  hült  die  erste»  GauBs'achon  Kormelu  [iheor.  comh. 
An.  32  (5)]  für  bequemer  zur  Beatiuimung  der  Gewichte  der  Uubekannteu 
leibst;  ftti  Anfänger  und  Solche,  welche  dioMethode  detkleinstenQuadrate 
DUr  Tereinzelt  auwcndeu,  aber  die  allgemeine  Auflösung  der  Normal- 
igleicbnngon  für  am  passendsten,  zumal  letztere  gestattet,  auch  die  Go- 
'  wivhle  von  t'nuclionen  der  Unbekannten  zu  finden,  was  oft  von  mehr  Be- 
deutung ist,  als  die  Kennlnios  der  Gewichte  der  Unbokannleo  selbst. 

S.  24  wird  für  den  beaondcm  Fall  vermittelnder  Beobachtungen,  wo 
eiuige  derselben  unter  vielen  vom  Gewicht  l  das  abweichende  G«wicht  2 
«der  3  Q.  B.  f.  haben,  der  Kunstgriff  angedeutet,  durch  2-  resp.  mehrmaliges 
<  Anschreiben  der  betreffenden  Gleichungen  alles  aufs  Gewicht  1  zu  redu- 
cirsD.  Sicherlich  werden  dadurch  immer  noch  die  strengen  Worthe  der  Un- 
Wkannten  erhalten,    dagegen   erhält  man  gegen  die  üecbnuug  nach  den 
allgemeinen  I'''ormelD    einen    etwas    andern    mittlem    Beobachtnngsfehler, 
doch  nicht  zum  Vortheil  der  neuen  Rechnung,  wie  der  Herr  Verfasser  will, 
■«Qdern  wohl  zum  Nachthell.    Denn  streng  genommen  darf  auf  das  umge- 
wandelte System  die  übliche  Formel  für  den  mitlloren  Fehler    nicht  eher 
"Angewandt  werden,  als  bis  —  nach  erfolgter  Ausgleichung  —  die  mehr- 
'*ch   angeschriebenen!  Gleichungen    wieder    zusammengezogen    sind,   weil 
'•lion   diese  Formel  nur  für  unabhängige  Gleichungen  giltl    Dann  abor  ev- 
■>ält  man  ganz  den  strengen  Werth  wieder. 

-S.  10  sind  die  bekannten  Formeln  für  den  wahrscheinlichen  Fehler 
*>itgetheilt  sowohl  zur  Berechnung  ans  den  Quadraten,  als  den  ersten  Po- 
*6iizen  der  Verbesserungen  directer  Beobachtungen.  Von  den  beigesetzten 
^ahrscheiDÜuben  Fehlern  dieser  Bestimmungen  ist  indessen  unsres  Wis- 
*ttii8  der  Ausdruck  für  den  wahrscbeinlicben  Fehler  des  aus  ersten  Po< 
k^nzen  ermittelten  Werthes  noch  nicht  bewiesen;  er  scheint  nur  nach 
l^oalogie  des  von  Gauss  gegebenen  fUr  wahre  Beobachtungsfohler  gebil- 
det zn  sein. 

Um  das  Grundprlncip  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  abzuleiten, 
kwidieut  sich   der  Herr  Verfasser   mit  Encke   des  älteren   Gauss'schen 
Verfahrens  und  entwickelt  zu  dem  Zwecke  auch  die  Wahrscheinlicbkeits- 
lacti'oa 


i 
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Wenn  nnn  Gauss  aach  in  der  iheor,  moius  diesen  Ausdruck  als  Wahr- 
scheinlichkeit von  z/  bezeichnet,  so  vermeidet  er  dieses  Wort  doch 
später  in  der  iheor.  comb.'y  denn  die  Wahrscheinlichkeit  von  ^  ist  g>  (J) 
nur  proportional,  und  so  wäre  Seite  9  eine  dahingehende  Notiz  gelegent- 
lich der  numerischen  Auswerthung  von  q>  {J)  nicht  unpassend  gewesen. 

Von  Beispielen  findet  sich  im  ersten  Theil  dos  Buches  nur  eins  für 
vermittelnde  Beobachtungen,  da  in  den  folgenden  Theilen  des  Buches  noch 
viele  Beispiele  folgen.  Jenes  Beispiel  ist  ausführlich  durchgerechnet  und 
in  der  That  ganz  geeignet,  Interesse  zu  erwecken. 

Der  zweite  Theil  behandelt  auf  218  Seiten  die  niedere  Geodäsie.  Trotz 
des  geringen  Kaumes  hat  es  der  Herr  Verfasser  doch  verstanden ,  in  kur- 
zen Worten  das  Wesentlichste  der  Theorie  der  Instrumente  und  der  Mess- 
operationen zu  geben  und  es  wird  gerade  dieserTheil  Vielen  sehr  erwünscht 
sein.  Die  Disposition  ist  überdies  eine  zum  Anschluss  von  Vorträgen  ge- 
eignete. 

Es  wird  zuerst  die  Absteckung  constanter  Winkel  und  die  Längen- 
messung  besprochen.  Sehr  ausführlich  ist  vorweilt  bei  dem  mittleren  Fehler 
der  Längenmessung,  welcher  nicht  nur  für  Lattenmcssungen,  sondern  auch 
für  Kettenmessungen  proportional  der  Quadratwurzel  der  Länge  gesetzt 
wird.  Beferent  ist  der  Ansicht,  dass  in  der  That  für  die  gewöhnlichen  Mes- 
sungen mit  der  Kette  diese  Proportionalität  als  zweckmässigsto  Näherang 
adoptirt  werden  darf,  wenn  auch  die  Beobachtungen  Frankens  und  Vor- 
länder^s  auf  eine  andere  Proportionalität  hindeuten.  Die  Anwehdang 
der  letzteren  verlangt  aber,  dass  bei  jeder  Länge  .auf  die  Ausführung  der 
Messung  Rücksicht  genommen  wird  und  sie  führt  bei  strenger  Durchführung 
auf  zahllose  Zweifel. 

Die  Aufnahme  und  Berechnung  der  Flächen  ist  nach  der  Coordinaten- 
methode  ausführlich  gegeben,  an  einigen  Beispielen  die  erzielte  Genauig- 
keit abgeleitet  und  die  geometrische  Theilung  einiger  einfacher  Figuren 
durch  Bechnung  und  Construction  beigefügt.  Theorie  und  Erfahrungs- 
resultate für.  die  Genauigkeit  desPolarplanimeters  folgen.  Die  Besprechung 
der  Libellen  und  der  optischen  Instrumente  bildet  die  Vorbereitung  auf  deu 
Theodolit,  für  welchen  die  Prüfungs verfahren  recht  klar  dargestellt  sind 
und  Formeln  und  numerische  Wertho  für  den  Einfluss  der  Instrumental- 
fehler auf  die  Winkelmessung  angeführt  werden,  soweit  dies  von  prak- 
tischer Bedeutung  ist.  Dass  man  das  Repetitionsvcrfahren  nicht  unbedingt 
zu  verwerfen  habe,  ist  auch  ganz  die  Meinung  des  Referenten;  der  beste 
Beweis  dafür  ist  die  Genauigkeit  der  S.  319  erwähnten  Gauss* sehen 
Winkel  —  ein  auf  der  Station  ausgeglichener  Winkel  hatte  zufolge   der 

NetMUigleichang  den  mittlem  Fehler  +  o"419  j/i  —  Allerdings  war   das 
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Lite  ratarseitnng. 

GaiiEs'sche  Meesverfahren    auch  geeignet,  ilie  Mängel    der  Kopetitions- 
theodoliteu  tliuulicLst  unschädlich  zu  taacLen. 

Apparate  zur  Meäsiiog  der  llohenwinket  mit  der  Schraube  hat  der 
Uen  Verfasser  noch  Goiacn  KrfahruDgea  nicht  praktisch  goftinden,  weil  sio 
DUT  »ebr  bcsclirilnkt  xnr  Anwendung  gelaogeti  köonen.  JJemgemäss  ist 
auch  dnriibcr  weoig  gesagt.  Unvorsländlich  hlieb  uns,  dass  man  hei  An- 
«codaDg  des  Uölienkreises  am  Theodolit  iu  beiden  Lagen  des  Fornrobra 
m\  oicem  NnniQs  nusreichen  künue  (S.  lOä).  Am  Ilähenkrela  sind  im 
illgemeinen  zwei  Nooion  viel  nölhiger  als  am  Horizontalkreis ,  weil 
ciceiseits  im  Falle  nnruader  Znpreu  die  Excentricität  der  AUiidad«  mit 
iIoT  Ablesung  veränderlich  ist  und  weil  andererseits  auch  eine  constante 
£iceiitricität  hei  Anwendung  des  Verfahrens  der  Messung  doppelter 
ZenillidiBtanaen  in  der  Differenz  der  Ablesungen  nicht  verschwindet. 

Die  Polygonometrio  und  Klointriangulirung  folgen  naturgemüss  als 
Aittcndungen  des  Tlieodolits  zur  Uoriitontalaufnabme,  woran  sieb  eine 
k-otze  Anleitung  zur  Aufnahme  einer  Fturkarlo  anschliosst.  Jene  wich- 
tige u  Cnpitel  sind  sehr  ausführlich;  namentlich  enthalten  sie  auch  <;ine 
IDmtellang  der  Genauigkeit  der  Punktbestimmung  in  der  Ebene  von 
f'iteu  l'nnkton  aus  mit  Rücksicht  auf  verschiedene  Be^timmungswciseD. 
Uer  Herr  Verfasser  bat  auch  eine  Beantwortung  der  Ecbwierigcu  Frage, 
'^is  weit  man  in  der  Anwendung  strenger  Ausgleichang  gehen  solle, 
nicht  vermieden  nud  empfiehlt  im  Allgemeinen  für  kleine  Netzauf- 
"•hmon  passende  NÄherungsraolhodon  unter  Ilinweis  auf  seine  bezüg- 
liche Abhsndlang  in  den  Monatsblättorn  des  badiscben  Geomeiervereina 

Drei  weitere  Capitel  betreffen  das  Nivelliren,  die  trigonometriacbe 
**&0  die  barometrische  Hühenmefisiing.  Von  besonderem  Interesse  Bind 
"ier  n.  A.  die  Angaben  über  die  bei  verschiedenen  PrrtcisiousuiveilBmenls 
^fxielte  Genauigkeit,  über  die  Vor&ndertichkoit  des  BefractiouscoofGcienten 
U&d  ober  die  Höhenmessiing  mit  constontem  RefractJonacoefticienten.  Für 
^■e  barometrische  HöbenmeBsung  werden  nächst  den  für  die  Rechnung 
**>it  vierstelligen  Logarithmen  abgcktirzten  Uaue  infeind'schen  Tafetu 
fftr  Bpeciellen  Dunstdruck  noch  eine  Tafel  zur  Kecbnnng  mit  mittlerem 
*-»urtdruck  und  eine  Tafel  zur  geuäberten  Rechnung  ,  innerhalb  Deulsch- 
*«iiJ  hrnucbbar,  gegeben.  Bei  der  Besproebung  Jos  Fedorbarometers  wird 
'^Amentiich  seine  Anwendung  zur  iaterpolalortschen  Höhenmessung  betonl  , 
^tti  für  Bcinc  verschiedenen  Anwendungen  überhaupt  die  ku  erwartende 
^«cnaigkeit  möglichst  festgestellt. 

Es    wendet   sich    nun    der  Herr   Verfasser    zum    Messtisch,    zu    den 

"iilaaBmcsseru    und    daran    scbliesst    aicb    die    Aufnahme    einer    Ußbon- 

^*rie.     Die  Potb  enofsche  Methode  soll  bei  Gehrauch  des  Messtisches 

''glidist  oft  angewandt  werden;  —  dem  steht  wohl  eatge^ftB,  Ä&»*  wi*.«- 

'*J  dieser  Methode  die  üiifs  der  AubuUdUio  g&na  onl\i6\iTl,  -woiiwOtt.  &» 


grnphisclie 'Winkeltnessung  erlieblicb  onsicherer  wird.     Vo^aSn. 

meascrn  ist  eiugeliend  nur  der  RcicbeDbach'ache,  beaiebenitlicb  ErtaMi 
sehe  besprocbeu,  bei  dorn  S  I  a  m  p  fe  r 'Gcbea  Uistanitnesser  nbsr  bemerk 
dasd  dio  Distaniilatte  unmöglicli  von  freier  Hand  so  gebAlten  werda 
könoe,  wie  es  der  vgm  lostrumente  in  Uebrlgea  gowäbrlen  Geniaigki 
entsprccbe. 

Der  Scblaee  des  zweiten  TbeÜK  macht  eine  Anleitiing  zur  KreiabogM 
absteckuug. 

Der  135  Seiten  umfassende  dritte  Tbeil  soll  uacb  der  Voriejo  vou  d 
böbern  Geodäsie  nur  soviel  onthalton ,  ak  zum  VerstKudnisB  der  Grad 
mossuugen  nötbig  ist.  Zunächst  giebt  dann  dieser  Tbeil  Formeln 
Zahlen  für  das  BoBBel'scbe  Erdellipxoid  und  wendet  sich  daun 
Anlage  eines  Ureiecksnotzes  erster  Ordnung,  der  Signal isiruug  uud  d< 
BasismessuDg,  daruacb  aber  Kur  WinkelmossuDg ,  der  Berechnung  di 
Dreiecke  und  drr  Nelzsusgleicbung.  AUeutbalbett  werden  Erfabrunet 
wortbo  mitgelbeilt,  u.  A.  über  die  erzielte  Geuauigkeil  der  Basis- 
der  WiukelmcsBUng ,  Über  die  günstigste  Zeil  der  W'iDkelraossung, 
dio  Lüugo  der  GruDdlinien  u.  A.  m.  Die  Keitenforni  für  BasiamnJtipl' 
cationsuotze  (S.  2711)  fanden  wir  im  Gegeosati  zum  Herrn  Vetfasser  i 
ibooreliscben  Gesichtspunkt  aus  weit  wcuiger  ratiouell,  als  die  Üblich 
Form.  Zur  Berechnung  der  Kugetdreiecke  ist  nächst  dem  Legen  dre'sohi 
Satze  auch  Boli  aenbergcr's  Additamenlenmethode  angegeben  und  fa 
tont.  Die  Ausgleichung  der  Dreiecksnetze  wird  an  zwei  Beispielen  f 
Winkel-  und  Ricbtungsmessungen  uacb  G  aus s',  bezichendlicb  BeaBoH 
Formeln  durchgeführt  und  erläutert.  Als  Schwierigkeiten  der  Aal 
glcichuttg  von  Dreiecksnetzen  macht  der  Herr  Verfasser  namhaft:  Kecfa«! 
febler  gänzlich  su  vermeiden,  aowobl  bei  Aufstellung  der  Bedingangi 
gleicbungon,  als  bei  der  eigentlichen  Ausgleichung  selbst.  FUr  letxtu 
fand  Befereut  die  stete  Anwendung  der  Summeugloichungscontrole  . 
uatrUglicbes  Hilfsmittel,  um  Schritt  vor  Schritt  Fohler  zu  vermeiden,  reflp 
KU  entdecken.  Und  die  Bedingungsgleichiingeu  lassen  sich  meistens  durd 
Aufstellung  überzähliger  controliren,  was  immer  doppelter  Aurstellung  voi 
KUiiehcn  ist. 

Dio  Angaben  über  die  Genanigkeit  verschiedener  Triangulirango 
sind  wohl  Iheilweise  nur  als  vorläufige  aufzufassen,  da  in  der  Bereehotti 
der  mittlerem  Fehler  noch  keine  rechte  Debereinstimmung  borracbU  I> 
Herr  Verfasser  bat  aber  das  Mögliche  gothan,  um  vergleichbare  Zahl« 
zu  erhalten,  und  giebt  er  den  mittlem  Fehler  eines  Winkels,  wie  er  ■ 
den  Stationsausgletchungen  hervorgeht  und  ohne  Rücksicht  auf  rerscbti 
douo  Gewichte,  berechnet  aus  den  von  der  Netzausgleicbung  gefordcit^ 
Verbessernngeu.  Nur  bei  den  älteren  Triangnlirungeu,  wo  besond« 
StationEausgleichungeu  fehlen,  dürfte  die  Bedeutung  der  Zahlen  «il 
etwas   abweichende   sein.     Diejesigeu  Zahlen   aber,   welehu   boi  einig 


TriuipilstioDen  nach  einer  tlieoretisch  kaum  lialtbaren  Formel  bereohact 

worden  stad  und  weklie  der  Herr  Verfasser  in  Parentbeso  aiifwimmt,  hätten 
AnmerkuDgeo  »erwiesen  werden  sollen. 
Obgleich  der  mittlere  Wlnkelfehler  der  beste  Mnssatab  fUr  die  Ge- 
I  Biuigkeit  einer  TrianguliruDg  ist,  werden  doch  auch  uocb  weitere  Anbalttt- 
IjOukte  durch  Berechnung  mittlerer  Foblor  in  Drcicckssciten  zu  ge 
llriDoen  gesucht.  Nächst  den  Üeispiclea  bStten  hier  vielleicht  noch 
■  Formeln  etwa  für  eine  einfache  Dreiccksketto  Platz  finden  mögen,  nm 
Bioigen,  wie  rasch  der  Läugenfehler  mit  dem  Ahstaude  von  der  Basis 
ftrtcbst. 

Znr  Berechonng  der  gegeniieitigen  Lftge  der  Notzpnukte  folgeu 
weiteren  Capitoln  die  Formeln  fUr  recbwinkUga  sphärische  Ooordi- 
Raten  und  für  spbürische  Folnrcoordinateu  uncb  Bossel.  Daran  schliesst 
sich  die  llauptaufgalie  der  hühern  GeodJisie  mit  oincr  Lösung  für  spbä- 
nscbe  Polarcooi'diuateu  nach  Gauss  nnd  einer  Lösung  für  rechtwinklige 
■pLüriscbe  Coorüinaten  nach  Dohnenborger;  der  Herr  Verfasser  fügt 
im  lolztern  Falle  der  Brei iGuditTv reu z  ein  kleines  ephätoidisches  C'orrectioua- 
glied  bei.  Dio  Losung  der  Hniiplaurgabo  fiir's  Erdsphäroid  wird  ge- 
geben nnch  Ganss'  beiden  Methoden,  sowie  nach  der  von  Bessol  und 
milderen  Erweiterung  für  beliebige  Excontricitat  durch  Jordan.  Untet 
deti  Eigenschaften  der  geodütischen  Linie  ist  mit  angeführt,  dass  sie 
«ich  stets  zwischen  den  zwei  Normalschnitteu  halte.  Die«  ist,  wie  Bre- 
mikcr  in  seinen  geodätischen  Studien  scheu  ausgesprochen,  nicht  der  Fall. 
Liogon  dio  Endpunkte  der  geodätischen  Linie  z.  B.  in  gleicher  Breite,  so 
Weichen  der  gemeinsame  Normalschnitt  und  die  geodiitische  Linie,  deren 
Lange  21/  sei ,  in  der  Mitto  gerade  um  das  oben  erwähnte  Correctiousglied 
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^Bb  Broite  von  einander  ab. 

^H        Den  Beschluss  des  dritten  Theils  macht  die  Bestimmung  der  Üimen- 

HWouen  desKoiaiionsolUpseids  und  folgt  dann  noch  ein  Anbang  mit  den  wicb- 

'tigetengeschicbtlichen  Momenten,  uumerischonWerthcnfürMaassrelationou, 

Formeln  uud  Tafein  für  Interpolation,  Verwandlungstafoln  für  alte  und  neue 

ICreiatbeiluDg,  eine  Znsammenstellung  von  Reiben  und  allerlei  mathoma- 

HitiBchen  Formeln  hänligen  Gebrauches. 

^B        Die    Anfgabe,    welche    sich    der   Herr  Verfasser    doa    vorliegonden 

Henchea  nach  den  Worten  der  Vorrede  gesetzt  hatte,  nämlich  einen  Leit- 

ftdeo    für  Studirendc   und   eine   Ueborsicht   der  Kesnilate    für   Praktiker 

xn  geben,   bat  derselbe  nach   nnsrer  Meinung   so   gelöst,   dass  vielfache 

Beantzung  des  Buches  nicht  fehlen  kanu.    Kaum  zum  Nachtheil  wird  es 

Kisem  gereichou ,  dass  Mancherlei,   als  altere  Nivellitinatrumeato .,  Bub' 
eafaatrumgote,  Cattagiaphie  und  AusarbeiUmg  ict  VV4^t^  ii^*:»^ *•"''•**■ 
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sehe  Projectionsmethode  für  die  Ebene  und  geographische  Ortsbestim- 
mungen nicht  berücksichtigt  sind.  Andrerseits  hat  das  Bach  so,  wie  es 
ist,  namentlich  durch  die  vielen  ausführlichen  Beispiele,  zahlreichen  Ta- 
bellen und  literarische  Nachweisungen ,  sowie  manchen  praktischen  Wink 
—  überhaupt  die  grosse  Geschicklichkeit,  mit  welcher  allenthalben  die 
praktische  Verwerthung  der  Theorie  angestrebt  ist  —  als  Nachschlagebuch 
die  rechten  Eigenschaften. 

Aachen,  den  7.  April  1873.  F.  K.  Helmbrt. 


Elemente  der  analytiichen  Oeometrie  in  homogenen  Coordinaten.  Von 
Dr.  KiOHARD  Heger,  Oberlehrer  am  Kreuzgymnasium  zu  Dresden. 
Braunschweig,  Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und 
Sohn.  1872. 

Dieses  kleine,  von  der  rühmlichst  bekannten  Verlagsfirma  in  ent- 
sprechender Weise  ausgestattete,  265  Seiten  gr.  8^  umfassende  Werkchen, 
das  noch  mit  einer  grösseren  Anzahl  von  Holzschnitten  ausgestattet  ist, 
soll  dazu  dienen,  Anfänger,  namentlich  Studirende  an  Universitäten  und 
polytechnischen  Hochschulen,  für  das  Studium  synthetisch  •geometrischer 
Werke  vorzubereiten. 

Vorausgesetzt  wird  die  Bekanntschaft  mit  der  Determinantentheorie 
und  mit  denjenigen  fundamentalen  analytisch -geometrischen  Theoremen, 
die  die  geometrische  Wissenschaft,  nur  fussend  auf  dem  Coordinatenbegriff 
des  Descartes,  im  Laufe  der  Zeiten  schuf.  Das  Werk  beginnt  daher  sofort 
mit  der  Einführung  der  homogenen  Coordinaten,  sowohl  der  Punkt-,  wie 
der  Geraden  •  Coordinaten ,  und  behandelt  mit  diesen  Coordinaten  sowohl 
die  einfacheren  Gebilde  der  Ebene,  wie  des  Raumes,  indem  die  Betrach- 
tung von  Gebilden ,  die  den  zweiten  Grad  oder  die  zweite  Classe  über- 
steigen, ausgeschlossen  bleiben. 

Auf  diese  Betrachtungen,  die  ungefähr  die  Hälfte  des  benützten 
Baumes  einnehmen,  folgt  ein  zweiter  Abschnitt,  der  sich  mit  der  Col- 
lineation  beschäftigt  und  endlich  werden  noch  einige  Sätze  über  Büschel 
und  Schaaren  von  Curven  und  Flächen  zweiter  Ordnung  mitgetheilt. 

Als  richtig  und  jedenfalls  für  allgemeine  synthetisch  -  geometrische 
Untersuchungen  wirksam  müssen  wir  hervorheben,  dass  der  Verfasser  von 
dem  PI ück  e  raschen  Begriff  der  Geraden-Coordinaten  abgewichen  ist  und 
auch  statt  deren  Verhältnisse  in  die  Rechnung  einführt,  ein  Umstand, 
der  die  Wirksamkeit  der  dualistischen  Methode  noch  augenfälliger  macht. 

Uebrigens  glauben  wir  aber  noch  hervorheben  zu  müssen,  dass  die 
Sonderung  der  Gebilde  der  Ebene  von  denen  des  Raumes  doch  etwas  an 
streng  durchgeführt  ist,  ein  Umstand,  der  den  Verfasser  zwingt,  Manches, 
was  bereits  für  Gebilde  in  der  Ebene  früher  dargethan  worden  ist,  mit 
wenig  Veränderung    für  räumliche  Gebilde  zu  wiederholen;    nach   dem 
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votansgeBeuteo  Standpunkt  der  Leaer  inuBü    dies  nis  ein    Uebrtslanil  be- 
leichnet  worden. 

Aehnlich  glanben  wir,  liStte  auch  diu  Wirksamkeit  des  dnaliaüschen 
kPriacipa  dieuea  Zweiges  der  neiiereu  Geometrie  deutlicher  gemacbt  wer- 
IdenköDoen,  wenn  der  Verfasser  ohna  Weiteres  die  auf  dem  dualisliachen 
IffflgB  flicli  ergebenden  Theoreme  einander  gegenüber  gestellt  hätte;  ist  ja 
I  doch  die  Aehnlicbkoit  des  Beweises  so  gross,  dass  nnch  der  Verfnsser  an 
iBinelien  Orten  einfach  nar  auf  den  früheren  Beweis,  der  für  dna  daa- 
lisliacb  entgegengesetzte  Coordinatensystem  galt,  hinzuweisen  halte. 

Endlich  ist  es  uns  erschienen,  als  ob  da  und  dort  der  Kürze  der  Dar- 
tullang  mehr  Rechnung  gotrageneei,  als  es  der  Standpunkt  des  Lesi^r- 
Wses,  für  den  das  Buch  bestimmt  ist,  erlaubt, 

Eine'  grössere  Anzahl    zum  Theil    recht  sinnentstellender  Druckfehler 
vird  jedenfalls   in   einer  neuen,  hoffentlich  recht  bald  erscheinenden  Auf- 
I  Uje  Tsrsch winden. 

Freiberg,  3.  Decemher  1872.  Tu.  KfiTTERiTZSCir, 
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Recensionen. 

Eine  elementare  Methode  zur  Bestimmung  von  grössten  und  kleinsten 
Werthen,  nebst  vielen  Aufgaben.  Von  Dr.  Hermann  übilermann, 
Director  der  Realschule  zu  Essen.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von 
B.  6.  Teubnor.    1871. 

Das  vorliegende  kleine,  104  Seiten  gr.  8  umfassende  und  von  der  Ver- 
lagsbuchhandlung in  anerkannt  schöner  Weise  ausgestattete  Werkchen  ver- 
folgt den  Zweck ,  die  Aufsuchung  der  grössten  und  kleinsten  Werthe  einer 
Function  blos  mit  den  Mitteln  der  niederen  Mathematik  zu  bewältigen  und 
damit  die  interessanten  Aufgaben,  welche  auf  der  Bestimmung  der  Maxima 
und  Minima  einer  Function  beruhen,  auch  für  den  Lehrstoffbereich  zugäng- 
lich zu  machen,  der  das  Material  für  Mittelschulen,  namentlich  Realschulen 
erster  Ordnung  bildet.  Der  Verfasser  erreicht  seinen  Zweck ,  indem  er  zu- 
nächst auf  den  ersten  21  Seiten  allgemeine  Lehrsätze  auf  elementarem 
Wege  entwickelt,  die  zum  Zwecke  haben,  die  Maxima  oder  Minima  von 
Functionen  allgemeinerer  Form  zu  ermitteln.  Hierbei  beschränkt  sich  der 
Verfasser  im  Wesentlichen  auf  ganze  algebraische  Functionen  mit  einer 
oder  mehreren  willkürlichen  Variablen.  Es  werden  zunächst  die  ganzen 
algebraischen  Functionen  zweiten  Grades  behandelt,  dann  kleinste  Summen 
von  Factoren  bei  unveränderlichem  Product  und  grösste  Producte  von  Fac- 
toren,  wenn  deren  Summe  unveränderlich  ist.  Hierauf  werden  einige  Lehr- 
sätze in  Bezug  auf  die  Maxima  und  Minima  mitgetheilt,  die  den  zweiten 
Grad  übersteigen  und  der  Hauptsache  nach  ganz  und  algebraisch  sind. 

Den  wichtigsten  Theil  des  ganzen  Werkchens  bilden  die  behandelten 
Beispiele,  die  zum  grossen  Theile  von  anderen  Autoren  entlehnt,  aber  doch 
immer  sclbstständig  behandelt  sind.  Diese  Beispiele  zerfallen  in  plani- 
metrische  (S.  22—46),  stercometrische  (S.  46  —  76),  Beispiele  aus  dem  phoro- 
nomischen  Theile  der  Mechaqik  (S.  70 — 88),  endlich  Beispiele  aas  der  Oj[h 
tik.  In  Bezug  auf  die  Beispiele  aus  der  Mechanik  hat  es  Reee* 
wundert,  dass  sich  keine  darunter  befinden,  welche  daa  f* 
Gleichgewicht  behandeln. 

LIlerMorst^.  d.  Zeitiehr.  f.  Mftth.  n.  Phyu.  XVIU,  4. 
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WenD  auch  immerbin  feststeht,  dass  die  vorliegende  Methode  znr  Be- 
stimmung der  Maxima  und  Minima  nur  dadurch  möglich  war,  dass  der  Be- 
griff der  „Function**,  wie  ihn  die  höhere  Mathematik  aufstellt,  in  die  Be- 
trachtung eingeführt  werden  musste,  und  dass  damit  von  selbst  ein  guter 
Theil  der  Anschauungen  und  Begriffe ,  wie  sie  streng  genommen  nur  der 
höbern  Mathematik  eigenthümlich  sind,  in  das  Gebiet  der  elementaren  Ma- 
thematik hinübergespielt  wurde ,  so  möchte  doch  Recensent  diesen  Umstand 
nicht  hoch  zu  Ungunsten  des  Werkchens  anschlagen ,  weil  die  Schüler  der 
obersten  Glassen  unserer  Mittelschulen  durch  die  Anwendung  der  niederen 
Mathematik  auf  Mechanik  und  Physik  von  selbst  leicht  empfänglich  für  den 
mathematischen  Begriff  der  Function  werden.  Wichtiger  für  die  Verwen- 
dung des  Werkchens  in  Mittelschulen  ist  der  Umstand ,  dass  die  meisten  der 
gelösten  Aufgaben  durch  den  Kechnungsgang  auf  den  Schüler  den  Ein- 
druck eines  mathematischen  Kunststückchens  machen ,  dass  damit  also  der 
Schüler  nicht  lernt,  seiner  eigenen  Kraft  vertrauen ,  sondern  auf  die  Bei- 
hilfe des  Lehrers  angewiesen  ist.  Natürlich  trifft  dieser  Vorwurf  weniger 
den  Verfasser,  als  das  Gefass,  in  welches  der  widerstrebende  Stoff  verpackt 
werden  musste.  In  der  Hand  des  Lehrers  dagegen  kann  das  vorliegende 
Werkchen  recht  wohl  das  Mittel  abgeben,  den  Schülern  zu  zeigen ,  wie  man 
aneh  mit  verhaltnissmässig  geringen  mathematischen  Hilfsmitteln  wichtigen 
und  interessanten  Problemen  zu  Leibe  gehen  kann,  und  diesen  Erfolg 
wünscht  Recensent  dem  Werkchen  im  Interesse  der  heranwachsenden  Ju- 
gend von  Herzen. 

Freiberg,  25.  September  1872.  Dr.  Th.  Kötteritzsch. 


Die  Physik  auf  Grundlage  einer  rationellen  Molekular-  und  Aether- 
theorie  zur  Erklärung  sämmtlioher  Naturerscheinungen.  Von 
Med.  Dr.  Johann  Hammerschmied.  Wien,  1872.  Im  Commissions- 
vorlag  bei  Gerold's  Sohn. 

Der  Zweck  des  kleinen,  nur  111  Seiten  kl.  8.  umfassenden  Werkcliens 
lehnt  sich  an  einen  Ausspruch  de  la  Rivers:  ,,Dass  man  zur  tiefern  Erkennt- 
niss  der  physikalischen  und  chemischen  Erscheinungen  noch  viel  gründ- 
lieber,  als  es  bisher  geschehen,  die  Rolle  untersuchen  muss ,  welche  die 
Bewegungen  des  Aethers  in  den  Phänomenen  der  wägbaren  Materie  spielen, 
und  dass  erst  dann,  wenn  die  Beziehungen  zwischen  dem  [Aether  und 
der  ponderablen  Materie  bekannt  sein  werden,  man  sich  wird  Rechenschaft 
geben  können  von  den  Grunderscheinungen  der  Physik  und  Chemie,  deren 
Ursachen  uns  bisher  noch  sehr  unvollkommen  bekannt  sind."  Der  Zweck 
des  Werkchens  selbst  aber  ist  ausgesprochen  im  Vorwort  S.  V  mit  den 
''orleii:  nDiese  Beziehungen  nun  zwischen  dem  Aether  und  der  ponderab* 

das  Klare  zu  stellen  und  ans  diesen  Beziehungen  die  sämmt- 
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liL'li«n  Naturorticiiciaiiiigeii  abKuleiten ,  sie  zu  erkIHreu ,  zugleicli  sie  alle  siif 
lüuc  allgoiueiiic,  clulieitliclio  GriiiKliireaclic  zunickzurulircu,  igt  die  Äuf- 
i;&be  der  vorliegenden  Arbeit.  Es  konnten  in  derselbwn  nnd  ia  dem  ilii'  ku- 
goracsseuen  engen  Räume  begreiritclirnveise  nicht  alle  die  unzäliligon  pliy 
lilcNlUthen  Ersehe inuugcn  untergeordueler  Art,  üondern  nnr  von  den  ciu- 
(oIdcd  Itaupfgruppen  derselben  ilio  vorKÜgliehaten  tnid  wiohligston  in  Bo- 
imcLl  gezogen  worden." 

Hinsicbtlich  der  Molekulartheorio  Tolgt  non  der  Verfasser  der  jetzt 
gewiihnliclieu  Theorie,  indem  er,  wie  C3  jetzt  von  den  Chemikern  durch- 
&uii  gescLiebl ,  unterscheidet  zwiscbcn  Atom  und  Molekiil ;  dem  Aetbor  aber 
legt  er  folgende  Bigenscbaften  bei:  ,,Dcr  Aetber  ist  diis  uusicbtharc  liaud, 
wclclies  die  gesammto  sichlbaro  Korperwelt  umschlingt  und  zu  einem  eiu- 
hoillichen  Naturgauzen  vereinigt;  et  besteht  auü  einem  die  freien  Himmels- 
TÜume  contiuuirticb  ausfüllenden  Welt-  oder  UiinmoUätber  und  einem  iu< 
IrRiuulekulareu  Aclher,  welcher  zwischen  den  Atomen  und  Molekülen  der 
KUr]ier  eingelagert  ist".  Der  Aetber  selbst  besteht  nun  nicht  wieder  aus 
Alumeu,  sondern  ist  eine  continuirlicbe  Masse;  er  ist  weder  verdichthar, 
notli  verduniibar  (also  auch  nicht  elastiflch,  Uemorkuug  des  Receuaenton). 
Bei  der  Verdichtung  oder  Comprimirung  eines  Körpers  wird  Aetlicr  aus- 
geschieden  und  zwar  zunächst  der  von  den  pondcrablen  Atomen  am  eut- 
r«nilesteu  liegende,  weil  am  schwächsten  angezogene  Theil.  Es  ziehen 
Dämlich  nach  dos  Verfassers  Anetibl  die  ponderablcn  Atome  den  Aelher 
■"  >  küuuou  aber  selbst  aufeinander  die  Wirkung  einer  Äbslossung  ausüben, 
indem  sie ,  iu  Rotntions-  oder  Scbwingungshcwegung  vorsetst,  auf  den  nm- 
gcbuudeu  Aetber  Stösse  ausüben,  die  sieb  durch  das  Aetbercontinuum  fort- 
pnanzcn  und  auf  onlgegeiistnbendo  poudetable  Atome  übertragen. 

lu  welcher  Art  nun  au»  diotter  Annahme  Über  die  Constitution  der 
Materie  die  Naturerscheinungen  erklärt  worden,  dafür  dürfte  folgende 
^'*iwe  Ulumenleso  dem  Kundigen  Anhallspunklo  gewahren. 

Auf  Seite  1]  heisst  es:  ,,Uud  wie  die  Körperatome  durch  den  intra,- 
"■olvkularen  Aetber  ahstossend  auf  einander  einwirken,  so  thau  es  auch  die 
'l«»«tinelskörper,  indem  sie  sich  um  ihre  Axe  drehen.  Solche  Rotationen, 
*'>G  iie  nn  allen  Himmelskörpern  und  an  unserem  Plaoetensystemo  mit  soi- 
*^«r  Sonne  in  demselben  Sinne,  nJlmlich  von  West  nacli  Ost,  vor  sich 
6*)1iCd,  mUscn  Stösso  auf  den  llimmeUilthor  ausüben,  die  auf  die  in  der 
'*t«s»richtung  liegenden  llimmelsktirpor  verschiebend  und  enirornond  oin- 
'•'•«'Itoii  müssen.  Diese  centrifugal  wirkende  Abstossung  im  Verein  mit  der 
^«niripedal  wirkenden  Anziehung  sind  es  nach  meiner  Meinung,  welche  den 
Kl«iuen  liimmelskörpern  (Plnnoton)  die  Bahnen  uro  ihren  Centralkorper 
"•'er  um  ihre  Sonne  vorschreiben. 

Eine  besondere  Schwungkraft  nach  Arl   der  an  physischen  KUrpern, 
.  an  einem  Kreisel  durch  eine  moclianische  Kraft  [Zug,  Drehung  ihrer 
!••  1).  S.  w.),  ersouglon,  die,  ein  einziges  Ma\  o'mom ^\wma\%W'axi('!x  >»■*■- 

: 1** 
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getheilt,  für  ewige  Zeiten  der  stetig  wirkenden  Centripedalkraft  das  Gleich- 
gewicht halten  soll,  eine  solche  Centripedalkraft  giebt  es  an  Himmels- 
körpern nicht  und  ihre  Annahme  ist  eine  reine  Fiction." 

Anf  Seite  14  steht:  „Ans  dem  verschiedenen  Verhalten  der  Körper  ge- 
gen die  Wärme,  nämlich  ans  ihrer  verschiedenen  Ausdehnung  durch  die 
Wärme,  d.  i.  Aetherzufuhr,  geht  ferner  hervor,  dass  die  Körperatome  nach 
der  Verschiedenheit  der  Grundstoffe  oder  Elemente  eine  verschiedene 
Stärke  in  der  Anziehung  des  Aethers  besitzen,  und  es  scheint,  wie  auch 
Zernikow  meint,  dass  dieses  Anziehungsvermögen  von  dem  Umfange  des 
ponderablen  Körperatomes  abhängt.*' 

Auf  Seite  23  und  24:  „Indem  in  wärmeleitenden  Körpern  die  Atome 
wechsclsweise  Wärme  oder  Aether  aufnehmen  und  an  ihre  Nachbaratome 
abgeben,  machen  sie,  wie  schon  bemerkt  wurde,  schwingende  oderpendel- 
artige  Hin  -  und  Herbewegungen.'* 

Auf  Seite  25:  „Es  braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  das 
Medium  oder  der  Stoff,  welcher  diese  Schwingungsbewegung  der  Atome 
des  glühenden  Körpers  bis  in  den  Grund  unseres  Auges  zur  Sehnervenaus- 
breitung (Retina)  fortpflanzt,  der  intramolekulare  Aether  der  Luft  und  der 
intramolekular^  Aether  der  durchsichtigen  Substanzen  unseres  Augapfels 
ist,  welcher  Aether  durch  jene  Schwingungen  in  eine  entsprechend 
stossende  Bewegung  versetzt  wird.  Dagegen  ist  zur  Erklärung  der  Em- 
pfindung von  Wärme  die  Zufuhr  von  Aether  in  unser  Hautorgan  und  in  die 
daselbst  sich  verästelnden  Nerven,  zur  Empfindung  der  Kälte  aber  das 
Ausströmen  von  Aether  auf  ebem  diesem  Wege  nothwendig,  und  insofern 
war  Gmelin  auf  der  richtigen  Fährte/* 

Auf  Seite  31  und  32:  „Nach  besonderen  Wellengattungen  zu  suchen, 
wie  es  die  Undnlations-  oder  Oscillationstheorie  vom  Lichte  thut,  ist  durch- 
aus nicht  nothwendig ,  sondern  es  werden  hierzu  genügend  rasch  auf  ein- 
anderfolgende  Aethcrstösse  hinreichen,  wie  sie  von  einem  brennenden  Kör- 
per ausgesendet  werden  und  wie  sie  uns  die  Sonne  zusendet,  indem  sie 
bei  ihrer  enormen  Rotationsgeschwindigkeit  um  ihre  Axe  unzählige  und  in 
der  raschesten  Weise  auf  einander  folgende  excentrische  Stösse  und  Ver- 
schiebungen auf  den  Himmelsäther  ausübt,  die  beim  Durchdringen  unserer 
Erdatmosphäre  in  der  mannichfachsten  Weise  abgeändert,  nämlich  in  feinere 
Zweige  gespalten  und  auf  diese  Weise  zu  Aetherstrahlen  werden,  die  wir 
Sonnenstrahlen  nennen.  Die  mächtigsten  oder  stärksten  davon  (dem  Quer- 
schnitt nach) ,  die  rothen  Strahlen,  werden  natürlicherweise  an  den  Atomen 
der  davon  getrofieuen  Körper  die  stärksten  Verschiebungen,  d.  i.  die  wei- 
testen Schwingungen  und  somit  auch  die  stärksten  Wärmewirkungen  her- 
vorbringen, welche  letztere  eben  auf  nichts  Anderem  beruhen,  als  auf  stoss- 
weisen  Aetherverdrängnngen ,  erzeugt  durch  die  Schwingungen  derselben 
Atome  in  dem  intramolekularen  Aether  sowohl  gegen  das  Innere  des  Kör- 
MrS|  als  auch  nach  Aussen.  Solche  mächtige  Aetherstösse  werden  es  aaoli 
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siebe  die  stSrkBten  cheniisclien  Wirkungen  hfirvorbriiigen ,  wie  z.  B. 
dio  S|>n1tuiig  der  KuLIciibäiireniolcktite,  die  vom  Clilornpliyll  (grüDcr  Farb- 
atofl'iu  dcnBIallorganen  derPflaiiaen)fe8tgp|iRllpn,  d.i.  anieioe  fasle  Grund- 
öder  Unlerlage  gebracht  werdeu.  in  die  Atome  KoLlenstoffund  SnucrstofT. 
Zu  Trennungen  {mit  consecutiveo  oder  Eecundareu  neuen  Verbin- 
doDgen)  weniger  fegt  mit  einander  verbondencr  Atomencomplexe  chemiscli 
xusainmengeiiotzter  Körper  werden  eicli  vorsüglich  die  feineren  und 
schneller  schwingenden  Aetberstrablen  eignen,  welche  BJuh  leichter  den 
Weg  zwischen  den  Atomen  solcher  Verbindungen  bahnen  können;  daher 
die  vorzüglichen  chemischen  Wirkungen  der  violetten  Strahlen." 

Alan  wird  an  diesen  Proben  ,  zu  denen  sich  noch  leicht  eine  groBse  An* 
ebIiI  anderer  hinzufinden  laBsen ,  genug  ersehen  haben,  in  welcher  Weise 
(ts  der  Verfasser  mit  seinen  Erklärungen  der  Naturerscheinungen  wirklich 
ewiBt  nimmt,  wir  können  hier  nur  Folgendes  betonen: 

Bei  dem  namentlich  in  Deuester  Zeit  mit  bedeutender  Heftigkeit  aus- 

gvlirochoncn  Streite  über  die  Rolle,  welche  der  Lichthtber  in  derNaturausiiie- 

leiihat,  und  Über  die  Kigenscharten  dieses  Lichlüthersselbstmuss  es  von  hohem 

iniereste  sein,  ein  Werkchen  an  beaiteon,  das  aus  wenigen  fundamentaleu 

f^igcnschaflen  der  Materie  alle  Natuiortjcheinuugcn  xa  erklären  im  Stande 

•«•.     Insofern  ist  Jas  vorliegende  Workcbeu  ganz  schatzenswerlh.    Allein 

■Ue    Erklärungen    müssen,    wenn    eie    auch  nur  quaUlativ    gehalten    sind, 

ttotli  derartige    sein,    dass    uöthigenfalls    der    mit   gulen   mathemaliücheu 

-UilrBinilteln  Ausgestattete  im  Staude   ist,   daraufhin    auch  quantitativ  die 

**wchc  zu  unteriiuchBu;  denn  gerade  die  qiiiintilative  Prüfung  erst  kann  bo- 

otimmen,   ob  wir  eine  Naturersch'einung  richtig  bonrtheilen  oderuichl,  und 

^»lirend  qualitative  Erklarungeu  von  Natarerscheiouugen  scheu  vomfrUhes- 

^'>  Alterthume  au  geliefert  worden  siud,  so  haben  doch  erst  die  letzten  Jahr- 

«uuderte  begonnen,  anch  quantitativ  zu  prüfen,  und  haben  darin  vor  Allem  die 

öaMptatütBo  zu  den  grosxartigen  Fortschritten  der  NatnrwiBseuechaft  üher- 

■lauf  I  gefunden.  Eine  quantitative  Prüfung  aber  ist  von  dem  Verfasser  nirgt^ndb 

S«g«beu,  kaum  versucht,  und  mnn  kann   mit  Hecht  zweifeln,  ob  diese  iu 

"»derer  Weise  angestellt  werden  kJinne.  als  es  die  Naturwissenschaft  be- 

^^>ts  g^ihau    hat.     Wollie  man  an  die  Eiklärungeu  des  Verfassers    einen 

iQaniiiativen  Massslab  anlegen,  so  würde  man  bald  hei  der  zu  kurz  und 

'phurihlisch  gehalteuen  Sdireibwi'ise  des  Verfassers  auf  üukUrheiteu  oder 

^^»»ichWidersprücbestossen,  und  diekurzeErklärungaweise  des  VorfusBers  ohne 

*rUcksichl!gung  weilerer  Consequenzuu  seiner  Ansicht  ist  es  auch ,  warum 

■^If  es  hier  unterlassen  ,  direclc  Widersprüche  anzuführen  ,  da  der  Vurfnssor 

Uuer  die  Ausrede  haben  wUrde,  dass  er  Das ,  was  man  angreifen  wollte, 

l*»»derB  gemeint  habe. 

BierUAch  gehört  das  ganze  Workcben  iu  die  Kategorie  jener  pliilo- 
'^tihjsehe.n  Schriften,  die  schon  seit  dem  frühesten  Altertbunic  da  und  dort 
^'Oehlea  uoil  vorgaben,  die  gauzo  Natat  zu  eiUäruu,  kX^^v \)«Ä  ^imn^^^tcnn. 
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Nacbsohen  nur  neu»  Uätlisel  oiitliieUcn;  deswegen  hÜDQi 
Iiiljalt  Jen  Suliriftcliena  nicLt  als  ueu  aoerkr^nnon ,  da  dhcU  ua^orai'  Holuou^^^^ 
dio  Nfiiliuil  einer  Erklärung  von  Nalurersulieinuugoo  weniger  datAuf  bprub^»i^ 
Überhaupt  eiueo  noiion  Gedaiikou  daiüber  geäussert  xu  liabeu ,  al»  viel me Ig-  ^ 
darauT,  oxperiiaeutioll  oder  durch  Kccbcuiig  iiacbgewieaeu  au  liabeu,  d«-  ^ 
eiuß  bereits  vorliaudene  Eikl&ruug  uder  ttucb  oiue  volklK&dig  uoao  Krkl^^, 
ruug  entweder  lichtig  oder  falsch  seiii  muss. 

Freiborg,  1.  October  1872.  Dr.  Tii.  Köitekitkbcu 
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Recensionen. 

^•oxetische  Astronomie.  Von  Dr.  W.  Klinkerpues,  Professor,  Director 
der  königl.  Sternwarte  zn  Göttingen.  Braunschwcig,  Viewcg  &  Sohn. 
1871.    8.   XII  und  473  Seiten. 

Das  Werk  ist  ans  den  Vorlesungen  dos  Herrn  Verfassers  an  der  Uni- 
^QrsilSt  zn  Göttingen  hervorgegangen  nnd  die  Einthoilung  des  Stoffes  in 
^iviselne  Vorlesungen  darnach  beibehalten  worden.    Sehr  zweckmässig  sind 
j^doeb  aach  besondere  Abschnitte,  die  sachlich  Zusammengehöriges  umfas- 
^^»9  dorch  Ueberschriften  markirt.   lieber  die  Behandlungsweise  des  Stoffes 
"Pi'icht  sich  der  Herr  Verfasser,  wie  folgt,  in  der  Vorrede  aus:  „Es  ist  dabei 
'^icht  so  sehr  darauf  abgesehen,  die  Rechnungsformeln  specieller  Methoden 
(iei*art  SU  entwickeln,  dass  auch  der  Anfänger  vollkommene  Ueberzeugung 
^on    der  Richtigkeit  derselben  erlangt  und  für  sich  die  bestimmte  gewählte 
•Knt'wickelung  zu  reprodnciren  vermag,  als  vielmehr  eine  recht  vielseitige 
^iiiBicht  in  das  Wesen   dieser  Rechnungen  und  einen  höheren  Grad  von 
^^ll^stständigkeit  zu  geben ,  als  der  Anfänger  durch  das  Studium  einer  spe- 
ziell len  Methode   erlangen   wird.     Zu  dem  Zwecke  schien  es  uncrlässlich, 
■^&ii£g  ein  und  dasselbe  Thema  mit  verschiedenen  Variationen  zu  behan- 
delii,  wobei  denn  freilich,  die  Einheit  der  Darstellung  nicht  in  gleichem 
Ormde  zn  bewahren  ist,  als  wenn  man  sich  die  Entwickelung  einer  bestimm- 
ten Methode  zum  Ziele  setzt.    Dass  dabei  häufig,  ja  meistens,  die  einfachste' 
^obandlungsweise  eines  Problems' nicht  vorangestellt  ist,  sondern  ziemlich 
snletzt  kommt,  entspricht  der  bekannten  Erfahrung,  dass  in  der  Regel  das 
^^»fachste  nicht  zuerst  gefunden  wird,  weil  die  Augen  erst  im  Erspähen  der 
'^tnglicbsten  Seiten  eines  Problems  geübt  sein  müssen...** 

Das  Ganze  zerfällt  in  acht  Abtheilungen.   Die  erste  Abtheilung  behau- 

^^It  jie  Berechnung  der  Oerter  der  sich  in  elliptischen ,  parabolischen  oder 

^Perbolischen  Bahnen  um  die  Sonne  bewegenden  Himmelskörper.     Die 

^Hösung  des  Kepler*  sehen  Problems  wird  u.  A.  graphisch  nach  D  üb  eis 

^^geben ,  und  zwar  in  vervollkommneter  Form  durch  Hinzufügen  der  Cou- 

^^etioD  für  den  D/Feientialquotienten  der  m\lt\cMftv\  Axvcv\sv«\\^  xv^Oi\  ^^x 

^isntantg',  d,  ZefUehr.  f.  Math    a   Phyft.  XVIII ,  5.  ^ 
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oxccntrischen  Anomalie.  Das  entsprechende  Problem  für  die  Hyperbel 
wird  auch  graphisch  gelöst.  Bemerkenswerth  sind  zwei  Controlformeln  für 
die  Berechnung  der  Gauss' sehen  Constanten  für  den  Aequator  (S.  10),  die 
man  sonst  nicht  aufgeführt  findet.  Für  den  Fall  der  Bewegung  eines  Co- 
meten  in  einer  sich  der  Parabel  nähernden  elliptischen  oder  hyperbolischen 
Bahn  wird  auf  die  Tafeln  von  B  es  sei  zur  Ermittelung  der  wahren  Ano- 
malie aufmerksam  gemacht  und  zur  Berücksichtigung  der  in  denselben  nicht 
berücksichtigten  Glieder  höherer  Ordnung  eine  Correctionsformel  (S.  25) 
aufgestellt.  Leider  sind  im  Anhange  alle  Hilfstafeln,  obgleich  ursprünglich 
dieselben  aufgenommen  werden  sollten,  weggelassen  worden,  was,  insofern 
das  Buch  ein  Lehrbuch  sein  soll,  sehr  zu  beklagen  ist. 

Die  erste  Abtheilung  beschäftigt  sich  noch  mit  dem  allgemeinen  Lam- 
bert* sehen  Theorem,  sowie  mit  den  Formeln  für  den  Einfluss  der  Parall- 
axe, der  Aberration  und  der  Schwankungen  der  Fundamentalebenen.  Was 
letztere  anlangt,  hätte  der  Herr  Verfasser  wohl  die  Ableitung  des  Einflus- 
ses der  Schwankungen  aus  diesen  selbst  mit  aufnehmen  können;  denn  wo 
anders,  als  in  der  theoretischen  Astronomie,  ist  das  Interesse  damn  vor- 
handen? 

Die  zweite  Abtheiluug  giebt  hauptsächlich  die  Berechnung  einer  Kreis- 
bahn aus  zwei  geometrischen  Oertern ,  insbesondere  auch  nach  einer  dem 
Herrn  Verfasser  von  Gauss  mündlich  mitgetheilten  Methode. 

Die  dritte  Abtheilung,  welche  sich  mit  der  ersten  Bestimmung  parabo- 
lischer Bahnen  beschäftigt,  entwickelt  zunächst  die  Criterien,  nm  an  ent- 
scheiden, ob  ein  neuerschienener  Comet  mit  einem  erwarteten  identisch  sein 
könne.  Die  Olbers'sche  Methode  wird  ausführlich  discutirt  und  die 
Gauss'sche  Umformung  mitgetheilt.  Obgleich  in  der  ersten  Abtheilnng 
die  neuere,  einfachere  Zählweise  der  Neigungswinkel  von  Null  bis  180  Grad 
auch  aufgeführt  worden  ist,  behält  der  Herr  Verfasser  doch  hier  theilweis« 
die  Unterscheidung  recht-  und  rückläufiger  Bewegung  bei.  Die  Entwicke- 
Inngen  für  den  Lambert* sehen  Satz  von  der  Krümmung  des  geocentri- 
sehen  Laufes  eines  Gestirnes  geben  dem  Herrn  Verfasser  Veranlassung  sur 
systematischen  Behandlung  der  Hypothesenbildung  für  die  Olbers'sche 
Methode ,  deren  principiolle  Vernachlässigungen  mit  Hilfe  eines  Kunstgrif- 
fes von  Carlini  verbessert  werden. 

Stark  betont  ist  die  Umformung  der  Methode  für  den  Aequator,  besonders 
mit  Rücksicht  auf  die  Einrichtung  der  Jahrbücher.  Die  dem  entsprechende 
directe  llechnung  der  Gauss^schen  Constanten  aus  den  heliocentrischen 
rechtwinkligen  Coordinaten  zweier  Oerter  giebt  bereits  die  erste  Abtheilnng. 
Um  für  eine  solche  Bahnbestimmung  die  Ermittelung  der  Identität  mit  einem 
altern  Cometen  zu  erleichtem ,  bringt  der  Schluss  des  Werkes  eine  Tafel 
für  die  nicht  identischen  Comötenbahnen ,  worin  für  jede  derselben  sowohl 
fttr  die  Epoche  1750,  als  wie  für  1850  die  sechs  Constanten  und  der  Abstand 
d^  "^    ^   *n  vom  Knoten  aufgeführt  sind. 
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Der  Utate  Abschnitt  der  dritten  Abtijoilnng  erörtert  den  Aaaniihinorflll 
lifiT  Olbers'sclien  Mctliode  und  eine  Bahnbostimmiing  nus  drei  Dcobtidi- 
ttiDg;eii,  wovnn  eine  unvollstHndig  ist. 

Uifi  vierte  Abtheilun^  giebt  die  BeBlimmnng  «lliplischer  Buhnen  nas 
drei  Beobachtungen  sowolil  mil  Kücksicbt  anTdie  Entwickelnngen  Encke's 
und  Hansen's  für  die  Eliliptik  ala  Fnndfimcntalebene,  nie  &ucli  fflr  den 
Aoqiiator  «la  Grnndebene,  Für  den  möglichen  (Jenauigkeitsgrnd  der  Bnhn- 
ttcstimninng  wird  ein  Crilerium  entwickelt  nnd  über  die  bcBondcren  Fälle 
•l**s   geocentriscbcn  Laufes  eine  ausführliche  Betracbtnng  angestellt. 

Die  fünfte  Abtbeilung  bebandclt  die  Bahnbestimmung  aus  vier  Be- 
oljn,chtnngen,  von  denen  die  Snsseren  oder  die  mittleren  vollständig  sind, 
nttmeotlicb  und  dnrch  ein  längeres  Beispiel  erläntert  in  der  Form,  welcbe 
^rnhne  der  Oanas 'sehen  Entwickelong  für  den  zweiten  Fall  ge- 
eel>«ii  hat. 

Sn  vielseitig  die  Untersucbnngen  der  sich  mit  den  Babnbeetimmangen 
"of  «»senden  Ablheiinngeu  auch  sind ,  so  vermissen  wir  doch  eingangs  der- 
B^ltien  eine  übersichtliche  Znsammenstellung  aller  Gleichungen,  welche  den 
dt-«!  Beobachtungen  entsprechen,  ähnlich  wie  Encke  im  Berl.  Jahrb.  1854 
^^-giunt.  Für  den  Anfänger  ist  damit  ein  sicherer  Leitfaden  für  das  Fol- 
S*»ido  gewonnen,   wovon  sich  Rei'erent  in  eigenen  Vortrügen  Über  Babn- 

K^ö  Stimmungen  zu  Überzeugen  Gelegenheit  hatte. 
'  Die  aecbsle  Abthoihing  bespricht  utinäclist  die  Bildung  von  Normal- 

**'leTn  für  den  Fall,  wo  eine  Bahn  aus  zahlreichen  Beobschtungen  zu  ermit- 
'•^n  ist,  und  die  Methode  der  Verbesserung  vorläufiger  Elemente  durch 
^^^riation  der  Distanzen  zweier  äusaersten  Orte.  Zur  Ableitung  eines  waht^ 
•kleinlichsten  Elementensystems  giebt  der  Herr  Verfasser  die  Differentinl- 
^^»meln  nnd  eine  21  Seiten  lange  Abhandlung  tlber  die  Methode  der  klein- 
***B  Quadrate;  er  sucht  aber  auch,  ausgehend  von  der  Variation  der  Distan- 
*^n,  einen  neuen  Weg,  bei  welchem  nur  drei  Unbekannte  au  bestimmen 
^iiid,  einzuschlagen,  um  das  wahrscheinlichste  Klemeulensyetem  stu  erhalten, 
^^ir  müssen  jedoch  bemerken,  das«  diese  neue  Methode  zum  Mindesten  noch 
'^»^Biteron  Ausbaues  bedarf,  was  am  Schliisse  dieses  Referats  nachgewiesen 
^r erden  soll. 

Die  siebente  Abtbeiinng  handelt  von  der  Bestimmung  der  Bahnen  der 
X)oppolsterne.  Genäherte  Elemente  werden  durch  ein  gemischt  graphisch 
^nd  rechnendes  Verfahren  abgeleitet,  wobei  auf  die  C'unstruction  von  Ellip- 
«fln  mittels  des  Storchschnabels  mit  Querleiste  aufmerksam  gemacht  wird. 
3>n  genauen  Bahnbestimmungen  sind  Formeln  sowohl  für  den  Fall  von  sechs 

IVnsitionswiukeln  und  einer  Distanz,  als  vier  Positiouswinkoln  und  drei 
Diatanxcn  abgeleitet.  Es  folgen  demnächst  Anwendungen  auf  die  Berech- 
nung der  hypothetischen  Parallaxe  oder  der  Masse  eines  Doppelsternpaares 
liei  bekannter  Parallaxe.  Aach  der  Fall  einer  unsichtbaren  Gopftijtrts.e.vA.'i 
einen  l3opfii-intPrnsyfit^ms  wird  erlXntert  und  A\6  Tbeoüe  Äe»  ftuSÄiriVw,»,*», 


t.itcintiiizoltung. 


f 

^^nin  diüjcnigc  i]e>r  Snlellitpnbitliiioii  Hnrcb  ZtirUcI 

^Keldtern bahnen  in  <1cn  GrnniiKUgcu  entwiukelt. 

^P        Die  achio  Ablhcilnng  cndlicli  betrifft  die  HalinbeetimintiDg  der  Stern- 
solmuppen    und    Meteore.     Es   wird  sowohl   eine   Näherangsmotkode  snin 
Zwecke  der  Recognosciiiing  der  IdentitHt  der  Sternschnii|ij)cnhab 
Onmetenbniiuen,  als  ntich  eine  streogi^re  Methode  gegeben,  nadidem  Alt 

IBcütiiiininng  der  Höhe  und  Geschwindigkeit  aus  corresiinndireudoii  Beob«cli> 
tnngen  behandelt  und  insbesondere  auch  eine  Foruiel  für  den  Binfinu  dw 
Beobncbtungsfehier  nuTdic  Utihonbesttromang  nbgeleitet  worden  ist. 


B  vorliegende  Werk  CDthHit. 
des  InbnltB  hervorgeht,  Vieles,    was  im  Z 

mnngen  steht,  sonst  aber  in  LehrbUehern 
Vergleichung  der  bekaunleu  Methoden  un 


vorstebeiiden  Ucberblicl^.^—.^ 

diBugo  mit  Bahnbeslin^r^T; ^ 

ht  gefunden  wird.    Dnrcb  dLf  ^^^ 

sich  and  mit  den  Entnick^  ~     — 


s  Herrn  Verfassers  bietet  es  ebenfalls  d( 
Fülle  und  es  wird  sich  nicht  nur  unter  den  Stadii 
Zahlreiche  Bpisjtiele  und  auch  Figuren  erloichte: 
bemerkenswerth,  dass  in  den  crgteron  Summen-  n 

thnnlichst  verwendet  worden  sind.  Die  Figuren  hätten  vielleicbt  hier  and 
durch  Eintragen  der  Bezciclinnngen  für  Seiten  und  Winkel  ilbersichtlici 
gßHiallct  w(>rden  können,  Uehevhanpt  sind  die  Auüeinandersotzungen 
allenthalben  für  ein  orsies  Studium  geeignet,  was  namentlich  bei  der  Er- 
wickelung  der  Variation  der  Distanzen  in  der  Form,  welche  der  Herr  V 
fnsser  ihr  giobt,  hervortritt.  Wir  erlaobon  uns,  ftaf  diese  Methode  cl 
näher  einzugehen. 

Sind  die  Radien  vectoren  der  Susscreii  zwciOerter 

^—Hypothesen 

Hl)  e„  +  m,      p"„ +'«'", 

■     11)  fo  +  «M     e".4-«"M 

Kill]  e.  +  m,.     fo  +  ">",. 

^^hnd  sind  die  boziiglithen  Abweichungen,  Rechnung  — 

^^piittleren  Ortos  rcsp.  in  Rectaaccnsioo  und  Doclination 

I 


Interessanten  io  grosse  .^^ 
iden  Frennde  erwerbe-  ^■■- — - 
das  StDdium  und  es  S" 
id  Differenz-Logarithm-    .^^ 


IS  Gestirns  in  i^ 


<obaclitung,  e^    ' 


ni) 


na  linl  man  für  eine  d 
fasserfi  dio  DiRlanxen 


le  Hypothese  nach  der  C 


flielinng  de«  Herrn  V^*"' 


^ftfrobei  XU  seiKen 

■  Mp,   -i»r    +X,m,    +A.W 

■  '  )  zf(|"„=J.m"+l,.«",  +  A,m 

Hrik/  «im!  ilii*  Confficienten  i,  i, ,  i,  in  Vj'>si 
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0  =  Aw  +  A,M,  +  AjW, , 
2)                                        {  0  =  As  +  A,Ä,  +  A,5,, 

1  =  A  +    A,    +    A«. 

Ein  strenger  Beweis  hierzu  scheint  uns  zu  fehlen,  obgleich  er  uicht 
^n ehr  Kaum  erfordert  hätte,  als  die  gegebene  Entwickcluug.    Nimmt  uiaii 
**Äixilich  mit  dem  Herrn  Verfasser  an,  dass  die  Aenderungen  der  Distanzen 
•^^r  Attnderungen  der  ersten  Ordnung  in  den  abgeleiteten  Grössen  erzeugen 
®^^    kann  man  setzen 

0 


i)  I  '^1  =  (»»,  —  ^^o)  ^  +  (»w",  —  ^^"o)  /', 

rin  p,  p^,  ^,  ^''  die  Diifercntialquotienten  der  Rectascension  und  Declina- 
^•c>ii  des  mittleren  Ortes  nach  ^^  und  ^\  bezeichnen.  Die  sechs  Gleichungen 
^•^thalten  sechs  Unbekannte :J/>,  p\  ^,  y",  /iq^^  -^^'V  Bildet  man  aus  den 
^*^^:^en  und  rechten  Seiten  der  beiden  Systeme  Gleichungen  für  die  Aus- 
rücke 

A« +  A|/i,  +  A,w, ,     A5  + AjS,  +  ^«^2» 

^^  bemerkt  man  leicht,  dass  in  der  That  für  Aq^  und  'A^\  die  Beziehungen 

^  statthaben,  falls  A,  A| ,  A,  nach  2)  bestimmt  werden;  insofern  nämlich  die 

erhältnisse  p\p'  und  (i'.q'  im  Allgemeinen  verschiedene  Werthe  haben. 

Fände  genau  die  Voraussetzung  des  Verschwindens  der  Glieder  höhe- 

^""«r  als  erster  Ordnung  in  den  rechten  Seiten  der  3)  und  4)  statt,  so  müsste 

^3io  neue  Hypothese  nächst  den  äusseren  beiden  Oertern  auch  den  mittleren 

^Drt  streng  erfüllen.    Der  Herr  Verfasser  giebt  nun  an ,  dass  unter  dieser 

"Voraussetzung  irgend  ein  der  neuen  Hypothese  entsprechendes  Element  der 

l3ahn   auch  gefunden  werden  kann  nach  einer  den  Gleichungen  1)  entspre- 

«lienden  Formel.    Sind  z.  B.  i°,  //,  1*2°  die  Neigungen  in  den  drei  Hypothe- 

«dn,  so  wird  für  die  neue  Hypothese 

6)  f  =  Ai^+A,fV'+Aj/V. 

Auch  diese  Formel  lässt  sich  kurz  ähnlich  wie  die  1)  beweisen.   Denn  es  ist 

^^0  ^?  0 

Und  hieraus  folgt  durch  Multiplication  mit  resp.  A,  A, ,  Aj,  unter  Rücksicht- 
i)ahme  auf  die  dritte  Gleichung  2)  die  Formel  für  t.  Man  erkennt  zm^loicU^ 
üaae  ein  nach  5)  berechnetes  ElomonlouayHlem  uxqXxV  \ä<2\\x  \^\^  xx^^^ 
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rechneteu  Distanzeu  entspricht,  sobald  die  drei  Coefficienten  die  dritte 
Gleichung  2)  nicbt  mcbr  erfüllen.  Berechnet  man  nnter  dieser  letzteren  Vor- 
aussetzung nach  5)  das  Elemcntensystem,  so  wird  dieses  alsdann  die  äusse- 
ren Oerter  auch  nicht  mehr  streng  erfüllen.  Dagegen  ist  die  strenge  Dar- 
stellung der  äusseren  Oerter  durch  ein  nach  5)  berechnetes  Elementensystem 
unabhängig  von  der  Erfüllung  der  ersten  beiden  Gleichungen  2)  durch  das 
gewählte  System  X,  A| ,  A,.  Trennt  man  nämlich  in  den  Gleichungen  3)  und 
4)  von  den  n  und  s  Verbesserungen  öi  und  ^2  wegen  der  Beobachtungsfehler 
ab,  so  gehen  die  ersten  beiden  Gleichungen  2)  über  in 

Ist  nun  die  Anzahl  der  darzustellenden  mittleren  Orte  grösser  als  Eins, 
so  sind  die  Wortho  y ,  -j  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  be- 
Stimmen  aus  den  Gleichungen 

-  =  W  +  ;j,  -  +  ;,,-, 
7)  ^      A  A  A 

welche  für  jeden  der  mittleren  Orte  aufzustellen  und  als  Fehlergleichuugen 
mit  gleichem  Gewicht  zu  betrachten  sind.  Um  aber  auch  die  äusseren  Orte 
nicht  völlig  zu  befriedigen,  sondern  sie  annähernd  gleich  den  mittleren 
Oertern  als  fehlerhaft  erazuführen ,  schlägt  der  Herr  Verfasser  vor,  dem 
System  7)  die  dritte  Gleichung  2)  in  der  Form 

als  Fehlergleichung  beizufügen,  und  zwar  entsprechend  zwei  äusseren  voll- 
ständigen Beobachtungen  mit  dem  Gewicht  4.  Für  e  soll  in  diese  Gleichung 
ein  Näherungswerth  des  mittleren  Fehlers  der  Gleichungen  7)  eingeführt 

und  der  Coefficient  — -  könne  mit  einem  Näherungswerth  von  k  berech- 
net werden. 

Wir  sind  der  Ansicht,  dass  die  Gleichung  7'*')  entweder  nichts  nützt 
oder  gar  schadet.  Führt  man  nämlich  in  7*)  für  k  den  Werth  ein,  der  aus 
7)  allein  hervorgeht,  so  wird  7'*')  genau  erfüllt,  da  diese  Gleichung  nur  eine 
Umformung  der  dritten  Gleichung  2)  ist: 

7t)  l=A  +  A,-f  A,; 

eine  neue  Ausgleichung  des  combinirten  Systems  7.7'").  7*)  kann  daher 
nichts  Neues  geben.   Führt  man  aber  einen  andern  Werth  für  A  ein,  so  wird 

7*)  von  den  Wertheu  -79  -r ,  die  aus  der  Ausgleichung  von  7)  allein  hervor- 

k     k  \ 

h#^  ^ehr  erfüllt  und  eine  Ausgleichung  des  combinirten  Systems 
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7.7*)  giobt  nun  etwas  andere  Werthe  von  -r>  y  >  indessen  sind  diese  offen- 

W  von  dem  aeu fällig  gewählten  Näherungswerthe  A  abhängig,   also 
Unbrauchbar.    Die  Idee  des  Herrn  Verfassers,  A,  A, ,  A,  nicht  streng  der 
•Formel  7t)  entsprechend  zu  wählen,  um  die  äusseren  Orte  nicht  ganz  zu 
befriedigen,  scheint  uns  somit  nicht  genügend  ausgebildet.    Immerhin  wäre 
0«    möglich,   dass   aus  derselben  sich  ein  Näherungsverfahren  entwickeln 
Uesa«.    Eine  ganz  strenge  Rechuungsmcthode  aber  kann  nie  daraus  abgelei- 
tet   -werden,  weil  es  unmöglich  ist,  die  sechs  von  einander  unabhängigen 
•^^Imelemente  durch  drei  zu  ersetzen. 

Aachen.  Prof.  Dr.  F.  R.  Helmert. 


'Ks^UiematiBohe  Excnralonen.  Ein  Uebungsbuch  zum  Gebrauche  in  den 
oberen  Classen  höherer  Lehranstalten  und  beim  Selbststudium. 
Zugleich  Sammlung  mathematischer  Abiturienteuaufgaben.  Von 
Dr.  Gustav  Em3mann.   Halle  a.S.,  Verlag,  von  Louis  Nebert.  1872. 

Wie  schon  der  Titel  andeutet,  soll  das  vorliegende,  218  Seiten  g.  8.  um- 
ende   Werkchen  Lehrenden  und   Lernenden   in   den  oberen    Classen 
erer  Lehranstalten  Stoff  bieten,  um  sich  theils  im  Vortrage,  theils  in  der 
^«ignung   mathematischer  Behandlungen  von  Aufgaben  zu  üben.     Der 
li^andelte  Stoff  umfasst  zunächst  eine  Reihe  von  planimetrischen  Lehr- 
aen  über  Gerade  und  Kreis,  die  zu  den  seltener  vorgeführten  gehören; 
ca^Qentlich  hat  uns   die   in   der  Theorie  des  Feuerbac haschen  Kreises 
^S^felnde  Discussion  gefallen,  in  die  die  wichtigsten  Lehrsätze  über  die 
^rkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  mit  verflochten  sind.    Die  20  zur  Con- 
ction   des  Fe  u  erb  ach*  sehen  Kreises  besprochenen  Aufgaben  bilden 
^e  wichtige  Uebungsschule  für  dieses  merkwürdige  geometrische  Gebilde. 
ie  übrigen  abgehandelten  Themata  hängen  weniger  unter  sich  zusammen 
^d  umfassen  der  Reihe  nach  die  Construction  der  linearen  Wurzeln  einer 
^^Xiadratischen  Gleichung,  die  EntfernungsÖrtcr  des  Dreiecks,  den  Quotient 
"^eier  Dreiecksseiten,  die  Benutzung  der  quadratischen  Gleichungen  zur 
eatimmung  von  Maximal  >  und  Minimalwcrthen ,  die  Differenz  der  Höhen- 
«gmente  einer  Dreiecksseite,  die  Discussion  der  Gleichungen  zweiten  Gra- 
es  für  zwei  Parallelcoordinaten,  Einiges  über  Kettenbrüche,  die  Summation 
Iniger  Reihen  (arithmetische ,  geometrische  und  trigonometrische) ,  einige 
e    über  Ecktrasnvcrsalen ,    einige  Berührungsaufgaben,    einige    geo- 
^^netriache   Oerter,    zwei  Parabelaufgaben,  drei  Lehrsätze  und  zwei  Auf- 
gaben ans  der  Stereometrie;  einen  werthvollen  Schluss  des  ganzen  Werk- 
^hena  bildet  endlich  noch  eine  Sammlung  von  333  Abiturientonaufgaben, 
Shells  geometrischer,  theils  arithmetischer  und  algebraischer  Art. 

Das  ganze  Werkchen  ist  das  Ergebuiss  foTtges^Ul^u  ^MCvsi^\\ej&^\siQ.v^ 
Siudiuma  der  oiDsobJagendenf  im  Grunort^scVieu  ktQ\\\v  ^\^<;Xi\^\i^\i^>!^  fe>;4- 
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haDiUuDgon   uad  der  matliemfttiaclion  Progi 

I  nnd  Kcalschuleu;  es  will,  wie  rqs  einer  Aeiissemug  des  Verfauc» 
in  der  Vorrede  (S.  V  nni  Ende)  liervorgelit,  dem  Lolirer  der  Matlioioatik 
ein  Mittel  gewähren,  nni  den  Schülern  mnstergiltige  Abhandinngcn  nmtbO' 
nintisclien  StofTes  voDtuftibron  ,  damit  diese  erkennen  und  immer  wieder 
TOr  Augen  fiüiren  kfinnen,  wie  auch  der  Hnaaern  Form  nach  die  tnallio- 
matisclie  Behandlnng  cium  Btoffes  auf  künstlerische  Ausführang  AasjimcH^B 
erhebt. 

Sehen  wir  uns  nber  den  Inhalt  des  Werkchens  genauer  an.  so  nasse^^e^ 
wir  zunächst  sagen  ,  dags  nns  die  Anordnung  des  Stoßes  etwas  betroffen  ha^,^ 
insofern  rein  geometrische  Betrachtungen  von  einander  getrennt  sind  darc-:^s^ 
algebraische;  am  meisten  aber  fanden  wir  Anstoss,  als  wir  heim  DnrchleGn^sMi 
des  Werkchens  plötzlich  and  ohne  weitere  Modification  die  DiffeiG&lin^^^i 
rechntiDg  angewendet  fanden,  um  gewisse  Beweise  an  führen,  ao  unfSfir  ^4 
löO  Nr.  80  flgg.  In  gleicher  Weise  hat  der  Verfasser  kein  Bedenken  gelr  — m 
gen  ,  plötzlich  nnd  ohne  besondere  Alodtficirung  vom  Moirre  'sehen  .Satr^  .^ 
Gebrauch  zn  machen,  so  in  Nr.  75  S.  U2,  Nr.  76  S.  143  nnd  144.  | 

Wenn  schon  hierdurch  der  Gebrauch  des  Werkchens  lum  SelbMsladii^^i^ 
fllr  Schüler,  wie  wenigstens  diese  Bestimmung  der  Titel  dos  Wortch«--==a 
mit  erwarten  lüsst,  illusorisch  wird,  so  möchten  wir  noch  vielmehr  d  ^ 
speciGach  mathematischen  Inhalt  als  ungeeignet  verwerfen,  dci 
wir  auch  davon  überzeugt  sind,  dass  ein  mathematisch  geschulter  Geist 
Schülers  f^hig  sei,  mit  Erfolg  auch  andere  Disciplinen  später  an  treil 
ebenso  aebr  müssen  wir  auch  der  neulich  von  Kältend  or ff  ausgesproel 
nen  Ansieht  beipflichten  ,  dass  es  nicht  Aafgabe  der  Mittalschnlen  sein  ka 
Mathematiker  heranzubilden.  Wenn  aber  der  Verfasser  sein  Buch  vor* 
gend  fUr  Lehrer  bestimmt  haben  will,  so  möchten  wir  ihm  entgegnen,  d 
dann  eine  Kweckmässigere  Ordnung  des  ijloft'es  wUnschenswortb  gswi 
wSre,  damit  der  Lehrer  zeigen  könne, 

Anzahl  mathematischer  Lehrsätze  unter  sonst  günstigen  Umständen  mac 
kami.     In  dieser  Hinsicht  können  wir  z.  B.  hervorheben,  dass  der  Leb 
recht  wohl  nach  der  Betrachtung   der  Lehre  vom  Kreise  im  Staude 
kann,  die  Lebre   vom  Feuerbac  h 'sehen    Kreise  als  gesonderte  ljiic< 
HUchnng  vorzuführen.    Wenn  aber  der  Verfasser  dem  Lehrer  nur  Si 
giösBOTon    Vierteljahrsaufgaben   geben  wollte,  so  müssen  wir  sagen,  d 
ilerjouigc    Lehrer,    der   überhaupt   solche  Aufgaben  stellt,  wobt  lüe  O 
StotTmangcl  au    klagen  hat,  dass  vielmehr  seine  llauptklago  die  ist, 
soll  er  die  Anfgabo  stellen,  damit  der  behandelte  Lehrstoff  verwpndel  W^ 
den   könne.     Hndlicb  müssen  wir  noch  zur  Ehre  des  Lebrerstande«  Ubc3 
haupt  betonen,  dnss  wir  das  Buch  auch  als  Uilfsmiltol  suui  ^telbtlsludiam  f^ 
Lehrer  nicht  anerkennon  können;  denn  es  hat  zwar  der  Lehrer  für  Uatl*- 
miitik  immer  „von  (joher  Wurle  ftuaivi&^Ö\«w'-' ,  Ävtac»  lAi«  v^<l<tm  Zwec*^-  "^ 
um  mögliclist  «ncli  die  neuen  \>\st\v^w\«ii\  Ä«tl^w^\%■«^wSl,^v^n 
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ZU  dem  Zwecke,  um  seine  Lehrmethode  zu  verbessern  und  den  Schülern 
bei  ihrem  Uebergange  auf  Hochschulen  den  Weg  eröffnet  zu  haben ,  die 
dort  gelehrten  Disciplinen  mit  Erfolg  hören  zu  können. 

So  sehr  wir  daher  dem  Verfasser  zu  seinen  „Sechszehn  mathematisch- 
physikalischen  Problemen'*  seiner  Zeit  im  Stillen  Glück  gewünscht  haben, 
so  wenig  können  wir  ihm  zu  dem  vorliegenden  Werkchen  ein  günstiges 
Prognostiken  stellen.  Es  hat  das  Werkchen  auf  uns  den  Eindruck  einer 
wenig  geordneten  Sammlung  heterogenen  Stoffes  gemacht.  Sollten  wir  uns 
täuschen ,  so  würde  dies  uns  im  Interesse  des  Verfassers  ganz  angenehm  sein. 

Freibqrg,  22,  November  1872,  Dr.  Th.  Köttbbitzsoh. 


Absolute  Geometrie.  Nach  Johann  Bolyai,  bearbeitet  von  Dr.  J.  Friscu- 
AUF ,  Professor  an  der  Universität  in  Graz.«  Leipzig ,  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.    1872.  .      . 

Den  Zweck  des  vorliegenden  Buches  kann  Referent  nicht  besser  an- 
geben, als  durch  Abdruck  der  Worte,  mit  denen  der  H(3rr  Verfasser  das- 
selbe einleitet: 

„Von  den  Voraussetzungen,  welche  die  Grundlage  «ler  euklidischen 
Geometrie  bilden ,  ist  das  bekannte  elfte  Axiom  fortwährend  angezweifelt 
worden ,  ohne  dass  es  gelungen  wäre  —  trotz  aller  Bemühungen  —  einen 
Beweis  für  dasselbe  zu  finden.  Die  Frage  nach  einem  Beweis  dieses  Axioms 
wurde  erst  dann  vollständig  erledigt,  als  durch  Aufstellung  einer  in  sich 
widerspruchsfreien  Geometrie ,  die  sich  auf  die  entgegengesetzte  Voraus- 
setzung stützt,  die  Unbeweisbarkeit  dieses  Axioms  ersichtlich  war.  Die 
Idee  der  Durchführung  einer  auf  der  Leugnung  des  Parallelaxioms  be- 
ruhenden Geometrie  wurde  von  Gauss  bereits  1702  gehegt,  aber  von  ihm 
ausser  Andeutungen  in  Briefen  darüber  Nichts  veröffentlicht.  Vollständige 
Darstellungen  sind  gleichzeitig  von  dem  russischen  Mathematiker  Loba- 
tschewsky  und  den  beiden  siebenbürgischen  Mathematikern  Wolfgang 
und  dessen  Sohn  Johann  Bolyai  gegeben  worden.  Des  Letzteren  Arbei- 
ten sind  in  einem  Appendix  zu  einem  Werke  des  Ersteren  cuthalten  und 
zeichnen  sich  durch  eine  wahrhaft  meisterhafte  Darstellung  aus.  Dieser 
Appendix  des  J.  Bolyai  bildet  die  Grundlage  der  vorliegenden  Bearbei- 
tung, bei  welcher  ich  hauptsächlich  die  Einführung  in  dieses  gegenwärtig 
als  höchst  wichtiger  Theil  der  Mathematik  erkannte  Gebiet  der  reinen 
Geometrie  bezweckte  und  wozu  wegen  ihrer  Vollständigkeit  und  des  ele- 
mentaren Charakters  die  Schrift  Bolyai 's  am  geeignetsten  sein  dürfte.'^ 

Referent  ist  zwar  hinsichtlich  der  „Wichtigkeit**  dieser  Untersuchungen 
wesentlich  andrer  Ansicht,  wie  der  Verfasser.  Dies  hindert  ihn  aber  nicht, 
die  Unternehmung  dea  L  iehe  anzuerkennen, 

sumal  derselbe  saff«  i;,  dass  nun 
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Jeder,  der  sich  für  diesen  Gegenstand  interessirt  und  nur  einigermassen  mit 
den  Elementen  der  Mathematik  vertraut  ist,  sich  auf  die  leichteste  Art  eine 
vollkommene  Uebersicht  über  die  „Wissenschaft**  erwerben  ktfnn,  aus 
deren  blosser  Existenz  die  Unbeweisbarkeit  des  elften  Axioms  hervor- 
gehen soll« 

Ein  näheres  Eingehen  auf  den  Inhalt  würde  uns  —  wollten  wir  klar 
werden  —  über  die  Grenzen  eines  blossen  Referats  hinausfuhren,  und  eine 
blosse  Uebersicht  über  denselben  würde  nur  Worte  liefern ,  bei  denen  der 
Leser  schwerlich  Etwas  denken  könnte.  Wir  verweisen  darum  Den ,  der  sieh 
für  die  Sache  interessirt,  auf  das  Buch  selbst,  das  nur  96  Seiten  zählt  und 
durchaus  klar  und  leicht  fasslich  geschrieben  ist.  Was  wir  hier  noch  vor- 
bringen wollen ,  sind  einige  Bedenken ,  die  uns  beim  Lesen  dieser  Schrift 
gekommen  sind  und  die  uns  immer  mehr  das  ganze  hier  Vorgeführte  wissen* 
schaftliche  Gebäude  als  eine  jener  sonderbaren  Verirrungen  erscheinen 
lässt,  denen  der  menschliche  Geist  so  leicht  anheimfällt,  wenn  ihn  die 
immer  weiter  gehende  Abstraction  allzusehr  von  der  Quelle  aller  Erkennt- 
niss,  der  unmittelbaren  Anschauung,  entfernt. 

Die  „absolute  Geometrie**  giebt  ausser  dem  elften  alle  übrigen  eukli- 
dischen Axiome  zu;  wenigstens  thut  dies  die  hier  vorliegende,  wenn  wir 
absehen  von  dem  im  Anhange  gegebenen  Versuche  Wolfgang  Bolyais, 
die  Existenz  der  Geraden  und  der  Ebene  aus  „einfacheren**  Axiomen  ab- 
zuleiten. 

Ausgehend  von  diesen  Axiomen,  anerkennt  sie  zunächst  diejenigen 
Congruenzsätze ,  die  unabhängig  sind  vom  Parallelenaxiom,  und  zeigt 
dann,  dass 

1.  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  nicht  grösser  ist  als  zwei  Rechte; 

2.  die  Winkelsnmme  aller  Dreiecke  zwei  Rechte  betragen  muss, 
wenn  sie  in  einem  Dreiecke  zwei  Rechte  beträgt. 

Statt  dann  das  Axiom'*',  auf  welchem  Legendre's  Beweis  für  den  Satz 
beruht,  dass  die  Winkelsumme  eines  ebenen  Dreiecks  nicht  weniger  als 
zwei  Rechte  betragen  kann ,  näher  zu  untersuchen ,  stellt  sie  sich  die  Frage : 
Wie  wäre  es,  wenn  die  Winkelsumme  eines  Dreiecks  weniger  als  zwei 
Rechte  betrüge?  Als  Antwort  erhält  man  dann  eine  Reihe  von  Ergebnissen, 
die  Jeder,  der  ihnen  mit  der  Anschauung  folgen  will,  in  die  Worte  zusam- 
menfassen wird:  ,,Ja  ,  dann  wären  halt  die  geraden  Linien  eigentlich 
krumm!** 

Das  erste  Ergebniss  ist ,  dass  sich  durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  un- 
endlich viele  Geraden  ziehen  lassen ,  die  eine  gegebene  Gerade  in  der 
Ebene  nicht  schneiden.    Die  schneidenden  werden  von  den  nicht  schneiden - 


*  Dass  durch  jeden  Punkt  in  der  Oeffnung  eines  hohlen  Winkels  eine  Gerade  ge- 
Mott^n  werden  kann,  welche  beide  Schenkel  schneidet. 
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deo  doreh  zwei  im  Unendlichen  schneidende  getrennt,  welche  Parallele 

iieissen.  Ist  BA'B^  die  gegebene  Gerade,  C  ein  Punkt  ausserhalb  derselben, 

CJ^  die  Parallele  in  der  Richtung  AB  (d.  h.  derjenigen,  welche  der  Geraden 

AB  in  dieser  Richtung  im  Unenlichen  begegnet) ,    Ol)'  die  Parallele  zur 

.    Bichtnng  AB ,  CA  senkrecht  auf  BB\   so  ist  LD CA  =  L D' CA<^^,  und 

iwar  sind  diese  Winkel  um  so  kleiner,  je  grösser  CA'^  für  unendlich  kleines 

CA  gehen  sie  in  den  Rechten  über,  wird  aber  CA  immer  grösser,  so  werden 

diese  Winkel  stets  kleiner  bis  zu  Null  für  CA  =  cx>. 

Ich  erlaube  mir  nun,  dieses  Ergebniss  in  seiner  Consequenz  nochr  wei- 
ter fortzaführen ,  als  es  der  Verfasser  thut,  was  uns  zu  einem  höchst  merk- 
wfirdigen  Endresultate  führen  wird. 

Die  Fläche  des  Winkels  DAD'  fällt,  weil  derselbe  kleiner  als  180^ 
offenbar  in  eine  der  beiden  Halbebenen,  in  welche  die  ganze  Ebene  durch 
dms  Loth  in  C  auf  CA  getheilt  wird.  Andrerseits  fällt  die  eine  der  Ualbebe- 
noiiyin  welche  die  Ebene  durch  die  Gerade  BB'  getheilt  wird,  die  doch 
S&ns  innerhalb  des  Winkels  DAD'  liegen  soll,  mit  einem  Theil  der  Fläche 
dieses  Winkels  zusammen.  Halbebenen  sind  aber  doch  congruent,  mithin 
«neh  gleich.  Wir  hätten  also  das  äusserst  merkwürdige  Resultat,  dass  ein 
]3]ng  zugleich  grösser,  und  doch  auch  kleiner,  wie  ein  und 
dasselbe  zweite  sein  kann. 

Es  ist  leicht,  eine  Reihe  von  „in  sich  selbst  widerspruchsfreien*^  Sätzen 
Auch  ans  sich  widersprechenden  Voraussetzungen  abzuleiten,  wenn  man 
mir  solche  Consequenzen  vermeidet,  in  denen  der  Widerspruch  zu  Tage 
^''Ht.  Die  blosse  Existenz  der  sogenannten  absoluten  Geometrie  erscheint 
UQ8  darum  als  ein  sehr  schwacher  Beweisgrund  für  die  Unbeweis- 
^rkeit  des  Parallelenaxioms. 

Neu  war  uns,  zu  erfahren,  dass  man  von  jeher  das  elfte  Axiom  Euklid*s 
^  e  zweifelt  habe.  Bisher  glaubten  wir,  Gauss  sei  der  Erste  gewesen, 
der  durch  seine  philosophischen  Ansichten  über  den  Raum  zu  einem  sol- 
dien  Zweifel  geführt  worden  sei,  und  Lobatschewsky  sei  der  Einzige, 
der  iQit  seinen  astronomischen  Messungen  einen  vergeblichen  Versuch  ge- 
^<ieht  habe,  dasjBelbo  zu  widerlegen.  Bekannt  sind  uns  nur  Angriffe 
Auf  die  Unbeweisbarkeit  dieses  Axioms.. —  In  der  That  erscheint  doch 
der  Versuch)  Etwas  zu  beweisen,  nicht  als  ein  Ausdruck  für  den  Zweifel 
^u  der  Richtigkeit.  Hat  man  den,  so  sucht  man  zu  widerlegen,  wie  Lo- 
^^tschewsky,  und  nicht  zu  beweisen,  wie  Legendre. 

Schaffhausen,  Ende  Januar  1873.  J.  C.  Becker. 


Berichtigung. 

Auf  S.  33  der  Literaturzeitung  hat  der  Unterzeichnete  bei  Gelegenheit 
^ea  Referaten  über  die  Jubiläumsausgabe  dee  CoipeTiA^xxÄ  ^\tL\^^ '^^^aÄ  vöä- 
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gesprochen ,  welche  er  nach  später  von  ihm  angestellten  und  in  der  Augs- 
burger allgemeinen  Zeitung  vom  17.  Juli  1873,  Beilage,  veröffentlichten  Un- 
tersuchungen  zu  berichtigen,  beziehungsweise  zu  ergänzen  wünscht.  Er- 
stens haben  wir  aus  Hipler,  Spicilegium  Copcrnicanum^  S.  120  Anm.  4,  ent- 
nommen ,  dass  die  Ableitung  caelum  von  caelare  nicht  etwa  dem  Copemicus 
angehört,  sondern  von  diesem  muthmasslich  dem  Plinius  entnommen  ist, 
welcher  sich  nat,  hist.  II,  3  (4,  9)  folgend ermassen  ausdrückt:  Caelum  quidem 
haud  dubie  caelati  argumento  diximus ,  ui  inierpretaiur  Varro,  Zweitens  hatte 
Copernicus  oder  Rheticus  doch  wohl  noch  neben  jenem  philologischen  Mo- 
tive, welches  in  der  Literaturzeitung  angeführt  ist,  noch  anderweitige  Ver- 
anlassung, die  erste  Seite  des  Manuscripts  in  der  Reinschrift  für  den  Setzer 
und  folglich  auch  im  Drucke  wegzulassen.  Diese  Einleitung  konnte  nämlich 
nicht  Jbestehen  bleiben,  nachdem  die  Widmung  an  Papst  Paul  IIL  zu  dem 
Originalmanuscripte  hinzugetreten  war.  Für  die  nähere  Auseinandersetzung 
verweisen  wir,  um  nicht  uns  selbst  abschreiben  zu  müssen^  auf  unsern  oben 
erwähnten  Aufsatz.  Cantor. 
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Demulf.     y.  imii.  malh.  XXXI,  BB7. 

180.  EaeeUippe  de  la  droite  giiijaml  le»  extrimitil  dex  denx  mguilleli  ä'm 

naire.     ßrarard.     If.  ann.  malh.  XXXt.  32». 

181.  fteaarque*  »ur  une  famille  de   coiirben  planet.     Atl4gret.     S.  aw.  ^ak.  JCJEXfil 


182.   Ueu  gfomelrique  deifirojec 
im-  tea  tangente».     H\ 

tclHpie  de  Casiir-i. 


\t  orlAogonalet 


e  de  la  lemnitenle  de  Berau 


ins. 

PropTifti  de 

IH4. 

Calla' 

IM) 

flnulement  d'. 

Olime  a 

XXXI.  1 

r«-  >mih.  XXXI,  S  _ 

-et  doublaittnt  langmlen  ä  tin  fmapqit  de  Pattti,.^ 


des  rireonfh'i 
dreau.     iV.  ann.  malh.  XXXI. 
»  arc  de  courbe  donaf  d'abord  cxUricuremenl  puU  intMewenntl  «w  ' 
^  d'une  roiirbe  fia,e.     A.  Tranton.     f/.ttm-matA   XXAV.  BM. 

,    K ehelich iiittt.    KrciB.    Kriimmiuii;  218,  i7E 


mnUu  XXXI,  *9,i 


AualrtUdie  Oeomatrie  dei  Ka' 

186.  Elude  d'm  complexe  du  seeond  ordte.     Painola. 

202.  igt),  4B1,  i29. 

187.  ßtclrail  d'une  thiorie  du  dipUeemenl  d'ime  figure  qui  te  deforme.     Diirrai 

Compl.  rond.  I.XXIII.  73«,-  LXXly,  1243. 
Vergl.  Hyperholoid,    Imaginüres.    Krümmnnif  280,  281,  282,  »SS.  28*.    Ko 
NormHleii  3I0,   322,  323.     nberäHchen.     OberHilchen  ineitci  Or^i 
KAhleotheorie  384. 

Attronomi«. 
\m.   Thiorie  giameirigue  du  mouoemenl  den  planHeg.  Heial.  Compl. rend   CXXtF.l 
180.  L'cber  das  Robttionsgesoti   der  Sonne   und   inr  gtoMcn  PUm  ' 

Aslr.  Mscbr.  LXXVIII,  1. 
I'JO,  Sur  let  MOHiinnrafji  du  pMgfe  et  du  noeud  de  la  /winc.     lielanni 
LXXIV.  11. 
.  fariatianM  ticulntre»   da   moums  moioidncnlR  d«  ^tft\<\*r  n  rt„  . 
Delaunay.     Compl.  rmd.  LXXIf.  \^V 


i 
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192.  Ueber   die   physikalischen  Verhältnisse   und   die  Entwickelang   der  Cometen. 

Zenker.     Astr.  Nachr.  LXXIX,  273. 
1U3.  Om  the  retoiution  of  lAimherVs  theorem  hytrial  in  the  method  of  Olbers  fov  the  calcula- 

tion  ofparaholic  orbita.     Astr.  Nachr.  LXXVIII,  123. 
104.  Uebec.  eine  Methode  zur  Ilöhenbestimmnng  der  Nordlichtsstrahlen.     Galle. 

Astr.  Nachr.  LXXIX,  65. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  241,  243. 


Bettfaninte  Intagnle. 

195.   Instrument  servont  d  donner  la  valettr  de   I  y"dx  potor  toute  VHenduc  d*une  /ignre 
plane  fermie,     Deprez.     Compt.  rend,  LXXIII^  785. 

Braehittochronfl. 
196*  Sur  ia  ditermmation  des  brachistoehrones,     ßresse.    Campt,  rend.  LXXIV,  854. 

€. 

CapülariUt. 

197.  T/ieorie  des  phenomenes  cnpHlaires,     Roger.     Compt.  rend,  LXXIV,  1510. 

Combiaatorik. 

198.  Solution  complele  du  probleme  relatifau  canalier  des  ^checs.     yolpicelli,     Compt. 

rend.  LXXIV,  1099. 
WÖ.  Sur  tes  permutations  circulaires  dtsthietes.     Moreau.     N»  ann,  math.  XX XI,  309. 

.    Convergeai  dar  Beihen. 

^00.  Determination  du  point  critique  oii  est  lindtie  la  rigion  de  convergence  de  la  sdrie  de 
Taylor,     Marie,     Compt.  rend.  LXXIV,  1485. 

Cnbatnr. 
201.  5ifr  les  mesures  de  la  pyramide,  du  tronc  de  pyramide,  et  du  tronc  de  prisme  triangu- 
laire,    Compagnon,     N.  ann,  math,  XXXI,  268. 
Vergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung  204. 


Daterminanten  in  geometritdier  Anwendung. 

™«  Kquations  tangentielles  d'itn  cöne  droit  touchant  trois  plans  donnis,    Mor  et-  Blanc, 

N,  ann,  math.  XXXI,  334. 
<w,  Sur  les  surfaces  divisihles  en  carris  par  leurs  courbes  de  courbure  et  sur  la  thöoric  de 

Dupin,     Cayley.     Compt.  rend.  LXXIV,  1445. 
*'*•  f^olume  i\me  pyramide,     Padova.     N.  ann.  maüu  XXXI,  210. 

.  Differentialgleioliiingen. 

*w.  Sw  la  mithode  de  Brisson  pour  integrer  les  equations  diffirentielles  ä  coeffidents 

constonts.     Mansion.     N.  ann,  math.  XXXI,  118.  —  Morel- Blanc  ihid, 

279. 
«*.  Sur  la  risoluiion  des  iquations  differetttielles  liniaires,     C,  Jordan,     Compt,  rend, 

LXXIII,1S1. 
**''•  pw  Vintigration  des  Equations  aux  diff&rences  partielles  de  la  physique  mat/i^matiqne. 
«^  E,  Mathieu.     Compt.  rend.  LXXIII,  986.  —  Jowrn.  matUm.  XXXVII,  249. 

^**  ^nr  un  changement  de  variables  qui  rend  intigrables  certaines  4quations  aux  deriv^es 

partielles  du  seeond  ordre.     Boussinesq,     Compt,  rend,  LXXIV,  730.  — 
jQj.  /.  A.  Serret  ibid,  769. 

f^tigraäon  d'ime  certaine  dttsse  d'4quations  aux  dh'wcca  ptirticUcR  du  »cconA  otät«» 

Grafndorge.     Joitm.  mathim,  XXXV II,  420. 


210.  Sht  let  fquaiiini  liniairea  am  tUffereneen paTiiellet.     Comht»e»T*.     Camfl.mt, 

LXxii^,  ism. 

21t.  Sar  iiQ  t]i*ttme  partieulier  iTegiiutitnit  au.T  difffreiief  partieHt*.     Cvmteii 
Compt.  rend.  tXXir.  »77. 

212.  Sur  un  proeiili  d'mlfgratlon  pur  nppruaimfilion»  tucftttipr*.  VombtMeart. 

Tnid.LXXlf.  1041. 

Differentialqooüeitt. 

213.  De.  l-fqimHOJi  j^^=t^^.     Gitbtrt.     N.iMi.miUh.  JfXX/,  217. 

IHffBrMiieiiT«GtLiiiiag. 
iU.    Siir  giieli/ua  pomls  du  riäeui  invrxt  des  diffirencr*.     tUimli  r»  rur  r.      Comft.  r 
LXXly.  454. 

DivltiaiL 
21.')    Cjinnaiisant  U  dioidende  Ic  dioueur  et  le  ritidii  d'uw  dmalon  commmt  ir«urtA-ai 
e/ti/fra  du  quoüent  de  djiilu  ä  gauclieT  De  Firieii.  K.an».  mali.  XXXI, 

DappalUngentsB. 

2lß.   Siir  Ici  2»  langrHM  doubles  d'unf  combe  du  i.  degre.     AronholiJ.      N    »h.  > 

XXXI.  4;W.    [Vergl.  Itd.  X.  Nr.  a71.] 
Vergl.  AniilyliKchc  GcomElrie  dor  Ebene  184.     Panilicl  3r>|. 


Elaktrodyiu>mik. 
'in.  SiiT  la  l/iiorie  »lallirmalique  de  t'ftictrintt  dj/namiguc.     li crlrnml.     Compt.  i 

/.xxni.  fies. 

EUipiirid, 
aiK.   DifffriMis  ihöorhHiB  sht  l'tllipiie.     Mat/iiru.     N.  av«.  laitlti.  XXXJ.  428. 
21t).   Dfplacemmt  d'wie  ellipie  de  grandeiir  nmtiiaitle  et  retinal  toujnurr  | 

droilefiae.     H'Hliere.     N.  ann.  auilk.  XXXI.  132. 
220.   l/ne  ellipie  de  grtmdtnr  comianle  est  mobile  imIoot  de  ton  renlrr,  loniHt  ja'm 

patnaal  par  un  point  fixe  demewe  ronMavmtat  paridli-le  augranit  axt. 

le  Heil  de»  poialti   d'mlemeclion  de  la  droile  et  de  l'rllipue.     Stiuf^U 

N.  ann.  matk.  XXXI.  228. 
231 .   lArii  du  pomi  de  contaFt  i/m  deii3>  etUpiei  igtiien  mobilen  rimeime  imttmr  #m  f 

llroeard.     N.  ob».  mo/A.  XXXI.  457. 
Vcrgl.  MaxiiDB  and  Minima  287.     Rectification. 


TniLeÜoneii. 

222.    Expvctuivn  da  ropporl  de  la  rirajnfirrnfe  au  diamelle  i-l 
Campt,  renä.  l.XXly,  38.  —  Calalanibid.  177. 
Vergl.  Uleiehnngen  252.    Mittelncrth. 


22» 

22.1 
22.-1. 

Nomelle  dtlermlnatia»  de  la  träte  figirre  de  la  lein-  o»  dt  la  nvr/itre  df  -räMa.  «'ä 
Qeant  pitf   l'emploi  dn   nlnellemenU  prapremenl  dW.      y^o«    F illmrf»\ 
Cmiipl.  rend.  f.XXIII,  808.                                                                              ,     ] 

e«ematri*  (Mlww). 

Theorfme,  de  at<»»£IHe  de  la  iMovIe  den  indleeH.   Fn  »(  f.   !t.  oun.  ualk.  XXXt.  U 

TMm-eme,  coneernani    la  delerminalion  n-ir  mu-  eo»ihe  fifimflritive  d^mc  eMf  i 

youpe,  de  p'.inl»  ea  nomhre  dftemi'-f.      Chaile,,      Compl    rrmt.  i.XXn 

»27.  97a 
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L    Prcpriitis  ghiirales   des  cowhcs  g^omitriques  relatives  ä  feitrs  axes  harmoniques . 
Chasles.     Compi.  rend.  LKXIU,  229. 

227.  Thöoremes  concernant  ies  axes  harmoniques  des  courhes  giomHriques,  dans  lesquels 

on  considkre  deux  siries  de  puinls  qui  se  coifespondent  onharmoniquement  sur 
une  eourbe  imicursale.  Chasles.  Compt.  rend.  LXXIII,  1241,  I2H(>,  1405; 
LXXiy,  21. 

228.  Siir  (es  droites  qui  satisfont  d  des  conditions  donnies.     Halphen.     Compi.  rend. 

LXXlll  1441;  LXXiy,  41. 
220.    Les  müieux  des  diagonales  d'tm  qitadvilatere  circonscrii  a  im  cercle  et  fe  centre  de  ce 

cercle  sont  en  ligne  droite.     Gardon.     N.  ann.  math   XXXI j  38. 
230.    Le  triangle  ABC  et  le  triangle  A'  B'  C  forma  en  joignant  Ies  pieds  des  hauteurs  de 

ABC  oni  lettr  axe  d'homologie  perpendiculaire  a  la  ligne  qui  Joint  le  poini  de 

concovrs  des  hauteurs  au  centre  du  cercle  circonscrit.    Gambey    N.  ann,  math. 

XXXI,  187. 
231.    Thioremes  sin'  Ies  coniques,     Fanre.     N.  ann.  math,  XXX ly  46. 
232*  Sur  une  droite^  Heu  du  point  dHntersection  des  tangentes  ä  deux  coniques.  Drocard» 

19,  ann.  math.  XXXI,  120. 

233.  Mimoire  sur  la  theorie  gionUtrique  des  courbes  du  troisieme  ordre.  K achter.  N.  ann, 

mnfh.  XXXI,  21,  60,  122 

234.  Ditermination  des  coracleristiqucs  des  systemes  iWnentaires  de  cubiques,     Zeuthen. 

Compt.  rend.  LXXIV,  f)2l,  604,  726. 

235.  Sur  Ies  courbes  aplaiies,     Cay  leg.     Compt,  rend.  LXXIV,  708. 

236.  Thiorhnes  relatifs  aux  obliques  menies  par  tes  points  d'une  eourbe  sous  des  angles  de 

mSme grandeur.     Chasles.     Compt.  rend,  LXXIV,  1146,  1277. 

237.  Sur  une  iransformation  trh  ginirale.     Saltel,     N.  ann,  math.  XXXI ,  142. 

238.  Sur  une  iransformation  des  angles  dans  Ies  figures  homologiques.     Faure.     N,  ann. 

math   XXXI,  81. 
230,   Propriitis  relatives  uux  dipfacements  infinimeni  peiits  d'un  corps  lorsque  ces  diplace- 
menis  ne  sont  döfinis  que  par  quatre  conditions.     Mannheim,     Compi,  rend. 
LXXIII,  1096. 

Oetchichte  der  Kathematik. 

240.  Nouoeaux  docwnents  sur  Ies  quatre  livres  conservis  de  l'optique  de  Claude  Ptolemde. 

Egger.     Compt,  rend.  LXXIII,  169.  —  Chasles  ibid.  160. 

241.  Ster  la  ihiorie  de  la  lune  d'Aboul-^f'efd.     Bertrand.     Compi.reud,  LXXIII,  5«1, 

765,889.  —  Chasles  ibid.  58S,  037,  H05,  S90,  932.  —  Lcverrier  ibid, 
890.  —  Sidillot  ibid.  756. 

242.  Des  emprunts  fails  par  le  fran^aU  ä  la  langue  arabe.     Sedilloi.     Compt.  rend. 

LXXIII  284,  756.     [Vergl.  Nr.  7«.] 

243.  Sur  rhistoire  m  Vetat  prisent  de  la  theorie  des  sometes.     Faye,     Compt.  rend. 

LXXIII,  SH\,  925,  1020. 

244.  Funirailles  de  M.  Duhamel,     Ja  min.     Joum.  mathöm   XXXFII,  3:»4. 

245.  Fitniraitles  de  M,  Laugier.    Faye.     Joum.  mathem,  XXXFII,  328.  —  D elaunay 

ibid.  331.  —  Jurien  de  la  Graviere  ibid.  335. 

246.  Funirailles  de  M.  Delaunay.     Faye,     Jottrn.  mathim.  XXXFII,  348. 

OleiohimgexL. 

247.  Separation  des  racines  des  iquations  ä  une  inconnue.  Maleyx.  N.ann.maih.X  XXI,  404, 

248.  Limites  supirieures  des  racines  d'une  iquation  donr^ie.    A.  Transon.    N.  ann,  math. 

A'XX/,  251. 
249    Equation  entre  tes  cot^s  d^un  triangle  et  Ies  rayons  des  cercles  inscrit  et  circonsirit. 
Doucet.     N.  ann.  math.  XXXI,  467. 
A  -  S       B"         B' 

250.  L' iquation  ,     B"     A'—  8       B        =0  du  troisieme  degri  enS  d  iouies  ses  racines 

1     B'  B      A"-S 

rielles,     Girono.     N.  ann,  math.  XXXI,  305. 

251.  Sur  V iquation  du  cinquiemc  degri.     ßrioschi,     Compi.  rend.  LXXIII,  1470. 

252.  Eiant  donnie  la  fonciion  y=:A| .  cosx+Aj.  cos2x+A8.cos3x-f  ...H-AnCosnx  de- 

hn 
ierminer  Ies  coefficients  A| ,  A,,  A, . . .  An  £?e  maniere  que  pour  x = — —  ,  y  prenn9 

la  valeur  de  jb»  depms  li=l  Jusqu^a  h  =  n.     De  Hunyady.     N.  ann.mttih, 
XXXI,  39. 
Vcrgl.  Reihen  362.     Tabellen. 

l.ltpr.iiQrst^.  (J    Zf^iur.hr.  f.  Math    o    l*hy^.  XVIII,  5  1 
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Hydrodynamik. 

253.  Sitr  l'hydrodynamique  des  cours  d'euu.    De  Saint- yenant.    Compt.  rend.  LXXIf^, 

570,  640,  6Ö3,  770. 

254.  Sitr  le  rnouvement  de  Ceau  dann  les  diversoirs.     D'Esto cquois,     Compt,   rend. 

LXXIV,  1247. 

255.  Sur  le  rnouvement  permanent  varii  de  Veau  dims  les  tuyaux  de  conduite  ei  dans  les 

canaux  dicouoerli,     ßoussinesq.     Compt,  rend.  LXXf  11,  <i^,  101. 

256.  Theorie  ginirale  desi  mouvemenls  gut  sont  propagis  ditns  un  canal  rectangulaire  hori- 

zontal,    ßoussinesq,     Compt^  rend.  LXXI/I,  256. 

257.  Theorie  des   ondes   et    des  remout  qin  se  propagent  le  long  d*tm  canal  rertangidaire 

horizontal,  en  communiquant  au  liquide  contenu  dans  ce  canal  des  vitesses  sen- 
sihlement  pareilles  de  ta  surface  au  fond.  Boussinesq.  Compt.  rend,  LXXfll, 
1210    —  Joum.  mathim,  XXXFII,  55. 

258.  De  l'influence  des  forces  centrifuges  star  V4coulement  permanent  vcri^  de  Ceau  dans  les 

canaux  prismatiques  de  grande  Inrgeur.    Boussinesq.    Compt.  rend,  LXXIV^ 
1026. 
25ft.  Note  sur  la  houle  et  le  clapotis.     De  Saint-Fenant.    Compt,  rend,  LXXIJJ,  521, 
589. 

260.  Memoire  sur  les  maries  fluviales,     Partiot.     Compt,  rend,  LXXIll^  91. 

26 1 .  Theorie  du  rnouvement  non  permanent  des  eaux,  avec  appltcation  aux  crues  des  rioiires 

et  ä  Vintroduction  des  maries  dans  leur  lit.  De  Saint-Venant,  Compt  rend. 
LXXIIl  147,  237. 

262.  Sur  la  thiorie  des  roues  hydrauliques :  thSorie  de  la  roue  ä  reaction.     De  Pambour. 

Compt.  rend.  LXXIV,  445.  607. 
2<5»S.   Rapport  sur  un  memoire  de  Mr,  Kleitz  intituli:  Etudes  sur  les  forces  molSculaires  dans 
les  liquides   en  rnouvement  et    applicntion  ä  Vliydrodynamique.     De   Saint- 
Venant.     Compt.  rend  LXXIV,  426. 

Hyperboloid. 
264.  Sur  Vhyperbol6\de  de  rivoluHon.     Mister,     N.  ann.  math,  XXXI,  352. 


I. 

Imaginäres. 

265.  Memoire  sftr  Vemploi  des  imaginaires  dans  la  giomHrie  de  l'espace,     Laguerre» 

N,  ann,  math.  XXXI,  14.  108,  241. 

266.  De  Venveloppe  imaginaire  des  cor^uguies,     Marie.     Journ.  mathim,  XXX V II,  337. 

Integration. 

267.  Sxir  l'intigration  des  fractions  rationnelles.     ff  er  mite,     N.  ann.  math.  XXXI,  145. 


Kegelschnitte. 

268.  Sur  les  propriitis  des  sertions  coniques  qui  se  ratlachent  d  tintigratwn  de  Viguation 

d kuler.     Laguerre.     N.  ann,  math.  XXXI,  156. 

269.  Theoi'dme  sur  des  coniques  ayant  4  points  confondus  sur  une  courbe  algibrique  donnie 

et  langentes  d  une  droite  donnie  de  meme,    Ed,  IVeyr,    iV.  ann.  math.  XXXI, 
331. 

270.  Intersection  de  deux  cönes  ayant  une  meme  conique  donnie pour  ba§e  commune.     De^ 

wulf.     N,  ann,  math.  XXXI,  289. 

27 1 .  Les  deux  ehreonfirences  menies  par  les  fbyers  d'une  conique  et  qui  touekent  une  tan 

gente  de  eette  eonique,  se  coupent  toi^ours  sona  le  meme  nngte.     Onmbeg, 
N,  ann,  math,  XXXI,  473. 
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272.  ün  angle  de  grundeur  constante  se  d^place  dans  un  plan  de  manieve  que  le  somuift 

dicrioe  un  cercle  de  rayon  donni  et  que  Vun  des  c6l6s  passe  par  un  point  fixe; 
on  detuande  l'enveioppe  de  Cautre  coli.  Pellissier,  N.  ann.  malh.  XXXI,  44. 
—  De  Hunyady  ibid.  216. 

273.  ProprUti  des  perpendictäaires  abaissies  du  foyer  d*uneconiquesur  deux  langentes,  sur 

leur  cor  de  de  contacl  et  sur  la  directrice,    Conradt.   N.  ann.math.  XXXI,  504. 
Vergl.  Ellipse.    Geometrie  (höhere)  2:U,  232.    Kreis.    Normalen  321.    Parabel. 

Kreis. 

274.  Con»truction  rf' une tangente ä  wie  circonf&rence.   Bergeron.  N. ann  math. XXXI,  3 4 . 

275.  Circonfirence  engendrie  par  Vintersection  de  deux  autres  circonfirences.   Pell  iss  i e  r. 

N.  ann  math.  XXXI,  468. 

276.  Sur  le  Heu  du  point  de  conlact  de  deux  cercleu  mobiles  qui  doioent  etre  ta*igents  chacun 

ä  deux  cereles  fixes,     ffilaire.     N.  ann.  math,  XXXI,  37. 

277.  Cordes  d'interseetion   de  trois  cereles  passttnt  par  un  mime  point.     Kruschwitz. 

N.  amt.  math,  XXXI,  2H6. 
Vergl.  Functionen.     Geometrie  (höhere)  229,  230.     Gleichungen  24V).    Parabel 
351.     Planimetrie  350,  357,  358. 

Krämmnng. 

278.  Du  rayon  de  courbure  en  un  point  de  rebrqussement  d' une  courbe  plane.     Gilbert, 

N.  ann.  math,  XXXI,  222. 
279*  Une  corde  glisse  sur  une  courbe  quelconque  de  fa^on  ä  detacher  un  segntent  d*aire  con- 
stante; le  centre  de  giaviti  du  segment  dicrit  une  courbe,  dont  le  rayon  de  cour- 
burg  est  proportionel  au  cube  de  la  longueur  de  la  corde,    Pellet.    iV.  ann.math. 
XXXI,  553. 

280.  Exposition  somnunre  dune  thiorie  giomitrique  de  la  coitrbure  des  sto'faces.     Mann- 

keim,     Cornpt.  rend.  LXXIV,  598. 

281.  Mimoire  sur  les  pinceaux  de  droites  et  les  normalies  contenant  une  nouoelle  expres- 

sion  de  la  thiorie  de  la  courbure  des  sur faces.     Mannheim,     Joum.  mathim.    • 

xxxyii,  109. 

282.  Determination  des  rayons  de  courbure  en  un  point  quelconque  d'une  surface  diftnie  par 

son  iquatioH  tangentielle,     Painvin.     Compl,  rend.  LXXIII,  d02. 

283.  Courbure  eti  un  point  d* une  surface  difinie  par  son  iquation  tangentielle,     Painvin. 

Joum.  nuithem.  XXXVII,  219. 

284.  Üitermination  de  la  liaison  giomitrique  qui  existe  entre  les  iliments  de  la  courbure 

des  deux  nappes  de  la  sta'fuce  des  centres  de  courbure  principaux  dune  surface 
donnie.     Mannheim.     Compt.  rend.  LXXIF,  4bH. 

Kugel. 

285.  Sphire  coupie  par  trois  plans  diametraux  d'une  surface  du  second  degri.     Genty. 

N,  ann.  math.  XXXI,  510. 


Kazima  und  Mixüma. 

.  .  siuA  ainB  sinC 

286.  Hendre  mtnimum  -r—r- — r-^.  +  -. — ^ — r— x  +   .    t      .    ,,  en  prenaut  A  -j-  B  -f  C  = 

sin B. 8111 C      sin  A.  sin C      smA.sinB 

180".     Gambey.     N,  ann.  math.  XXXI,  256. 

287.  Trouoer  le  majtimum  de  l'angle  sous  lequel  une  ellipse  dotmie  est  coupie  par  le  cercle 

de  courbure.     Üesmons.     N,  ann.  math.  XXXI,  233. 
Vergl.  Trajectorien. 

Keehanik. 

288.  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.     J.  A.  Serret,     Campt,  rend.  L XXI II,  N5, 

293.     [Vergl.  Nr.  107.] 

289.  Du  mouüemtHt  duH  tyaiämä  mtUiHei  rapporti  d  trois  axes  rectangulaires  mobiles  autour 

detewrori^'  -'  AXXIII,  1160. 

290.  Du  WHnmemmi  ^  ''  piriodique  et  qui  iprouvc  une 

rM»imt^  '^esse.     liesal.     Compt. 

r 


20t.  Sur  le*  oicütalioiu  infiaimenl  petlln  ite*  n/tUmeii  malM't*. 

rmd.  AXX/f.  1305. 
292.  Sur  In  fonclhn»  dt»  inlfgrale»  tt'an  problimt  ite  dj/amnigur  aitiiloHU  par  rappoi 

lempt.     -H.  Laureat.     Jota-n.  lanlMm.  XXXyll,  4fJ. 
3U8.   Tlicorime*  gfHiraux  ikt  l'tqmlibrf  »1  U  mcuvrmnt  da  »ifiilimei  malMrlt.     l 

Compt.rmd.  LXXiy.  I I7U. 
iB<.   Ott  mouBeuuH»  d'un  corpn  ralide  ijui  »upporu  'in  igtUme  oiatfriel  ar.imf  lfm 

uenl  relulif  pai-  rappurl  ä  et  corpt.     tictal,     Conpt.  read.  LXXIII.  101 
a9S.   Binde  giumitriijiit  tur  le  maanemm  d'une  tphire  pesanle  glitiaiu  ivr  nn  pim  l»r~~^„ 

lal.    /tetal.     N.  ann.  naih.  XXXl.  \Vi 
'iUH.  Interprilatitm  geomilHgae  de  lo  Irajectoirt  apparenle  d'im  projedäe  ■£«■*  1^   mUi, 

Resal.     N.ana.matk.XXXI.AZX 
297.  Sai-  la  mecanique  den  curpi  duelUet.     Dt  Saint-  l'enaNt,     Campt,  rotd.  LS  XUI. 

1181. 
28Ö.  Rapport  sur  an  mtmoire  de  -W.  Maariet  Lny  relatif  aux  iqualtauM  gfitfnd^M   d» 

moueeiiitniK  InUricnm   de»  eorpa  solidrt:  diielilrs,  mi  delä  dri  tlmtf*  oü  C^aMI- 

cili  pourrall  Itt  ramenir  ä  lenr  prtuder  ilat.     li  e  NainI-  l'tnaMl.    Compl. 

read.  LXXtU,  ftti. 
aOO,   Sia-  riMlgraiion  dr$  iquatknt  aux  ^iffiieace»  partielle*  relative*  ou*  nmuM«*"'» 

inltrifur»  dtK  ntrpt  folidet  daetilet ,  lungue  er»  mi/uireiHoiti  ••M  H*"  pt^  pl*" 

poriiimt*.     M   Levy.     Compt.ratd.  LXXIII.  I(KIS. 
;i(lO.  Sur  im  rompliment  d   domter  A  une  det  tgimtiata  prittitite*  par  JH.  Uvg  pour 

imutementt  pliutiquea  qiii  »OKI  tsaiilriijteii  esloiir  d'im  mime  axe-     Dt  Si 

yetiant.     Cumpl.  read.  LXXIF,  iÜ-Ü. 
Wl .  Lola  jjiomitriqua  dt:  la  dJ'l'ibulioit  des  prettivni  dwu  bu  toUde  homoginr  tt  < 

louiuif  d  des  difarmalioas  planem.    Bouasiaeitq.    Campt.  rend.,LXXIf.  *' 
'.Mi'l-  Sur  Vintigralian  de  Vtqualiuji  obx  dfrifit»  pirrtiellet  de»  cfflindret  («oftoMfw*  F 

iliiil»  dirnt  rni  nnlide  liumogrne  rl  darllle     Bountlnetg.    tjompl.temä.LXXi 

318, 
301).   Eqiuitißn  mix  diriaien  particilct  den  ullimte»  dans  une  aolida  homugi-nt  tt  4atil\ 

fvrmi  parallitemenl  A  uit  pitm      ffoun  itnetg.     Cempl,  rend.  LXXIV.  4 
3(M.  Sta-  t'iHlensiU  dei  forte*  capablee  de  diforner  alte  eotdinaiii  det  btma  dintlfr  - 

drigiie'  pldm  ou  eviäU  et  plari»  data  diverte»  eireoratmKet,     Dr  6 

Venant.     Campt,  nmd.  LXXIf^.  lOOH. 
805,  Squaliant  du  aauaenenL  eibraloire   d'uae  lamc  txreulaire.     Retal.     Compt. 

LXXlr,  171. 

300.   La  penduU  de  Lion  FoueaiiU.     J.  A.  Serrel.     Ompt.  rtnd.  IXXtf,  iW. 
307.   Milhode  direcle  pour  dilermiuer  rinpuenee  de  la  tmalion  de  la  ttrre  rnr  ta  rto»'*** 

graset.     Heiiil.     N.  »Hit.  malk,  XXX/.  3(8. 
WH.  Sur  lei  motaemenu  reliuift  ä  la  na-faee  de  la  terre.     Tit*eran-L     Camft- 

LXXiy.  1M7. 
3U0.  Äur  le  caleul  de»  volanii  det  maeldnet  ä  aapeur  ri  dilenle  et  ä  ivndeiuiulioit.     tt^  *■ 

Compl.  rend.  LXXItl,  I3U.  , 

310.  Het  condiliona  de  r^aiitanie  d'm  volanl.     Iteial.     Compl.  rend.  LXXfIt.  I^*.^ 

311.  Thioreme  aar  It  apiral  riglBHi  de*  rhronumHre4.    Phillip».    Compt.  tend.  I.T 

1131;   LKXlV.fAX. 

312.  Hole  rrlotive  n  la  mn-»giiiHrie  dt*  rourbet  lenaiiiulei.  da  tpiral  de*  eknutO' 

Itote.     Cumpl.  rend.  LXXIII.  1307. 

313.  Aar  let  Tlgulatrur»  inocbranet  rierivi»  du  tj/tthme  de  U'ell.     ftUH  fUimt 

Cimpl.  reml.  LXXly.  H37 
SM.   TMirie  des  riocHoM  timplet  limtUet  par  Vavtlon  iueerte  «I  •ipp'ieatidn  äliitt 
HUitiun  du  pliofplHire.     Lemain«.     *\iiiipl-  reud   LXXIft.VM. 
VoFgl-  Akiuttik.     Ca[)illiirUat.    Elektrudyiiftiiiik     lIvilroJyTininik.    0|rtifc- 
leniUl,     Trajectoric-     Wilnnelehre, 

HMhode  der  Uelnnan  QaAdraU. 

:il5.  Uüljor  ilie  UesUinmiing  des  uiiltlerun  Pttik-rs  durch  Wicdorliolung  ä 

tiltigcii.     Jurdiili,     Asir,  NHchr,  LXXIX,  2IU. 
J)/Ö.   Veber  (Jie    Hontlnimung    Aüs    waVtsiAicmVitVveii  VeVtors  Annii    dw  t«f*U— 

njffprcn^eri    von   m  «WvAt   aona«««  tttfA.atVVMiiie«  *»«  V'A.Arf» 
w  V.  Andiae.     Aslr.  Suchr.  V.XKIX,  t:.! . 
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Mittelwertb.  ^ 

317.  Limite  du  quotient  de  deux  valeurs  moyennes  d'une  fonction.      M oret  -  Blanc, 

N.  ann,  math.  XXXI,  4«9. 

318.  La  racine  -mi^me  du  produit  de  m  nombres  et  plits  petite  qne  tu  mnyenne  arithiiMque 

entre  ces  nombres.     A.  Tran /ton.     N,  ann,  math.  XXXI,  257. 


•  ■ 

Kantik. 
Zi9.  Sur  le gyroscope  marin,     Dubais.     Campt»  read.  L XXI y, 'IZ2. 

Komuden. 

320.  Sur  la  surfuce  gauehe  Heu  des  normales  principales  de  deux  courbes.'     M annheim. 

Joum.  ihäth^m,  XXX f^ II,  40(5. 
32  !•  Conique  passant  par  un  point  fixe  et  ayant  pour  normales  deux  droites  doimies.  X ,.. 

N,  ann.  math.  XXXI,  453. 
322.  Sur  le  nombre  des  normales  reelles  que  Von  peut  mener  d'un  point  donni  a  un  eilipsoide. 

Joachimsthal.     N.  ann.  math.  XXXI,  8,  149.     [Vergl.  Bd.  XVI,  Nr.  304.] 
323    Relation  entre  les  positions  des  normales  li  une  surfuce  menies  aux  exti'emites  de  deux 

arcs  inßniment  petits  igaux.     Mannheim.     Journ.  math.  XXXFII,  403. 


O. 

Oberfläohexi. 

324.  Giniralisation  du  theoreme  de  Meunier.     Mannheim.     Oompt.  rend.  LXXIF,  372. 
d25.  Sur  les  /ormules  fondamenlales  de  la  theorie  des  surfaces.    Laguerre.    N,ann.  nutth, 

XXXI,  00. 
32(5.  Sur  la  thiorie  des  lignes  de  coiorbure.     liibaucour.     Campt,  rend.  LXXiy,   1480, 

1570. 

327.  DHermnation  des  Clements  de  Carete  de  rebroussement  iVune  surface  deoeloppabU 

difinie  par  ses  ^quations  tangentielles.     Painvin.     Journ.  nmthim,  XXXFII, 
177. 

328.  Sur  les  ddveloppees  des  surf aces.     liibaucour,     Compt,  rend,  L XXI F,  \Z^^, 

329.  liectißcution  (Vun  thioreme  sur  les  surfaces,     Painvin.     iV.  ann.  math,  XXXI,  376. 

[Vergl.  Bd.  XVII,  Nr.  388.] 

330.  SuT  une  propriite  des  focat es  des  surfaces,     M.  Levy.     Compt,  rend.  LXXIF,  17(5. 

331.  Sur  une  propriete  remarquable  des  points  oii  les  lignes  de  plus  gründe  pente  d^tme  sur- 

face ont  Iturs  plans  osculateurs  uerticaux,  et  sur  la  di/firence  qui  existe  gincrale- 
ment  d  la  surfuce  de  la  terre  entre  les  lignes  de  faite  ou  de  thalweg  et  Celles 
telong  desquelles  la  pente  du  sol  est  un  minimum,  Boussinesq,  Compt.  rend. 
LXXIII,  1368.  —  C.  Jordan  ibid.  LXXIF,  1457. 
3^i2.  Des  courbes  tracies  sur  une  surface  et  dont  la  sphere  osculatrice  est  tangente  en  chaque 
point  ä  la  surface.     Darboux,     Compt,  rend.  LXXIII,  733. 

333.  Sur  un  point  de  la  th^.orie  des  sw/aces.  Combescure.    Compt. rend*  LXXIF,  1517. 

334.  liecherches  analytiques  sur  la  surface  du  troisicme  ordre  qui  est  la  rcciproque  de  la 

surface  de  Steiner,     Laguerre.     A\  ann.  math.  XXXI,  319,  337,  4  18. 

335.  Sur  une  surface  quartique  aplatie.     Cuyley.     Compt.  rend,  LXXIF,  1393. 

336.  Hecherches  g^ometriques  sur  les  contacts  du  3*  ordre  de  deux  surfaces.    M annheim, 

Compt.  rend,  LXXIF,  856.  02^. 
Vergl.  Determinanten  in  j,'eonietri8cher  Anwtindunc:  203.    Krümmung  280,  2SI, 
282,  283,  284.     Normalen  320,  3>3. 

Obarfllohen  iweiter  Ordniing. 

337.  Thiorie  des  indices  pur  rappart  a  une  courbe  et  une  Star  face  du  second  degre,  Fa  ure. 

N.  ann.  nuith.  XXXI,  261.  385. 

338.  Sw*  un  riseau  de  eouröet  9^**-  '^rond ordre,     Guehhardt. 

N.  ann,  math,  XXXi 

339.  Swfaeei  de  rfyohtihm  <A>  rxi,  302. 


!M0.  Sur/aeei  du  stcond  ordre  piitMnI  par  deux  droilen  et  uuitfitUant  4  4m*  mtl 
^  dilk/nt.     Croiaifr.     N.  ann.  mUA.  XXXI.  AhO. 

341.  Elaul  prit  Iroit  tliiimtirci  conjugiUi  d'ime  Murfare  du  »econd  drgri,   nCsaj 

ekuüun  iteux  »ur  une  divlle  ptrptndimlaire  «u  plan  drnt  deux  aMrvf .  U 
det  valturi  imtrirt  det  rarr/t  de  cti  prAjettiont  at  eotutiait.    Yltiit  it 
Uoitfl.     S.  am.  math.  XXXI.  485. 

342.  Thfurime  tur  une  tur/are  du  iiecu«d  drgri  et  iin  lilraidre.     Gentif.    JV.*m.« 

XXXI,  130. 
3-13.  Sur  la  eonrbt  dmitriteetioa  d'unc  inrface  du  »tfuiut  ordre  et  d'uie  tpHre  «j«  ff- 

ceitre  im  pobit  d'iin  plan  de  »gnUtrie  de  la  tnrfaee.     Ütieoittg,     .V.  nua  ' 

XXXI.Mü. 
314.   Droile  eoiipml  deux  turfacet  du  uamd  ordre  de  maaiire  ä  ce  qite  lex  p/oiu  laiiaa 

aux  polnli  dt  ttaoertie  le  eoupenten  uu  miat  ponil.     Otiaeet.     H.  maiA 

XXXI.  512. 
345,  Sur  deux  turfacei   du  tecvnd  untre  gut  le  raecordenl  suhiuit  ui«  ärtilt  ■« 

Doüetl.     N.aim.  nalh.  XXXI.  238. 
310.  Pia»  dffinl  iadirecleiaeut  pur  t'interKerllon  de  dtux  sarfatet  du  terwid  urdrt. 

ptmet.     ?/.aHit.nalh.  XXXI,  4(11. 
Vergl.  Hyperboloid.     Kugel.     Nnrmnien  322, 

Optik. 
34T.  Sur  la   fltiorie  de  quftguai  phinomena  iTintrrftrenet!.     UatearL    Clmpt.  r«£ 

LXXIII.  375. 
348.  Sur  leM  lals  qm  riyistenl  ä  ime  premiere  upinuximalio»  la  ondei  llaünenta  fr .  , 

dtmt  un  mlUru  hosiogene  ci  trwupareul  d'une  mnIcjiMre  juelean^ut.    fi«»"'- 

»e„g.     Joura.  mutkiui.  XXXyil,  107. 
319.   Skt  le  ealeiJ  de  la  vüeue  de  la  tumihe  dann  la  corpx  en  m,UBemcnl.     ßvunhfl- 

CompL  rend.  LXXiy.  1573. 


P. 

3Ü0.   Tliioremrt  tur  let  parabale»  imtritei  ä  un  triangit  rtKlangle.     Ulfna  Phartl'' 

lt.  mm.  juatA.  XXXI,  88. 
351.  l/iie  purabole  et  an  puint  inltrle«T  ä  cetlc  courbe  Haut  donnt»  faire  pattrt  paltfß 

ihinni  uns  rlreunflreiiee  tloublanent  laajfente  ä  la  parubole.     Mortt-Bl*" 
K.  aiin.  malh.  XXXI.  284. 
35'.>.    tieiix  eiijfeHdrii  pur  une  paraliolt  rettunt  luujuurs  lungcnlc  A  unr  droitrlU*^ 
point  diterinini.      M ;rel- Hliinc       N.  nnn.imtll.XXXt.  SOO. 


,  Compt.rtHd.  LXXin.^ 


3ä4     Siir  la  bitieHru-e  ifuii  aiigle  et  tur  let  bimcCtTicf  det  anglet  d'an  Irmngle.    C" 

pagnon.     N.  o««.  malh.  XXXI.  127. 
3JÖ.    TroHurr   deux    dmitea   qui  luiml    entie  eilet  mrnit  le*  puitamiet  ai*""  '''  *j 

druUet  daimlei.    Bumler.    y.  aim    »ath.  XXXI.  Xt\.  —  tUroioiUl^* 
3äO.    I.a  diffirenct  da  couloari   de  deux  polffgonrt  rignl'ert  4'im  mime  smubrt  A  ™^ 

tlipirieur  ä  einq ,  ''un  inttril  rl  taulre  ctrcuiuciit  n  im  mime  etrctt .  rtl  M^^ 

l/ue  le   eötf  du  polygtine   imcril.      Liunntt.     H.  am.  malh.   XXXI.   '"■ 

Ourtt  ibid.  90. 
3äT.  Urxmlutration  du  Ihiorime  fondamantat  relalif  uu  poJc  et  i  la  polairt  4«M  /(  «" 

Ct/mpagnon.     N.  an».  nialA.  XXXI.  \01. 
H&8    Si'mnte  dei  perpendieulirireii  abaiitfc*  du  eeitlrc  du  em-lc  i-ii  conteril  tur  Itt  ruf. 
tria-ujl'.     Jamet.     H.  u»n.  auitli.  XXXI.  ZU. 


•■  la  Irawfurmatiun  du  ^oleiili«!  v»'  ruii"»*  nraeur. 
Goupilliert.     lumpi-rtnA.  (.XS.U1.  \«»- 
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K6ctifloftti(ni* 

Deux  limiies  entre  lesqueltes  est  compris  te  pirimktre  tVune  elHpse,    Mister,    N,  arm. 
math,  XXXI,  280. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  185. 

Beflien. 

Demonitration  ilimentaire  des  fortmäes  relatives  d  la  sommation  des  piles  de  houlets, 
Brocard.     N,  min.  math,  XXXI ^  160. 

Propriitis  du  eoefßcienl de  i»  dans  le diveloppement  en sHie de     ,  ^^ — - 

Caltandr  eau,     N.  ann.  math,  XXXI^  400. 
Trouoer  fa  somme  de  la  sirie 

(cos  g>y  -  ^  (cos  3  9)«  +  j*,  (cos  3«9)»  -  ^,  (cos  3» 9)»  + . . . . 

Humpen,     N.  ann,  math,  XXXI,  23?. 
Sommation  -d'tme   airie   ftnie  de  produits  des  nombres  eutiers.     Moret-  Diane, 

N.  ann,  math.  XXXI,  476. 
m  Hont  entier  positif  on  a: 

|.m-J.f.m(m-l)  +  i.}.#.m(m-l)(m-2)-...  =  ^-^jj^— j. 

Moret-Blanc,     N,  ann,  math.  XXXI,  519. 
m  et  n  ötant  des  entiers  positifs  on  a : 

1      n   ,     1         n(n~l)       i         n(n-l)(n~2)       I 

m      l'm+l'*"      1.2     *nH-2  1.2.3.        in4-3 

i.2.3...(m  — 1) 

"  (n-hl)(n+2)...(n  +  m)  " 
N,  ann.  math.  XXXI,  520. 
Vergl.  Convergenz  der  Reihen.     Zahlentheorie  392. 


Stereometrie. 

Sur  quelques  reUUions  entre  les quantit4s  angulaires  des poly^dres  convexe,  Laianne, 
Compt.  rend,  LXXIF,  602. 
Vergl.  Ciibatnr. 

Babttitiitlon. 

Sur  la  Classification  des  groupes  primitifs.    C,  Jordan,    Compt,  rend.  LXXIII,  853. 

(Vergl.  Nr.  158.] 
iiecherches  sur  les  substitutions.    C.  Jordan,    Compt.  rend,  LXX1V,  975.  —  JoiTn, 

math4m,  XXXVII,  ^b\. 

T. 

Tabellen. 

Table  pour  r^soudre  C4quation  ni.(sin«)^=sin(z  — q);  m,  q  positifs.      De  Gas- 
paris.    Aatr.  Nachr.  LXXVIII,  177. 

Tetraeder. 

Theoreme  sur  le  titraedre,     Padovn,     N,  ann.  math.  XXXI,  86.   —    D'Ovidio 
ibid,  183. 
Vergl.  Oberflächen  zweiter  Ordnnng  342. 

Tnjectorie. 
Sitr  la  dätermination  de  la  trajectoire  d*un  point  pour  laquelle  tme  oerCotne  inl^gtnV^ 

e»t  miftimum.     Rresse.     Compt.  rend,  LXXIV,\^^^. 
Vergl  Mechanik  2Qö. 
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derihoH.     S.  am.  maih   XXXt.  •ii. 
Vcrgl.  Uuxima  nnit  Minimn  iäß.     PUnimciri 


Ri.-ih.-n  .Vn.     TnWU«*. 
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ti  ih^naod^aaoiit/ur  det  jfnz 


:{74.   Ei'ili  ««>'  /a  Ihiürte  difCtiBpe 
•175.  /)n  roefpiienl  ieonomii/ae  d 

Ompl.  raid.  I.XXIV.  1 
376.  i^MT  /b  rhalear  Higagfr  par  f»  diiiohithm   dm  ga: 

Humiti.  md.  LXXIIl.  «10. 


WBlirMbeiiiIlclikeit*T«eluiimB . 

<hi  H  l>  m-nrt  renfrrmimt  chaciuie  In  iii  p'rmiirf,  ntwi^iti',   0"  fiif.  ttu  Hum^rn  dt  rltfur 

iiriir:  guflle  eirt  la  jvobnh'liU  qkt  ta  loaimr  dfi  namhm  imiw  l*-*Mr  %irt>#tb 

nwnbri!  donne.  'i^  >'<it  romprüf  entrr  dttite  nimbrn  Amtit-i  MAW*^'-    *-<■•■ 

m.itA.XXXl.  131. 

Vnrgl.  Mc'lliodc  drr  kleinaipii  Qnndfatc.  


Zahlcntheoil». 

379.  SHr   M   <t4lirmi»al<:n  rf»  liovlci  mite  Llrfmile 

forme  donner.     llcrion 
.1711.  Noneelle  dimn«atTatit>n  de  la  h 

malh.  XXXI.  354.  ,,,,._ 

380.  &cf«>  ftiraei  rvdiiilai  düM  fongruencei  dimreond  dear.4.    C.  Jordmn.    flMwL  ryarf  a 

/jcxiy.  Km.  ^^^ 

3BI.  Skt  ta  forme  tBncmique  dem  mngraeHret  du  lefotit  dfffi^  tt  leitembrr  ilrltmnf^^ 
tiwiii.     C-  Jordan.     Janrn.  miiMn.  XSXl'II,  308. 

a«2.  Sur  J'.(7«o(ioBY»-(-n^pZ'=4X.     Zaiotamff.     H.  atm.  muth.  XXXI,i»^ 
383    Sw«?nn(io»x'  =  )'  +  aj'»'+b»'.     Le  Htwguf.     N.  ann- m,iih.  XXXI.Kt. 
:«*.  Sur rfQiuitioH  x»+y'^»»+ii'.     Hermilt.     N,  mm.  aäOt  XXXI.h. 
3SÜ.  7»o(  MiMilre  mpair  eil  la  toimne  d«  qualre  eitn'it  da»l  deiix  noHt  catateitäfk. 

Bttgve.     N.  min-  math.  XSXI,  5|ö. 
aSI!.    Tom  namhre  rnlier  tu  la  lomme  de  drux  rn<-r,U   rt  rf'ioi  tiamlirr  trinngaHd^. 

Htigue.     li.»nn.math.XXXI,ä\t. 

387.  Toal  vombtt  enlUr  rat  la  somme  rf'nn  rmrr  el  rit  dtnx  nomlira  trimgulfltnt 

Beiyut.      f.am.malh.XXXI.jW,. 

388,  Si  COH  dillgne  ;»r  Ann  drua  nombrrii  entltrn  qntlcmiqur»  ntpiritur»  *  TiaMi      . 
n(ii+ma+a).-.(nn-l) 


piotient  - 

Mi  ^  Kfil  pai  premrr.  '  AndT4.     IV.  ,m«.malh.XXXf,M*. 
118(1.   /,e  prodiiil  de  plusieurt  nombre«  nrnttrulfft  a«  ptul  icrt  mit  pnUtarnftfarfnUa  1—^  »'m 

de  te»  ni/mbret  ett  praaUr  abtobi,     Moreau,     Jt.  ann.  matA.  X'XX)t.ni  — 
inO.   SolutioHi  rji  nooibrr»  rnliern  dti  deux  Sqnaliont  indilenatnitt 

l+a  +  ...+  n=(u+n+(i>+»)+...p  «  l+2  +  .,-+a»|i». 

Mortl-eiaae.     N.  tBa,.«uah.  XXXI.  HS.  , 

3UI.  Sur  we  fbnttien  numirigne.      Bougaer.     Comfl,  rend.  t.XXIKiW. 
303    .9in'  W  tommet  de  /rninif  A  plMdenr)  vBriahfr*     P.  Jor4»n.    trampt-  n^d  LXXW, 

latO.     [Vsrgl.  Ni.  174,1 
Vrrel.  R.ilien  aw,  .^HB.  aiW. 
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Recensionen. 

Baiträge  snr  Oesohiohte  der  Mathematik  m  Programm  znr  öffentlichen 
Preisverthcilung  an  der  Sludienansialt  Hof.  1873.  Von  Dr.  G. 
Friedlein,  k.  Rector  und  Professor. 

In  der  Literaturzeitung  des  vorigen  Jalirgünges,  S.  105 — 110,  haben 
wir  uns  in  etwas  ausführlicher  Weise  mit  dem  Programme  des  Herrn 
Fried  lein  für  1872  beschäftigt.  Derselbe  Verfasser  hat  mm  im  Programme 
für  1873|  ohne  die  von  uns  beigebrachten  Belege  zu  entkräften,  einen  Theil 
der  von  uns  bemängelten  Ansichten  wiederholt,  und  wenn  wir  heute  wieder 
unsern  Widerspruch,  Herr  Fried  lein  nächstes  Jahr  seine  Behauptungen 
erneuern  wollten,  so  mtisste  das  schliesslich  für  den  Leser  recht  unerquick- 
lich werden,  ohne  dass  irgend  ein  wissenschaftlicher  Vorthoil  erwachsen 
dürfte.  Wir  erklären  heute  nur,  dass  wir  und  ebenso  unser  gelehrter,  als 
Egyptolog  bekannter  Freund  A.  Eisonlohr  die  Schuld  nicht  tragen, 
wenn  der  Papyrus  Khind,  dessen  Uebersotzung  in  Heidelberg 
vollendetvorhanden  ist,  bis  heute  der  Oeffentlichkoit  nicht  übergeben 
worden  konnte;  wir  fügen  bei,  dass  der  im  Programme  für  1873  von  H. 
Friedlein,  S.  5  Note  8,  für  den  niederen  Stand  egyptischer  Bildung  als 
Zeuge  angeführte  Eisenlohr,  Verfasser  des  Werkes:  „Das  Volk  Israel 
unter  der  Herrschaft  der  Könige",  durchaus  nicht  mit  dem  soeben  erwähnten 
Sachkenner  gleichen  Namens  verwechselt  werden  darf;  wir  bitten  schliess- 
lich unsere  Leser,  ihr  Urtheil  Über  egyptische  Mathematik  aufzusparen, 
bis  jenes  Quellenwerk  bekannt  gegeben  ist. 

Neben  dem  antikritischen  Theilo  und  nach  demselben  enthält  das  uns 
vorliegende  Programm  der  Hauptsache  nach  eine  Würdigung  Plato^s  als 
Mathematiker.  Herr  Friedlein  hat  die  Werke  dieses  Schriftstellers  offen- 
bar sehr  gründlich  durchgearbeitet,  und  es  ist  ihm  dabei  gelungen,  eine 
Anzahl  von  Stellen  aufzufinden,  welche  Aussprüchen  des  Proclas  in 
seinem  Commcntare  zum  ersten  Buche  der  euklidischen  Elemente  9}* 
läge  gedient  haben  müssen  und  welche  biskor  den  mathema 
entgangen  waren.  Dieses  Verdienst  ist  ein  iinsweiMb^ 

MtmUnif.  d.  Z^iUrhr.  f.  Malh   v.  PhT>.  XVIU,  •. 
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nicht  versäumen,  den  Loser  des  Programmes  Anf  diu  S  hietkngttMifn 
SteHen  H.  4  Note  il,  S.  H  Z.  19,  S.  10  Z.  11,  ».  11  Z.  13,  S.  IT  Z.  2*  liesonden 
HuCmerkitRin  zu  mmcbon.  Imierlinlb  der  Besprechung  plAtontaclier  Gtometi« 
hat  H.  Friedicin  fiinftlialb  Seiten  (8.  II  bis  8.  l&)  auf  die  betili-htigl« 
Meii'J-lIy|)Qlbese  verwandt.  Kr  bcntilzt  dshei  dto  Erklärung  B«n>eeka't 
(BIbinger  Programm  für  I8ül),  von  welcher  er  mit  sehr  nuwesentÜBli  ib> 
weicht,  insbesundero  durch  die  Lesart  itaefrHvav,  welche  o*  statt  dei  ilm 
Seliwii^rigki;iton  bercilendfln  KUftnhvcivrir  voiseliUgl.  Dies«  Streil/ng« 
müssen  Sprach foiBclicr  onlecheidcn;  dor  goometriticiie  Sinn  bleibt  diWB 
nnhei'tihrt.  Weit  wliiisclionswertbor  wÄrö  es  gewesen ,  wenn  Uerr  Fried- 
lein  Hiiaei-e  Itefiprccbaiig  dea  Betieck  o'schen  J>rogrRinmos  (ZelUclit. 
Maili.  Pbys.  Bd.  XIII,  Lttcrftlmzeitiing  B.  H— 12)  in  seine  l'orsc hangen  mÜ 
eingeschlossen  mid  die  Ansstcllungen,  welche  wir  damals  begrändetea,  «c 
geiiomtnen  oder  widerlegt  hStle.  Boides  Termissen  wir,  veno  niaht  db 
Note  IT  (8.  12)  eine  Widcrlegang  sein  soll.  In  dieGem  F«ile  mI  kui 
lipinprkl,  dasB  für  einen  Sckvßn,  der  gar  nichts  vom  Reehn««  VBt««lil, 
nnch  das  Zusammenzählen  von  4  gesehenen  Qundraien  ein  Au«reehMii 
heiosen  kann.    Im  Uclirigen  vorweisen  wir  anf  die  erwähnte  Ue*pmalni|. 


fiifii  Ifllcre    ineüilt    di    Giusep/ic   Lin'gi    Laifrange 

hilf--  Giamballitta  Biadego.    Ruata  1878.  ■  .1 

Die  unx  vorliegende ,  ans  42  Qnartsciten  bestehende  Broehnre  tllAi 
AnpnrNlabdruck  nna  dem  Mfirzhefte  187S  des  beknnnten  BuUdirm  Ü  (MB*- 
ijrnfin  c  rf'  Slurin  dtUe  iKieuze  malemaliehe  C  fitt^he,  welcltex  Prim  Bnn- 
cnmpttgni  zur  Freude  aller  Derer,  die  sich  für  die  Geschichte  der  «neim 
Wissen  Schäften  inleressiren,  nunmehr  bereits  im  0.  Jahrgang«  heratttgictit 
Wenn  wir  an  der  unserem  Referate  empfoblenen  AbbRudlimg  E^wii  n 
tadeln  liaben ,  no  ist  es  die  Ueberschrifl,  welche  niebt  enlfornt  trrtAM 
IjJKSt,  womit  man  es  hier  zn  ihiin  hat.  Es  ist  freilich  wahr,  diu  H«*« 
Biadogo  H>  noch  ungedruckle  Briefe  von  Lagrangc  hier  atnii 
Maie  verüffenllicht;  aber  wie  diese  Briefe  wir  den  geringsicii  HadtBtHtf 
der  Abhandlung  (S.  ai  —  42)  in  Anspruch  nehmen,  so  iat  auch  die  A«'" 
merksnmkeil  des  Lesers  sicbcrlicb  mehr  durch  die  vorausgeschickt« 
cinandersetiiing  gefesselt,  und  selbst  beim  Dtirch forsch en  der  nriefn  iii»ä 
weniger  Rlr  die  Geschichte  des  Schreibers,  als  für  die  des  Adrematen  i* 
Brief  iierjiuskommen,  so  dnss  vielleicht  vurttiieiehen  gewesen  wÄM, 
Abhandlung  den  Titel:  „Zur  Geschichte  von  Antonio  Mnrio  LorgnlT 
beizulegen.  An  ihn  (geboren  zu  Verona  HM,  gestorhen  ebenda 
i'ft.  Juni  I706J  sind  die  Bricfrt  Lngrauge's  gerichtet  nnd  eheiwo  an 
Bripfe   vnn   Afalfnlli,  weldie  der  NotUawt  4«   fÄi\M«,4\<««^  ^HeW* 
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der  Bibliothek  zu  VeroDa  aufbewahrt  wird  und,  wie  diese  Beispiele  zeigen, 
eiiiBD  sohltzbaren  Inhalt  besitzt,  der  vielleicht  noch  weitere  Voröffent- 
luhnngeD  lohnten  dfirfte.  Ist  doch  auch  die  Persönliehkeit  von  Antonio 
llfurio  Lo'rgna,  wenn  schon  einem  Lagrange  nicht  zu  vergleichen, 
imuierbin  •eine  in  der  Geschichte  der  italienischen  Wissenschaft  weit  her- 
nrra^endey  und  wenn  auch  von  allen  seinen  Aübeiton  uns  Nichts  bekannt 
gsvorden  wäve,  so  «nüsste  doch,  wie  Lorgna's  Lobredner  Luigi  Pal- 
eani  im  VIIIw  Bande  der  Memorie  dt  mcUenuUica  e  di  fisica  della  suciekü 
Jtaüana  mit  Recht  bemerkt,  der  Name  des  Mannes  in  Ehren  gehalten  wer- 
den, wekher  in  den  Jahren  1781  bis  1782  eben  diese  Socict^  Italiaua 
gründete  und  damit  einen  nationalen  Mittelpunkt  für  die  au  verschiedeneu 
{hrten  .thtttigen  gelehrten  Bestrebungen  schuf.  Vielleicht  Hesse  sich  ein 
Zosammenhaug  nachweisen  «wischen  der  Gründung  dieser  italienischen 
Qesallschaft  und  den  wissenschaftlichen  Widerwärtigkeiten,  mit  welchen 
Lotgna  grade  au  jener  Zeit  an  der  Academie  zu  Padua  zu  kämpfen  hatte, 
wb  Ncaid  und  Missgunst  eines  unwissenden  Gegners  es  durchzusetzen  ver* 
moebten,  das«  ihm  ein  wohlverdienter  Preis  nicht  zugewiesen  wurde.  Die 
Pceiafrage  bestand  in  dem  verlangten  Nachweise,  dass  der  sogenanutc 
eatms  irreduclibilis  der  cubischeu  Gleichungen  mit  Recht  diesen  Namen 
führe,  d.  h.  dass  keinerlei  algebraische  Umformung  im  Stande  sei,  die 
imaginäre  Form  der  in  Wahrheit  reollen  Wurzelwerthe  zu  beseitigen.  Herr 
Hiadego  hat  in  seiner  Abhandlung  namentlich  durch  Abdruck  eines 
Briefes  von  Stratico  ein  helles  Licht  auf  diese  Händel  geworfen^  Könnte 
er  etwa  den  van  u^m  oben  vermutheten  Zusammenhang  mit  anderen  briof- 
liehen  Belegen  stützen?  Der  irreductible  Fall  der  cubischeu  Gleichungen 
bildete  »eitt  1777  einen  Kreuzungspunkt  der  verschiedenaitigsteu  Unter- 
suchungen für  Lorgna.  Bald  waren  es  algebraische  Betrachtungen, 
welche  er  daran  knüpfte  und  in  weichen  er  (vergl.  S.  5  und  38)  nicht  iminor 
glücklich  war,  bald  suchte  er  die  Schwierigkeit  auf  die  Integration  einer 
jLfiffereutialgleichung  zweiter  Ordnung  zurUckzuführeu,  welche  er  alsdann 
M.|ilfatti  u^d  Lagrange  zur  Behandlung  vorlegte.  Die  Integration  dieser 
Gleichung  (l  +  9«')  y"+  12s/ =  2y  +  (l  +  3j)-V.  +  (l  -r-  3^)-*/'  bildet  deu 
Hauptinhalt  der  uus  vorliegeudeu  Mittheiluugen ,  welche  wir  demuach 
unseren  für  den  Gegenstand  IntoreAsa  empfindenden  Lesern  als  C^ucllu 
empfehlen.  Wenn  wir  zu  Beginne  dieses  lieferate;^  bomerkteu,  für  die 
Loji^ensgeachichte  dos  Lagrango  böten  die  uuu  veröffentlichteu  Briefe  nur 
3päxlif}he8i  90  ist  für  einen  Brief  vom  25.  Mai  1781  eine  Ausnahme  zu 
niachen.  Dieser  Brief,  dessen  Inhalt  auf  die  Gründung  der  Souicta  Italiaua 
Bezug  hat,  ist  nämlich,  in  italienischer  Sprache  abgefasst,  während  man 
bisher  .^ur  deu  Brief  Lagi:angu's  au  den  Grafen  Fagnano  vom 
%^  J^^  ITM  iu  i^eser  9pr#l9be  kapnt&^^vpn  welchem  in  den  letzten  Jahren 
spiviqlf^b  dietOMm^T'  '  .1 :  Cantüu. 
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S8  Literat  urzeitnug. 

Die  sogenannten  allgemeinen  Eigensohaften  der  Körper,  nach  ihrem 
ZusammoDhange  entwickelt  von  Dr.  Hrinr.  Baüuhaucr.  Zugleich 
als  erste  Einleitung  in  das  Studinm  der  theoretisehen  Phjsik. 
Hildesheim,  Oerstonberg^sche  Buchhandlung.    1872. 

Das  vorliegende  kleine,  nur  40  Seiten  gr.  8  umfassende  Schriftchen, 
das  übrigens  von  der  Verlagsbuchhandlung  vonsüglich  ausgestattet  ist, 
nimmt  sich  uicht  wenig  vor,  es  will  die  eine  Eigenschaft  aus  der  anderen 
ableiten  und  die  geläufigen  Begriffe  klar  und  scharf  fassen.  Auf  diese 
Weise  soll  das  Schriftchen  für  Lehrer  und  Lernende  von  Nutzen  sein. 
Sehen  wir  zn,  wie  dieser  Zweck  erreicht  wird. 

In  vier  einzelnen  Abschnitten  wird  der  Reihe  nach  behandelt  das 
Volumen  der  Körper  mit  überwiegender  Berücksichtigung  der  Elasticitäts- 
Verhältnisse;  die  Constitution  der  Materie  und  Festigkeitsverhältnisse; 
Gravitation,  Masse,  Gewicht  und  Druck ;  endlich  die  Beziehung  von  Masse, 
Druck  und  Gewicht  eines  Körpers  zu  seinem  Volumen.  Was  zunächst  die 
Anordnung  des  ganzen  verarbeiteten  Stoffes  anlangt,  so  lässt  sieh  gegen 
die  beiden  ersten  Abschnitte  schon  Vieles  einwenden,  indem  man  die 
Betrachtung  der  Festigkeits Verhältnisse  an  zwei  räumlich  ganz  verschiedenen 
Stellen  suchen  muss;  hieraus  folgt  aber  auch  mit  Leichtigkeit  der  Schluss 
über  die  Art  der  „Ableitung  der  einen  Eigenschaft  aus  der  anderen". 
Vollkommen  enttäuscht  wird  aber  der  Leser,  wenn  er,  auf  das  prätentiös 
gehaltene  Vorwort  hin ,  Belehrung  in  dem  Schriftchen  sucht.  Abgesehen 
nämlich  von  einigen  geringeren  Ungcnauigkciten  des  Ausdrucks,  der  doch, 
wie  das  Vorwort  behauptet,  durch  seine  Schärfe  sich  auszeichnen  sollte, 
giobt  es  auch  noch  grobe  Verstösse  gegen  Bogriffe,  die  schon  längst  ins 
Klare  gestellt  sind. 

Zu  erstorcn  rechnen  wir  Verstösse  wie  die  folgenden: 

,,Der  Inhalt  eines  regelmässigen  runden  Körpers,  der  sich  genau  in 
ein  rechtwinkliges  Parallelepiped ,  resp.  in  einen  Würfel  einschreiben 
lässt/*  Was  ist  hier  des  Verfassers  „regelmässiger  runder  Körper^' V  An 
einer  anderen  Stelle  heisst  es,  dass  das  Meter  der  40000000 sto  Theil  des 
Erdumfanges  ist,  anstatt,  wie  es  längst  genauer  festgestellt  ist,  der 
10,000,H5Csto  Theil  des  Erdquadranten.  Von  den  gasförmigen  Körpern 
heisst  es,  dass  sie  stets  jeden  ihnen  dargebotenen  Kaum  ausftilleu,  während 
dies  nur  für  Käume,  die  der  Erdoberfläcbe  vorliäUnissmässig  nahe  bleiben, 
in  der*  Art  gilt,  wie  der  Verfasser  meint.  In  dieser  Weise  enthält  das 
Schriftcheu  eine  grosse  Anzahl  Ungenauigkeiten,  die  alle  aufzuzählen,  zu 
langweilig  sein  würde. 

Zu  den  gröberen  Verstössen  rechnen  wir  folgende: 

Seite  13  Anmerkung  I  heisst  es:  „Bekanntlieh  zieht  sich  das  Wasser 
beim  Abkühlen  so  langte  zusammen,  bis  es  die  Temperatur  etwa  4^  C. 
erreichi  hat.     Weiter  abgekühlt,    debut   es   sich  wieder  ans.     Aehnlioho 
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Untegelmässigkeiteii  zeigt  das  Jodsilber,  welches  sich  nach  Untersuchungen 
^^  H.   Fizeav    bei    steigender  Temperatur    stiBainmenäeht    und    bei 
^lNi«hmender   ausdehnt,     wenigstens    zwischen   den    Temperaturgrenzen 
**^40^  und  •f*'70^.     Dasselbe  hat  einen  negativen  Ausdehnungscoefficienten, 
dessen   Zahlenwerth   entsprechend  der  Zusammenziehung  mit  steigender 
Temperatur    mehr   und    mehr   wächst."      Der  Verfasser   hätte  anführen 
^len ,  dass  ähnliche  Unregelmässigkeiten  wie  beim  Wasser  sicli  auch  be^ 
äderen  Körpern  in  der  Hegel  in  der  Nähe  der  Temperatur  finden,  wo 
•A^^egatsveränderungen  vor  sich  gehen  und  dass  die  Anomalie  am  Jod- 
Silber  auf  innere  molekulare  Aenderungen  schliessen  lasse. 

An   einer  anderen  Stelle  wird  deducirt,  wenn  M  die  Masse,  Q  der 
Druck  eines  Körpers  auf  seine  Unterlage  >  A  dio  Grösse  der  Anziehungs- 

kr^ft  (auf  die  Masse  M)  ist,  dass  M=:  j,  und  wenige  Zeilen  später,  dass 

^^=  — ,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  ist.     Daraus  folgt  aber 

^^c  harte  Schluss,  dass  g^=^Ay  also  eine  Grösse,  die  durch  Längen-  und 
K^itxnaass  gemessen  wird,  gleich  einer  andern  ist,  die  durch  Gewichte 
S^iuossen  werden  kann.  Der  Verfasser  macht  dazu  die  äusserst  witzige 
^^merkung :  „Beide  {g  und  Ä)  stehen  fn  directester  Beziehung  zu  einander. 
Doch  hiermit  genug  des  grausamen  Spieles  mit  ernster  Wissenschaft 

Freibe^g,  den  12.  October  1873; 

Dr.  Tn.  Köttbritzsou. 


^hyiikalische  Aufgaben  zur  elementar  -  mathematisohen  Behandlung.  Für 
den  Schulgebrauch  bearbeitet  von  0.  Burbacu.  Zweite  vermehrte 
und  verbesserte  Auflage.   Gotha,  Verlag  von  £,  F.  Thieuemann.  1872. 

^,Die  vorliegende  Sammlung  physikalischer  Aufgaben  soll  für  den 
XJuterricht  in  der  Physik  ein  ähnliches  Hilfsmittel  gewähren,  wie  der- 
gleichen für  den  mathematischen  Unterricht  bereits  längst  in  grosser  Anzahl 
vorhanden  sind/^  Sie  ist  berechnet  für  Gymnasien,  Keal8ehulen,Seminaricn 
und  ähnliche  Bildungsanstalten.  Die  Aufgaben  erfordern  zur  Lösung  theils 
arithmetische  und  algebraische,  theils  geometrische  Hilfssätze,  erstero  im 
Umfange  bis  zu  den  Gleichungen  zweiten  Grades,  letztere  im  Umfange  der 
Planimetrie  und  Stereometrie  (ausschliesslich  der  Trigonometrie).  Die  Auf- 
gaben lohnen  sich  an  an  die  gebräuchlichsten  Lehrbücher  der  Physik  und 
sind,  ein  wesentlicher  Vortheil  gegenüber  der  ersten  Auflage^  meist  für  das 
metrische  System  umgearbeitet.  Ein  ausführliches  Inhaltsverzeichniss 
erleichtert  die  Oricntirung.  Die  Lösungen  zu  den  Aufgaben  sollen  sepa/at 
von  der  Verlagsbuchhandlung  abgegeben  werden.  Die  Aufgaben  schliessen 
sich  der  Reihe  nach  an  an  die  physikalischen  Disci^Uucn^  m^  «\<^  \\&^^i^v^ 
den  Lehrbüchern  sligehaudelt  worden,  nämWcVi  A\eA\^wsiWi^Vk\£ÄOcÄXÄväöa\i. 
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Erscheinungen;  mechanische  Erscheinungen  an  festen,  an  flüssigen,  an 
luftförmigen  Körpern.  Magnetismus,  Elektricität,  Akustik,  Optik,  Wärme. 
Sie  endigen  mit  einem  Abschnitt  Über  stöchiometrische  Aufgaben.  Elin 
Anhang  über  das  nöthigste  Tabellenmaterial  bildet  den  Scbluss.  Wir 
können  mit  dem  Verfasser 'liilr*w^skbto|  iialBb'^in  Werkchen  mit  zur  Ver- 
tiefung der  Schülef  JM..djle  physikalischen  .Dis.ciplinei|,.,l^itragen  möge, 
wozu  diese  vorliegende  zweite  Auflage  jedenfalls  noch  einen  Schritt  weiter 
fordert  als  die  erste.^ 

Froiberg,  den  12.  Q^ober  1;B73«:    .;..-: 

Dr.  Th.  KÖTrBBiT2^gu» 


..'  i 


< 


..  / 


.1 


.  I  -. 


.  i  ■  ». : 


'1     • 


^    r  .- 


■  1 


V  ..  l 


.  •      I 


»/ 


» :•     •  I    1 


i 


•  t  • 


-   •  /. 


.  ■  • 


/ .        ,     ;.■■■/ 

.  ■   -    •■.-;.'••■,    . 


'  ■  1 


».". 


■  i 


<iii.il      .-.«      -ii'!  •  I  i      .»In/.    ' 


/    i 


..l.  II      I 


.11      ijm/.   ; 


Bibliographie 

vom  1.  November  bis  15.  December  187»^. 


Periodisohe  Solurifton. 

Physikalische  Abhandlungen   der  königl.   prenss.  Akademie   der  Wissen- 
schaften.   Ans  dem  Jahre  1872.    Berlin,  Dümmler.  6%  Thlr. 
Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  d.  Wissenschaften  zu  Wien,  mathe- 
matisch-natnrwissensch.  Classe.    Wien,  Gerold.    57.  Bd. 

I.  Abtheilnng,  1.  —  5.  Heft  pro  compl.  6%  Thlr. 
II.  „        •-      1.  —  6.     „        „  ,,       5t3     „ 

Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  begründet  von  Grelle, 
fortges.  von  G.  W.  BoRonARDT.    77.  Bd.  I.Heft.    Berlin,  G.Reimer. 

pro  compl.  4  Thlr. 

Reine  Kathematik. 

DüRBGE,  H.,  Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Ver- 
ftnderlichen.   2.  Aufl.    Leipzig ,  Teubner.  l  Thlr.  22  Ngr. 

Herr,  L. ,  Lehrbuch  der  höheren  Mathematik.  2.  Aufl.  Bd.  II,  Heft  3. 
Wien ,  Seidel  &  Sohn.  pro  compl.  8  Thlr. 

Schumann,  H. ,  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra.  2.  Aufl.  Berlin, 
Weidmann.  %  Thlr. 

Schüler,  W.  F.,  Die  Arithmetik  und  Algebra  in  philosophischer  Begrün- 
dung.   l.Theil.    Leipzig,  Teubner.  iVä  Thlr. 

Bardbt,  G.,  Methodisch  geordnete  Aufgabensammlung  über  alle  Theile  der 
Elementarmathematik.    3.  Aufl.    Leipzig,  Teubner.  27  Ngr. 

Ohlert,  B.,  Lehrbuch  der  Mathematik.  1,1.  2.  Aufl.  Elbing,  Neumann- 
.Hartmann.  1  Thlr. 

AscHBNBORN,  K.,  Lohrbuch  der  Geometrie.    1.  Abschn.    2.  Aufl.     Berlin, 

V.  Decker*s  Geh.  Oberhofbuchdrnckerei.  2  Thlr.  8  Ngr.     «   ^ 

Reidt,  f.  ,  Die  Elemente  der  Mathematik.  2.  Theil :  Planimetrie.  2.  Anfl. 
Berlin,  Grote.  16  Ngr. 

Spiekbr,  Tu.,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.   8.  Aufl.    Potsdam,  Stein. 

%  Thlr. 

Helmes,  J.,  Die  Elementarmathematik.    2.  Theil:  Planimetrie,     l.  Abth. 

2.  Aufl.    Hannover,  Hahn.  %  Thlr. 
WiTTSTBiN,  Th.,  Lehrbuch  der  Elementarmathematik.   11^2;  Si«iX^waA\x\^. 

3.  Aaß.    Hannover,  Hahn.  'IX'^^* 


Asgewandte  Ufttbemstik. 
MüLLEU,  J.,   iJic  tuiiätruclivc-  Zckliii-nigslrlin'.     2.  AuH,     a  Tbeilo  ari 

Atlas.    Braunscliweig,  Vicweg. 
Stück,  FI.,   Dislnnz-  nnd  Hölicumesautig.    Fonnoln  uuil  Tabellei 

Lurg,  Meissner.  I 

PiMKOEB,  L.,  Die  georoelriscbc  Couslniction  von  WeicbenaDlageo  1| 

babngloiso.    Aaclmn,  Mayer. 
Albrbciit,  Tu.,  Formeln  und  Tnfeln  für  geograjibisclic  OrUbeatIfli 

Leipzig,  Eagolmiinn. 
Schanz,  Die  aetrouoinischeD  Anscliauungeii  den  Nie,  v,  Ciisa  aod  I 

Zeil.    Tübingen,  Kqps. 
Baeybk,  J.,  Aslronoiiiificlie  Messungen  für  die  eiuopäiscUe  Oruiin 

aus  (]pn  Jaliren  1S57  — I8W.    Leipzig,  Engclmniin. 
HoLi^TSCirEK,  J. ,  Baluibeatiramiing  d,  1.  Comelen  v.  J,  1871,    Wien,  i 


VoOBi.,   H.,    Beobaclitungen ,    angestelll    nur   der  Sternwarte   du 

V.  Bfilow  za  Üotlikamp.   2.  Heft.   Leipzig,  10ngelin«nn. 
ItÖNTOEN,  A.,  Die  Grundlebrcn  der  mocliaiiischen  Würm^tbeoHe. 

Jena,  Costenoblc.  9  'I'hlr. 

Ciiprtnici,    K,,    De  revolutionibus  orbium  coelestium  lilri  VI.     Ex 

aultigrapho  rccutlicuravit  iocielasCopeniicaHii.  Berlin,  Weidmano    lOT 
Planlamour.  E.,  Oliservalions  faikt  dang  les  stationn  attronomiques  $. 

Basel,  Georg.  2  Thlr.  - 

Physik. 
Mkvnch,  M,,  ünterencliuiigp»  über  den  Bildiingügnng  des  SnnnenBjrO 

Weimar,  Bühlau. 

Müller,  A.,  Die  Einwirkung  de^i  LicbtPi'  auf  Wns»er.    Zamb,  Scliabdld 

18  Nd 
DoRNFu,  If,,  Grundztige  der  Pliysik.   2.  Anfl.  Hambnrg,  MHitmcir.   V«V 
Moiissdn,  A.,    Die  Physik  auf  Grnndingo  der  Krrnliriing.    3.  ßil.  I.l 

2.  Anfl.    ZUricli,  ScbultbflsB.  iVs 

WiNKLER,-A.,  Probleme   ans  der  WSrmelobrc.     Wien,  Lehtnnim  Ä,  W» 

Izel.  34  N| 

Aiiir,  G.  B.,  Ucber  den  Magnetismus.    Berlin,  0|ipenheim,  1*4  Thll 

ScifMicK,  J.,  Du*  Fltitlipbilnoinen  nnd  snin  Zneammcnliang  mil  dnt» 

Uren  Schwank  im  gen  dus  Scespiegel».    Leipzig.  Scholtzc.        1% 
Dovf;,  n.  W.,  Das  Gesetz  drr  StiJrme  in  seiner  BcKiehniig  >u  ili-n  ntl^n 

nen  Brwegungfn  der  AtmnsjjbHre.    4.  AuH.    Berlin ,  Reimei 


il. 


Fig.2.j 


/ 


•  ♦  ♦ 


•      « 


• 


n^ 


Tal 


\ 


f7 


// 


/. 


-1  •■ 

J, 

> 

\ 
>       i    1- 

\     '    ' 
\  '    / 

^0- 

• 

/ 

\    f. 


'« 


'   '  • .   . 
•   -  ••    • 


Fi«. 18. 

"  c 


Fig.Ii). 


Fi§.20. 


Fig. 21. 


!S« 


Taf. 


• "    *" 


•     •• 


•vV:-,..  Fit.17. 


Trf.ni. 


^  ^" 


Taf.  IV. 


I*. 


— +... 


Fig.  3  \ 


(i* 


',^ -JL.  f? 

.    ^   J. 

.    :l! 

:  lif  ■ 
-    -  T  H; ; 


•^  Im  I 


^ür/- 


5. 


■   / 


/ 


/ 


■" 


t 

If 

I  t 


./ 


l^  ' 


^^ 


/ 


0 


Fig. 


0 


I 


/ 


//<' 


I 

I 


I 


d 


14? 


-r 


\ 


s> 


\ 


\ 


\ 


Fiff.  //. 


^ 


J.  \A*  t^V  WJU.» 


■ir' 


VAMf-  »■  «Mt^lW»»-"^"' 


. 


. 


•    . 


;i 


»« 


^ 


STORAOe  AREA 


STANFORD   UNIVERSITY   LIBRARIES 

STANFORD  AUXILIARY  LIBRARY 

STANFORD,   CALIFORNIA  94305-6004 

(415)  723-9201 

All  books  moy  be  recolled  oFler  7  do/s 

DATE   DUE 


